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PRÉFACE À LA CINQUIÈME ÉDITION 


Cette nouvelle édition des « Principes de mécanique quantique » a 
été notablement remaniée et complétée afin de tenir compte des déve- 
loppements de la théorie au cours de la dernière décennie. 

La théorie des mesures en mécanique quantique a connu des per- 
fectionnements particulièrement importants grâce auxquels il est devenu 
possible de donner une explication exhaustive de ses différents aspects 
qui paraissaient paradoxaux même aux esprits les plus avertis. 

Dans cette nouvelle édition nous avons exposé plus en détail et à un 
niveau moderne les questions de causalité en mécanique quantique. 
Un exposé plus approfondi et plus net de ces problèmes a permis de 
ramener à leurs justes proportions les discussions qui dans les années 
trente et quarante concernaient les fondements mêmes de la mécanique 
quantique. L’auteur a le sentiment très net que ces discussions ne pré- 
sentent aujourd’hui qu’un intérêt purement historique. 

En dehors de ces modifications ayant une portée de principe pour 
la compréhension de la mécanique quantique, l’exposé de plusieurs 
questions concrètes a été mis à jour et complété. On a développé la 
description de la diffusion par diffraction, ainsi que celle du modèle 
optique des particules. Nous donnons une étude des propriétés analy- 
tiques des matrices de diffusion et des pôles de Regge. Ces données 
permettent à tous ceux qui s’initient à la mécanique quantique de se 
préparer à l’étude de la théorie des champs quantifiés. On donne aussi 
un bref aperçu de la formulation de la mécanique quantique selon 
Feymann, utilisant une intégration fonctionnelle le long de trajectoires. 

L'idée de base et l’esprit de ce cours sont restés les mêmes que dans 
les éditions précédentes: inculquer au débutant en mécanique quantique 
une conception juste de ses fondements physiques et de l’appareïl mathé- 
matique utilisé, et à l’aide d’exemples simples montrer ses applications 
à divers domaines de la physique: théorie des corps solides, physique 
moléculaire et atomique, chimie quantique, optique (dans cette nou- 
velle édition on donne un problème simple d’optique non linéaire), 
magnétisme, théorie du noyau atomique, etc. 
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Les modifications que nous avons apportées à ce cours concernent 
non seulement l’élimination de conceptions périmées, mais la formu- 
lation plus précise de divers concepts et principes. De nombreux lec- 
teurs ont largement contribué à ce travail de modernisation grâce à 
leurs remarques critiques et à leurs suggestions. 

J'ai compris la nécessité de révision du cours général précisément 
en faisant un cours de mécanique quantique à la filiale à Doubna de la 
faculté des sciences physiques de l’Université de Moscou. 

L'auteur a toujours accordé une importance primordiale à la métho- 
dologie dont la déficience conduit l’esprit le plus brillant à un vulgaire 
pragmatisme. C’est pourquoi la méthodologie matérialiste est partout 
présente sous forme implicite ou explicite. 

Au cours de ces dernières années ce cours a fait l'objet de traductions 
ct d’additions en plusieurs langues, ce qui nous prouve que cc cours 
suscite toujours de l’intérèt. Je suis particulièrement sensible à la pensée 
que ce cours de mécanique quantique a contribué à la diffusion des 
connaissances en physique moderne parmi les étudiants de nombreux 
pays. 

Je tiens à exprimer toute ma gratitude à mes collègues, à mes étu- 
diants et à toutes les personnes qui ont apporté leur concours au per- 
fectionnement de ce livre. 


D. Blokhintsev 


INTRODUCTION 


Au cours de ces dernières décennies la science des phénomènes ato- 
miques a non seulement constitué l’un des plus importants domaines 
de la physique moderne, mais elle a trouvé de nombreuses applications 
dans la technique de nos jours. 

Mème un simple aperçu de ce remarquable domaine des phénomènes 
atomiques révèle aussitôt des particularités qui les distinguent gran- 
dement des phénomènes macroscopiques auxquels nous sommes habi- 
tués. 

La première chose que nous remarquons dans le microcosme est 
l'atomisme. Les particules élémentaires les plus simples présen- 
tent des propriétés bien définies (charge, masse, etc.) qui sont exacte- 
ment les mêmes pour toutes les particules d’une espèce donnée. 

Cet atomisme est inconnu dans notre monde macroscopique. Tous 
les objets macroscopiques sont constitués par un très grand nombre de 
particules élémentaires. Les lois qui régissent les phénomènes à l'échelle 
macroscopique sont des lois propres aux grands ensembles de par- 
ticules. 

Ce serait donc unc erreur de méthodologie que de considérer ces 
microparticules à l'instar des corps macroscopiques. Même le point 
matériel de la physique classique représente sous une forme abstraite 
et idéalisée non pas une microparticule, mais un modèle extrêmement 
réduit d’un corps macroscopique dont les dimensions sont petites devant 
les longueurs figurant dans le problème considéré. 

L'atomisme du microcosme ne se réduit pas seulement à ce que les 
microparticules possèdent des propriétés bien déterminées. Il se mani- 
feste aussi en ce qu'il existe une certaine mesure absolue du mouve- 
ment mécanique. Cette mesure absolue est la constante de Planck 
h — 1,05-107* erg-s. Elle joue un rôle primordial dans la mécanique 
des microparticules. Les physiciens ont longtemps ignoré la loi de tran- 
sition entre la quantité et la qualité et voulaient interpréter les phéno- 
mènes atomiques dans le cadre des théories macroscopiques classiques. 
La découverte par Planck de la constante qui porte son nom a été le premier 
signe précurseur de l'inadmissibilité de transposer sans autre forme de 
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procès les conceptions du macrocosme au monde des phénomènes micro- 
scopiques. 

Dans les années vingt de notre siècle de nouveaux faits expérimentaux 
ont contraint les physiciens à abandonner cette manière de voir. Il a été 
démontré que les électrons présentent des propriétés d’onde: en faisant 
passer un flux d’électrons à travers un corps cristallin, on observe sur 
l’écran une répartition des particules qui est analogue à celle de l’intensité 
des ondes d’une longueur convenable. Nous obtenons ainsi le phénomène 
de diffraction de microparticules, qui est totalement étranger à la méca- 
nique classique. Il a été établi plus tard que ce phénomène est propre non 
seulement aux électrons, mais plus généralement à toutes les microparti- 
cules. C’est ainsi que fut découverte une loi absolument générale et nouvelle 
quant à son principe. 

Sous de nombreux rapports le mouvement des microparticules res- 
semble plus à la propagation des ondes qu’au mouvement d’un point 
matériel le long d’une trajectoire. Le phénomène de diffraction est incon- 
ciliable avec l’idée du mouvement des microparticules le long de trajec- 
toires. Aussi les principes de la mécanique classique, s’appuyant sur le 
concept primordial de trajectoire, s’avérent inutilisables pour l'étude du 
mouvement de microparticules. 

Le terme « particule » appliqué aux entités du microcosme évoque 
beaucoup plus d’analogies avec les points matériels de la physique classique 
qu’il n’en existe en réalité. 

Il convient d’avoir bien en vue cette remarque chaque fois que pour 
raison de brièveté nous utiliserons le mot «particule » pour « micro- 
particule ». 

Il apparaît que la mécanique classique ne représente qu’une approxi- 
mation qui n’est valable que pour l’étude du mouvement de corps massifs 
dans des champs variant lentement d'un point à un autre (champs macro- 
scopiques). On peut alors considérer la constante de Planck # comme 
une quantité infiniment petite, et les effets de diffraction sont alors prati- 
quement inexistants. Lorsqu’on descend l’échelle des dimensions et qu’on 
pénètre dans le microcosme, la mécanique classique doit faire place à 
la mécanique quantique. Il s’ensuit que l’objet de la mécanique quantique 
est l’étude du mouvement des microparticules. 

La mécanique quantique est une théorie statistique. Elle permet de 
prévoir par exemple la répartition que l’on doit observer sur une plaque 
photographique des impacts des électrons réfléchis par un cristal; mais en 
ce qui concerne le lieu d’impact de chaque électron on ne peut parler 
que de probabilité de déceler cet électron en tel endroit. 

C’est la même situation qu'en mécanique statistique. Il existe cependant 
entre celle-ci et la mécanique quantique une très grande différence. 

La mécanique statistique se base sur la mécanique de Newton qui 
admet la possibilité de décrire l’histoire de chacune des particules et donc 
de connaître la «biographie » de chacune d’entre celles. 
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A l'opposé de la mécanique statistique, la mécanique quantique moderne 
ne se fonde sur aucune théorie de quelque processus particulier que ce soit. 
Elle a pour tâche d'étudier les propriétés et les microprocessus individuels, 
cn opérant avec des collectivités statistiques appelées ensembles. Ces 
ensembles statistiques sont caractérisés par des propriétés qu’elle a em- 
pruntées à la physique macroscopique classique (par exemple impulsion, 
énergie, coordonnées, etc.). Aussi lorsqu’on parle en mécanique quantique 
de la répétition d’un microphénomène, par exemple de la répétition d’une 
expérience, on n’a en vue que la reproduction des conditions macro- 
scopiques dans lesquelles évolue le phénomène microphy- 
sique, ce qui revient à exiger la réalisation du même ensemble sta- 
tistique. 

Ainsi donc la mécanique quantique étudie les microparticules par 
rapport à des appareils de mesure macroscopiques, qui servent à carac- 
tériser ce qu'il est convenu d’appeler « l’état des particules ». donc à définir 
l'ensemble statistique. 

La mécanique quantique constitue une étape particulièrement impor- 
tante du développement de la physique du XX°e siècle. Son importance 
cst devenue telle qu’elle sort du cadre scientifique pour s’introduire dans 
l'ingénierie. L'élaboration de la mécanique quantique témoigne de la 
puissance de la raison humaine qui a su démêler dans le chaos apparent 
des microphénomènes des lois aussi générales qu'élégantes. 


CHAPITRE PREMIER 


FONDEMENTS 
DE LA THÉORIE QUANTIQUE 


$ 1. Energie et impulsion du quantum de lumière 


Le développement de la mécanique quantique a été précédé de l’éla- 
boration de la théorie quantique de la lumière. A la fin du XIXe siècle 
il pouvait sembler que dans la compétition des deux conceptions sur la 
nature de la lumière, corpusculaire et ondulatoire, c’était la conception 
ondulatoire sous la forme qu'elle prit dans la théorie de Maxwell qui 
l'emportait définitivement. Les expériences de Hertz sur la propagation 
des ondes électromagnétiques, celles de Lébédev sur l'existence d’une 
pression de radiation ct d’autres données factuelles semblaient confirmer 
d’une manière indubitable le point de vue de Maxwell. 


Mais le triomphe de la théorie électromagnétique n'était pas entier. 
Alors que tous les problèmes concernant la propagation de la lumière 
étaient parfaitement résolus par la théorie ondulatoire, plusieurs phéno- 
mènes importants relatifs à l'émission et à l’absorption de la lumière ne 
se laissaient absolument pas interpréter par cette théorie. Ainsi la loi 
de répartition de l’énergie dans le spectre du corps noir établie confor- 
mément à la théorie ondulatoire demeurait, malgré tous les efforts des 
théoriciens, en flagrante contradiction avec l'expérience cet comportait 
en outre des contradictions propres. 

En 1901 Max Planck établit une loi de répartition de l'énergie dans 
le spectre de rayonnement du corps noir en équilibre thermique, qui était 
conforme à l'expérience. C’est cette loi qui constitua le point de départ 
du développement de la théorie quantique. Cette loi se fonde sur l'hy- 
pothèse du caractère discret des processus d'émission et d’absorption de 
la lumière par la matière et admet donc que la lumière est émise ou absorbée 
par des portions finies appelées quanta de lumière. 

L'énergie € d’un quantum de lumière est proportionnelle à la fréquence 
des oscillations lumineuses « et s'exprime par l'égalité 


e = ho, (1.1) 


h = 1,05-107* erg-s est la constante de Planck. 
Après qu’Einstein eut démontré qu’il était nécessaire d'attribuer au 
quantum de lumière, en plus d'une énergie :, une certaine impulsion 
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p = eJc dont la direction coïncide avec celle de la propagation de la lu- 
mière, la conception des quanta de lumière reçut sa forme définitive. 
L'introduction du vecteur d’onde k dont les composantes sont 


Kz = 2 cos a, Kky = ZE cos B, kz:= 2 cos +, 
À À À 
À étant la longueur d’onde, et cos «, cos B, cos y les cosinus directeurs 
de la normale à l’onde lumineuse, permet d'exprimer la formule de l’im- 
pulsion du quantum de lumière sous une forme vectorielle 


= hk. (1.2) 


Les formules (1.1) et (1.2) {ont les équations fondamentales de la théorie 
quantique de la lumière; elles établissent des corrélations entre, d’une 
part, l'énergie € et l'impulsion p d’un quantum de lumière et, d’autre part, 
entre la fréquence w et la longueur d’onde À d’une onde monochromatique 
plane dont la direction de propagation est déterminée par le vecteur k 1). 

Le sens profond de la théorie quantique de la lumière consiste non 
pas à considérer la lumière comme une sorte de gaz formé par des par- 
ticules d’énergie £ et d’impulsion p (cette vue imagée, bien qu’utile, est 
trop limitative), mais bien en ce que tout échange d’énergie et d’impulsion 
entre des microsystèmes (électrons, atomes, molécules, etc.) et la lumière 
s'accompagne de la naissance d’un certain nombre de quanta de lumière 
et de la disparition d’autres. 

Cette conception se laisse exprimer d’une manière quantitative exacte 
en appliquant les lois de conservation de l’énergie et de l’impulsion à tout 
système entrant en interaction avec la lumière (ou plus généralement 
avec un rayonnement électromagnétique quelconque). Afin de rendre 
notre exposé plus directement accessible, nous remplacerons le terme 
interaction par celui plus imagé de « collision ». 

Désignons par E et P l'énergie et l’impulsion du système considéré 
avant sa collision avec un quantum de lumière, et par E” et P’ ces mêmes 
grandeurs après collision; nous désignerons par ño et #k l’énergie et l’im- 
pulsion du quantum de lumière avant collision, et par fw’ ct #k’ les valeurs 
de ces grandeurs après collision. 

Le terme « collision » signifie ici que du fait de l'interaction l’énergie 
et l'impulsion d’une onde électromagnétique de fréquence w et de direction 
k se sont trouvées diminuées respectivement de ñ« et de Ak (un quantum 
de lumière a disparu), tandis que l’énergie et l’impulsion d’une autre onde 
électromagnétique de fréquence «” et de direction k’ se sont accrues de 
how’ et de #k’ (un nouveau quantum de lumière est apparu); lorsque nous 
disons en termes métaphoriques qu’un quantum de lumière (fo, fk) est 
entré en collision avec un système et a modifié son énergie et son impulsion 


1) On admet que les formules (1.1) et (1.2) sont valables quelle que soit la fré- 
quence w; elles sont donc aussi bien applicables à la lumière visible qu’aux rayons 
y. Aussi bien au lieu de dire un quantum de lumière, un quantum de rayons Y, 
etc., on dit tout simplement qu'on a à faire à des photons. 
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(hw', hk’), nous utilisons un langage usuel pour décrire la collision de 
particules classiques. 

Avec les notations adoptées, les lois de conservation de l'énergie et 
de l'impulsion s'écrivent sous la forme: 


fi + E = fiw’ + E’, (1.3) 
Hk + P = ik + P”. (1.4) 


Ces équations permettent de décrire trois processus fondamentaux: absorp- 
tion, émission et diffusion de la lumière. 

Lorsque w’ = 0 (ce qui implique que k’ = 0) les équations (1.3) et 
(1.4) décrivent l’absorption d’un quantum de lumière ñw; lorsque « = 0 
(k — 0) ces mêmes équations déterminent l’émission d’un quantum de 
lumière fw’. 

Lorsque «w et w’ sont différents de zéro, ces équations concernent la 
diffusion de la lumière, le quantum (4w, #k) se transforme en un quantum 
d'énergie fo’ et d’impulsion #k'. 

Les lois de conservation de l’énergie et de l’impulsion telles qu’elles 
sont écrites sous la forme (1.3) et (1.4) ne sont conformes ni à la concep- 
tion corpusculaire, ni à la conception ondulatoire de la lumière et ne 
peuvent trouver d'interprétation dans le cadre de la physique classique. 

Selon la théorie ondulatoire l’énergie d’un champ d’onde dépend 
non pas de la fréquence w, mais de l’amplitude des ondes qui le constituent. 
Par ailleurs, on ne dispose d’aucune corrélation suffisamment générale 
entre l’amplitude d’une onde et la fréquence des oscillations qui permet- 
trait de relier l’énergie d’un quantum isolé à l'amplitude de l'onde. Consi- 
dérons un faisceau lumineux rencontrant sur son chemin une plaquette 
transparente. Une partie de la lumière incidente sera réfléchie et l'autre 
partie passera au travers de cette plaquette. Conformément à la théorie 
ondulatoire les amplitudes des ondes incidente, réfléchie cet transmise 
doivent être différentes. Si nous essayons maintenant d'établir par un 
procédé quelconque une corrélation entre l'énergie des quanta € et-les 
amplitudes des ondes nous arriverons à la conclusion que dans ces trois 
faisceaux l'énergie des quanta est différente. Or selon (1.1) on ne peut 
modifier l’énergie des quanta sans que soit modifiée leur fréquence; cela 
signifie qu’une partie des quanta est d’une « couleur » différente de celle 
des quanta d’origine. 

L'hypothèse selon laquelle l’énergie des quanta serait déterminée par 
l'amplitude conduirait à conclure que la couleur des faisceaux incident, 
réfléchi ct transmis devrait être différente, fait que l’on n’observe jamais 
lorsqu'un faisceau lumineux traverse un corps transparent. 

Il est tout aussi inadmissible de considérer les quanta de lumière comme 
des particules se trouvant quelque part dans l’espace et se comportant 
comme des « flotteurs » sur l’eau. 

De par sa définition (équations (1.1) et (1.2)) le quantum de lumière 
est associé à une onde monochromatique plane, c'est-à-dire à un pro- 
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cessus périodique se reproduisant indéfiniment aussi bien dans le temps 
que dans l’espace. Admettre que le quantum se trouve localisé quelque 
part reviendrait à contester la parfaite périodicité de l’onde: lorsqu'une 
onde sinusoïdale est déformée de quelque manière que ce soit, ce n’est 
plus une seule onde, mais une superposition de plusieurs ondes sinu- 
soïdales. 

Donc si nous reconnaissons la validité des lois de conservation (1.3) 
et (1.4) nous sommes engagés à reconnaître que les conccptions classiques 
sont inaptes à décrire les phénomènes atomiques. La lumière manifestant 
simultanément des propriétés ondulatoires et corpusculaires, on aboutit 
à la conception de la dualité de la lumière. 

La théorie quantique moderne du champ électromagnétique permet 
de tenir compte de cette dualité, mais cette théorie se situe en dehors 
du cadre de ce livre qui est consacré à la mécanique non relativiste des 
microparticules. 


$& 2. Vérification expérimentale des lois de conservation de l’énergie 
et de l’impulsion pour les quanta de lumière 


Einstein a montré que la loi de conservation (1.3) permet d’interpréter 
les corrélations caractérisant l’effet photoélectrique que la physique classique 
n’arrivait pas à expliquer. Cet effet consiste dans l’émission d’électrons 
par les métaux soumis à l’action d’une lumière incidente 1). 

+ Les corrélations que l’on observe dans l’expérience excluent toute 
interprétation classique. L'expérience montre en cffet que la vitesse des 
photoélectrons émis ne dépend que de la fréquence de la lumière © (pour 
un métal donné), l’intensité de la lumière incidente ne déterminant que 
le nombre d'électrons émis par le métal dans l’unité de temps. 

7 Aussi ingénieuses qu’aient été les idées des modèles conçus pour expli- 
‘quer le phénomène, il n’en restait pas moins que, conformément à la loi 
de Newton, l’accroissement de la vitesse des électrons devait être propor- 
tionnel à la force appliquée. Or la force agissante est égale au produit 
de la charge e de l’électron par l’intensité 8 du champ de l’onde lumi- 
neuse (on peut négliger l’action du champ magnétique de l’onde). Il en 
résulte que la vitesse acquise par l’électron devrait être proportionnelle 
à $ et son énergic à 8, donc à l'intensité de la lumière, ce qui n’est 
pas conforme à l'expérience. Ioffé et Dobronravov (1907) ont établi que 
l'effet photoélectrique se manifestait même lorsque l’intensité de la lu- 
mière incidente était faible et que l'émission des électrons se conformait 
aux lois de la statistique; d’où il apparaît que seul le nombre moyen 
d'électrons émis est proportionnel à l’intensité de la lumière incidente. 
En démontrant avec toute la rigueur nécessaire que l’énergie des électrons 
émis par effet photoélectrique ne dépend que de la fréquence de la lumiè- 


1) Les corrélations qu'’implique l'effet photoélectrique ont été initialement mises 
en évidence par A. Stolétov, W. Hallwachs, A. Righi. 
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re (et non de son intensité) R. Millikan (1916) a obtenu un résultat expé- 
rimental de la plus haute importance. 

Ce résultat expérimental devient parfaitement évident dès qu’on applique 
à l’étude de l'effet photoélectrique la loi de conservation de l'énergie 
(1.3). Considérons le cas d’une lumière monochromatique de fréquence 
&, tombant sur la surface d’une plaquette de métal. Puisqu’il faut dépenser 
un certain travail (que nous désignerons par 7 ct qui porte le nom de 
travail d’extraction des électrons du métal) pour extraire des électrons 
du métal, on doit poser que l’énergie initiale des électrons se trouvant 
dans le métal est égale à —7. Dans l'effet photoélectrique les quanta 
de lumière sont absorbés en totalité, ce qui signifie que /w’ = 0. Après 
absorption d’un quantum de lumière l'énergie Æ de l’électron devient 
égale à mot°/2, m, étant sa masse et & sa vitesse hors du métal. Dans ces 
conditions l’équation (1.3) s'écrira !): 


ho — y = me, (2.1) 


C’est l’équation bien connue de l'effet photoélectrique établie par Einstein 
dès 1905. 

Conformément à cette équation l'énergie d'un photoélectron mçv°/2 
augmente linéairement avec la fréquence « de la lumière incidente. Si 
on adopte en qualité de mesure de l'énergie de l’électron le potentiel 
qui doit être appliqué pour stoper l'électron, soit eV — my?;2 (procédé 
utilisé par Millikan), la pente de la droite tracée en coordonnées (F, «) 
doit être égale à h/e. Connaissant la charge e de l’électron et la pente de 
la droite expérimentale. on arrive à déterminer la valeur de #. Millikan 
a démontré que la valeur de # déterminée par ce procédé était la même. 
que celle que l’on déduit de la théorie de l'émission du corps noir. Ce 
résultat démontre que l'application de l’équation (1.3) à l'étude de l’effet 
photoélectrique est parfaitement légitime. 

Actuellement l'équation d’Einstein est une des équations fondamentales 
de la théorie des dispositifs électroniques. 

La validité des équations (1.3) et (1.4) a été confirmée par les expé- 
riences de Compton (1922) portant sur la dépendance de la fréquence des 
rayons X diffusés avec l'angle de diffusion. Pour la diffusion des rayons 
X Compton utilisa des matériaux où les électrons sont faiblement attachés 
aux atomes (paraffine, graphite). Comme l'énergie des quanta de rayons 
X est grande, on pouvait négliger dans les calculs l’énergie de liaison des 
électrons dans les atomes (tout au moins celle des électrons des couches 
périphériques) et considérer les électrons comme des particules libres au 
repos. On peut donc poser que l’énergie initiale Æ et l'impulsion P des 
électrons sont égales à zéro. 


1) L'équation (1.4) ne joue aucun rôle, puisqu'elle ne fait qu'affirmer que l'im- 
pulsion du quantum de lumière est transmise à l'échantillon de métal tout entier. 
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Puisqu’après collision avec un quantum de rayons X l’électron peut 
acquérir une très grande énergie, nous utiliserons dans nos calculs les 
formules de la théorie de la relativité, tenant compte de la variation de 
la masse des particules avec leur vitesse. Conformément à la théorie de 
la relativité, l'énergie cinétique d’un électron se déplaçant à une vitesse 
v est épale à 

E'— mo © 
Vive 


où m, est la masse au repos de l’électron et c la vitesse de la lumière; 
l'impulsion de l’électron est alors égale à 


: P' — — 2" — ; (2.3) 
Fi—1w/e 


Portant ces valeurs dans (1.3) et (1.4) et tenant compte de ce que E=0 
et P = 0, on obtient 


— moc?, (2.2) 


fo fu CE ET à 2.4 

co (a) +me( ] (2.4) 

fl = fl + —"T , p—?. (2.4) 
VIF c 


« et k représentent respectivement la fréquence et le vecteur d’onde du 
rayonnement incident, tandis que w’ et k’ représentent les mêmes gran- 
deurs pour le rayonnement diffusé. 

Ïl résulte immédiatement de l'équation (2.4) que w > w’. La longueur 
d’onde du rayonnement diffusé doit donc être plus grande que celle du 
rayonnement incident. Cette conclusion a été confirmée par les expé- 
riences de Compton, alors que selon la théorie classique la fréquence du 
rayonnement diffusé doit être égale à la fréquence du rayonnement incident 
(diffusion de Rayleigh). 

Les équations (2.4) et (2.4”) permettent de tirer une conclusion de grande 
importance: un électron ne peut que diffuser la lumière, sans pouvoir 
l’absorber. L'absorption totale d’un quantum de lumière imposerait que 
w’ — 0 (de même que k’ = 0). Or l'équation (2.4’) impliquerait alors que 
les vecteurs k et v doivent avoir même direction. L’équation (2.4) peut 
s’écrire alors sous forme scalaire 

ñ k Es _Mo® 
Vi—$: 
En combinant cette équation avec l'équation (2.4) on trouve que dans le 
cas de l’absorption on devrait avoir 


RS PE 


VIF Vip 


. 


, 
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ce qui impose que B = 0 et donc Æ — 0. Ceci démontre l'impossibilité 
de l’absorption. 

L'effet photoélectrique où un quantum est absorbé en totalité n'est 
possible que parce que l'électron est lié au métal: l'existence de cette 
liaison se manifeste par la nécessité de dépenser un travail y pour extraire 
l'électron du métal, et c'est ce qui permet de transmettre au métal l’im- 
pulsion de l'électron. 

Pour vérifier la validité des équations (2.4) Compton a déterminé 
la dépendance de la fréquence «’ du rayonnement diffusé avec l’angle 
de diffusion 0 en utilisant le procédé sui- 
vant. Sur la fig. 1 la droite OA repré- 8g A 
sente la direction de propagation du fais- 
ceau primaire de rayons X: la droite OC 
est la direction dans laquelle on observe 
les rayons X diffusés par les électrons. 
Le parallélogramme tracé sur la fig. 1 est 
utilisé pour représenter l'impulsion #k 
du quantum incident comme la résul- 
tante de l'impulsion #k' du quantum diffusé 
et de l'impulsion P’ de l'électron. L’angle 
8 est l'angle de diffusion et « l'angle formé 


par l'impulsion du quantum primaire et ù 
l'impulsion de l'électron après collision Fig. 1. Le parallélogramme de 
(« électron de recul»). Pour établir une Compton : 


relation entre l’angle 0 et l'énergie fo’ du 

quantum diffusé on projette les grandeurs figurant dans l'équation (2.4’) 
sur deux axes OA et OB perpendiculaires entre eux. En remarquant que 
Ik|=o/c et |k’|—o’/c, on écrira 


de 2 cos 0 + —70" cos. 
c c 1 —pi 
Es sin 0 — 7%" sin. 
€ F1—6" 


En éliminant par des opérations algébriques simples B ct l’angle « de ces 
équations, on obtient 


2h + » 8 
© — 0° = ©’ sin? —- 
m 


Remplaçant & par 2xc/à et «° par 27c/}’ on trouve aisément la 
variation de longueur d'onde 


A1 = 4rh . ,90 


sin* 2. (2.5) 


Moc 


Cette formule a été établie par Compton. En faisant varier l’angle sous 
lequel était observé le rayonnement diffusé et en mesurant les variations 
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de la longueur d'onde A, Compton et Wu ont pu confronter les résultats 
de l'expérience et de la théorie (2.5) et s'assurer de leur parfaite concor- 
dance. 

Les expériences de Compton ont fourni une preuve directe de l’existence 
d'une impulsion des quanta de lumière, dont la valeur est déterminée 
par la formule (1.2). 

Remarquons que les photographies prises à la chambre de Wilson 
permettent de déterminer la direction de propagation des quanta diffusés 
par effet Compton, ainsi que la trajectoire et l'énergie des électrons de 
recul; on peut donc observer, pour ainsi dire de visu, l'addition des impul- 
sions d’un quantum de lumière et d’un électron, qui est illustrée par la 
fig. 1. 

La grandeur A -- hfmçc — 3,910"! cm figurant dans la formule 
(2.5) a reçu le nom de longueur d'onde de Compton. Cette longueur joue 
un rôle fondamental dans la théorie relativiste de l’électron, en tant qu'éta- 
lon des longueurs propres au microcosme. Connaissant la valeur de AX, 
la formule (2.5) permet de calculer la valeur de 4: l'effet Compton consti- 
tue donc encore un procédé de détermination de #. 

Les phénomènes dans lesquels la constante de Planck joue un rôle essen- 
tiel sont désignés sous le nom de phénomènes quantiques. Chacun de ces 
phénomènes peut être utilisé pour déterminer la valeur de la constante h. 

Comme on pouvait s'y attendre un phénomène quantique ne saurait 
être interprété dans le cadre de la physique classique. La théorie classique, 
postulant la continuité de tout échange d’énergie entre un champ et un 
microsystème, impose que h soit égal à zéro ct qu'aucune variation de 
fréquence ne doive se manifester lors de la diffusion de la lumière par 
les électrons libres (selon (2.5) A est proportionnelle à h). C'est pré- 
cisément à cette conclusion qu'aboutissent les calculs cffectués confor- 
mément à la théoric classique. Lorsqu'un électron est soumis à l’action 
d'un champ alternatif de fréquence ©, il subit des oscillations forcées à 
cette même fréquence «. C’est ainsi que s'établissent des oscillations de 
fréquence « d’une charge électrique c. Or les oscillations d'une charge 
électrique e donnent naissance à un champ alternatif de même fréquence 
(en vertu de la linéarité des équations de champ); il en résulte que le 
rayonnement diffusé a même fréquence que le rayonnement incident. 


$ 3. Atomisme 


Dans le microcosme on se trouve en présence de particules particu- 
lièrement simples, qu’on a convenu de désigner sous le nom de particules 
élémentaires. 

Au cours de ces dernières décennies les recherches expérimentales 
sur accélérateurs ont mis en évidence tout un monde de particules élé- 
mentaires. La grande majorité de ces particules sont instables; en se 
désintégrant elles se transforment en fin de compte en des particules stables. 
On ne connait en tout que cinq particules stables: le proton p, l’électron 
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e, le neutrino électronique “, le neutrino muonique v, et le photon -. 
Si on prend en ligne de compte les antiparticules correspondantes ÿ, ë, 
Ve, V\ (le photon n’a pas d’antiparticule) on dénombre donc en tout neuf 
particules stables. 

On a indiqué dans le tableau 1 les caractéristiques d’un certain nombre 
de particules élémentaires douées d’une durée de vie relativement grande. 

La masse, la charge et toutes les autres propriétés de tous les spécimens 
de particules d’une même espèce sont parfaitement identiques. Les seuls 
changements auxquels sont soumises les particules élémentaires et qui 
soient connus avec certitude en physique sont des transformations d'une 
sorte de particules en des particules d’une sorte différente. Lors de ces 
transformations les particules ou bien disparaissent en entier, ou bien 
prennent naissance en tant qu'’entité. 

Cela ne signifie cependant pas que les particules dites élémentaires 
soient dénuées de toute structure interne. Il ne subsiste actuellement aucun 
doute que les particules présentent une structure intime complexe !). La 
dénomination « élémentaire » ne fait que refléter le fait que dans un très 
grand nombre de phénomènes ces particules se comportent comme si 
elles étaient dénuées de structure tout en présentant certaines caracté- 
ristiques globales (masse, charge, spin, etc.). 

Dans ce cours consacré à la mécanique quantique non relativiste 
nous n’aurons affaire qu'à des processus dans lesquels les variations d'éner- 
gie des particules sont beaucoup plus petites que leur énergie au repos 
E, = mc. Les processus donnant lieu à des transformations de particules 
élémentaires ou à leur excitation sortent du cadre de la mécanique quan- 
tique non relativiste ©). 

L’atomisme propre au microcosme et qui constitue son trait dominant 
ne concerne pas seulement les particules élémentaires. Les particules 
complexes constituées par des particules élémentaires (molécules, atomes, 
noyaux atomiques) manifestent également des propriétés atomistiques. 

Ces propriétés sont déterminées par deux circonstances. La première 
est que chaque sorte de particules complexes est formée de particules élé- 
mentaires bien dérernrinées (par exemple, un atome d'hydrogène est consti- 
tué par un proton et un électron, le noyau d'uranium-238 comporte 92 
protons et 146 neutrons). La seconde est que l’état interne de toute par- 
ticule complexe est discontinu, ce qui veut dire que chaque particule com- 
plexe peut présenter une série d’états parfaitement déterminés: la tran- 
sition d’un état à l’autre donne lieu à un changement discontinu. De ce 
fait seules certaines actions sont susceptibles de faire passer un système 


1) Cf. 8 136. 

2) La masse au repos m, des photons et du neutrino est égale à zéro. Par 
conséquent ils se comportent à toutes les énergies comme des particules relativistes 
ct ne peuvent être étudiés par les procédés de la mécanique quantique non relati- 
viste. Le lecteur se rapportera au $ 141 pour apprendre à connaître les limites de 
validité de la mécanique quantique. : 
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Tableau 1 
Caractéristiques des particules élémentaires 
Parti Masse m, 4 Vie moyenne 
articules | (meV) | Charge € Spin (o) (s) 
Photon 0 0 1 co 
Neutrino 0 0 1/2 œo 
électronique 
Neutrino muonique 0 0 Ce 
Electron 0,51 —1 œ 
Muon 105,66 —1 2,20-107$ 
Pions 139,57 +1 2,60-10"* 
134,96 0 0,84- 10-16 
139,57 —1 2,60-10"# 
Kaons 493,71 +1 1,24.107 
493,71 —1 1,24.10* 
497,70 0 0,89-10-19 
497,170 0 5,18-107* 
—__— — | 
Proton P | 938,28 +1 œo 
Neutron ñ 939,57 0 918 + 14 
A-hypéron A° 1115,60 0 2,58.1071° 
Z-hypérons Z+ 1189,37 +1 0,80- 10719 
Z° 1192,48 0 < 1-10" 
D. 1197,35 —1 1,48-1071° 
&-hypérons E- | 1321,29 —1 1,65-10719 
E° | 1314,9 0 2,96-1071° 
-hypérons = 1672,2 —1 1,3-1071° 
%-particules CA 3095 0 0,9-107*° 
Ÿa 3684 0 0,3-107% 
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complexe d’un état de plus faible: énergie, dit état normal, dans un état 
adjacent, dit état «excité ». 

Dans le cas où l'énergie de l’action exercée est trop faible pour faire 
passer le système de l’état normal à l’état excité, le système se retrouvera 
dans son état initial (état normal) dès que l’action exercée aura cessé. 
Par conséquent lorsque les systèmes atomiques sont soumis à des actions 
externes, ils disposent d’une large marge soit pour subsister dans l'état 
qui était le leur avant l’action, soit pour passer dans des états différents, 
mais bien définis. C’est précisément le caractère discontinu des change- 
ments de l’état des systèmes atomiques complexes qui est à l’origine de 
ce que les chimistes étaient amenés à considérer les atomes comme indi- 
visibles et que les physiciens les assimilaient à des points matériels inva- 
riables dans leurs théories cinétiques. Cette invariabilité et cette indivi- 
sibilité des atomes subsistent tant que l'intensité des actions externes 
reste inférieure à celle qui rend possible le passage de la particule com- 
plexe à un des états énergétiques voisins. 

Cette identité de caractère des particules élémentaires et la discontinuité 
des états dans lesquels peuvent se trouver les particules complexes font 
que les particules du microcosme manquent « d’individualité ». Les pro- 
priétés caractéristiques d’un électron ou d’un atome d'hydrogène, par 
exemple, ne sont pas affectées par les événements auxquels ils ont participé. 

Les systèmes macroscopiques restent généralement marqués par les 
événements antérieurs, et ce d’autant plus qu’ils sont plus complexes. 

La discontinuité des états d’un système microscopique peut être 
révélée par l'expérience. Franck et Hertz (1913-1916) faisaient passer 
un flux d'électrons, donc un 
courant électrique, à travers des I 
vapeurs de mercure. Ils ont cons- 
taté que selon l'énergie des 
électrons l'intensité de courant 
présentait des maximums et des 
minimums (fig. 2). 

Tant que l'énergie des élec- 
trons est inférieure à 4,9 eV le 
flux électronique passe à travers 
la vapeur sans perte d’énergie et 
l'intensité de courant croît avec 
la tension appliquée; en fait 
lorsqu'un électron entre en col- 43 28 Ÿ eV 
lision avec un atome de mercure Ses Des Le à te PS . 
il produit bien on certain : ‘classique de Franck et Hertz 
échange d'énergie; mais comme 


la masse de l’atome de mercure est beaucoup plus grande que celle de 
l'électron et que la collision est élastique, cet échange d'énergie est 
négligeable. Dès que l'énergie atteint le seuil de 4,9 eV l'intensité de 
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courant commence à diminuer, parce que les électrons commencent à dis- 
siper leur énergie dans leurs collisions avec les atomes de mercure, dont 
l'état intérieur s'en trouve modifié. 

Ce résultat expérimental démontre la discontinuité des valeurs que 
peut assumer l'énergie interne d’un atome de mercure: l'état énergétique 
d'un atome de mercure le plus proche de l’état normal se situe dans l'échelle 
des énergies 4,9 eV au-dessus de l’origine. 

Stern et Gerlach sont parvenus à démontrer que le moment cinétique 
des atomes ne peut assumer, à l'instar de l’énergic, que certaines valeurs 
discrètes. Les expériences de Stern et Gerlach (1921) avaient pour objectif 
la mesure du moment magnétique des atomes. Celui-ci est déterminé par 
l'existence de courants électriques intra-atomiques, et comme ces courants 
résultent du mouvement d'électrons, il existe une corrélation entre le 
moment magnétique de l'atome et son moment cinétique. L'étude de 
cette corrélation fait l’objet des $$ 53 et 64. L'expérience de Stern et Gerlach 
consistait à faire passer un étroit faisceau d’atomes à travers un champ 
magnétique non homogënc. Un atome, de moment magnétique M, placé 
dans un champ magnétique d’intensité #5, acquiert une énergie potentielle 


U= — MA = — MA cos a, 


æ étant l'angle formé par la direction du 
champ et celle du moment magnétique de 
l'atome. Lorsque le champ magnétique n’est 
pas homogène (l'intensité varie le long de 
l'axe OZ), l'atomese trouve soumis à une force 
pa = EU Le n Æcos a. 
ëz ôz 

Le gradient de champ était perpendiculaire 
au faisceau atomique, de sorte que la force F 
faisait dévier les atomes de leur trajectoire initi- 
ale. Si toutes les orientations du moment ma- 
gnétique étaient également possibles (valeurs 
arbitraires de «), comme le laissent prévoir 
les conceptions de la physique classique, la 
force F pourrait prendre toute valeur comprise 
: = N entre -— Let + #X, Différents ato- 

Fig. 3. Subdivision d'un fais- = 8: 
ceau d'atomes de sodium sous mes auraient été différemment déviés et on 
l'action d'un champ magné- aurait observé sur l'écran interceptant le flux 
e mere mage 2tOmique une image floue de la fente limitant 
tique, b—en présence d'un champ le faisceau. En réalité on observe deux images 
FAN IqUE parfaitement nettes de cette fente (fig. 3). Ce 
résultat expérimental montre que le moment magnétique de l’atome ne 
peut prendre que deux orientations discrètes: cos « — +1. Les calculs 
montrent d'autre part que la valeur de la déflexion subie par les faisceaux 
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atomiques correspond à une valeur du moment magnétique R des 
atomes égale à: 


My = 4 — 9.10-2erg/G, 
2uc 


où e est la charge de l’électron, 1 sa masse, c la vitesse de la lumière. 
Un calcul théorique de Bohr, basé sur la théorie quantique élémentaire, 
a fourni la même valeur de cette grandeur, que l'on désigne sous le nom 
de magnéton de Bohr. Le magnéton de Bohr est pour ainsi 
dire le quantum du moment magnétique. 

Le phénomène découvert par Stern et Gerlach est appelé quanti- 
fication spatiale, étant donné qu'il s'agit du caractère discret 
des orientations du moment magnétique par rapport au champ magné- 
tique. En se référant à la corrélation déjà mentionnée entre le moment 
cinétique et le moment magnétique, on peut affirmer que les expériences 
de Stern et Gerlach établissent également la discontinuité des valeurs 
possibles du moment cinétique. 

Nous verrons plus loin (ch. X) que le moment magnétique des atomes 
qui a été observé par Stern et Gerlach est déterminé non pas par le mou- 
vement orbital (comme on le pensait à l'époque), mais par le moment 
magnétique propre de l’électron 1). 

En nous plaçant sur un plan général, qui est celui qui nous intéresse 
pour le moment, on dira que les expériences de Stern et Gerlach démon- 
trent que le moment magnétique d’un atome ne peut prendre que des 
valeurs discrètes, quantifiées. Ces expériences apportent donc une nouvelle 
preuve de la discontinuité des états dans lesquels peut se trouver un atome. 

Il importe de remarquer que le caractère discret des états atomiques 
joue un rôle essentiel dans des phénomènes d'un genre tout différent. 
Conformément aux principes généraux de la mécanique statistique clas- 
sique l'énergie moyenne par degré de liberté d'un système se trouvant 
dans un état d'équilibre à une température 7, vaut 1/2 £T, K étant la 
constante de Boltzmann, kÆ—1,38-10"1 erg/deg. Il en 
résulte, par exemple, que pour un gaz monoatomique l'énergie moyenne 
par atome est égale à 3/2 KT et la capacité thermique à 3/2 k. Ce résultat 
théorique concorde bien avec l’expérience. Or la théorie postule impli- 
citement que l'atome peut être assimilé à un point matériel disposant de 
trois degrés de liberté (correspondant aux trois coordonnées de son centre 
de gravité). Il est cependant bien connu que l’atome d’hélium, par exemple, 
est constitué de trois particules — un noyau et deux électrons. Nous 
admettons que ces électrons ne peuvent ni recevoir ni céder de l'énergie 
et ne participent donc pas à l'établissement de l'équilibre thermique dans’ 


1) Cette remarque concerne les premières expériences de Stern et Gerlach, 
où on utilisait des atomes H et Ag à l'état normal. Dans le cas général le moment 
magnétique d’un atome résulte aussi bien du mouvement orbital des électrons que 
de leur moment magnétique propre. 
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le gaz. La mécanique classique ne peut justifier cette hypothèse, puisque 
selon ses conceptions, s’il existe un mouvement constant d'énergie E, 
un autre mouvement d’énergie peu différente de E est également possible; 
il résulte de ce raisonnement que lors des collisions d’atomes leurs électrons 
doivent recevoir ou céder de l'énergie, et de ce fait prendre part à l’éta- 
blissement d’une équipartition de l’énergie. Du point de vue de la théorie 
quantique l’atome peut fort bien être assimilé dans une très large mesure 
à une masse ponctuelle ne disposant que de trois degrés de liberté. Selon 
la théorie quantique il faut disposer d’une énergie finie AE pour faire 
passer l’atome de son état normal à un état excité adjacent. Par consé- 
quent si AE à 3/2 KT, les électrons ne seront pas excités lors des collisions 
de leurs atomes et ceux-ci se comporteront comme des points matériels 
« solides ». Les degrés de liberté internes sont alors « gelés ». 

Depuis l’époque où furent réalisées ces expériences, les preuves expé- 
rimentales du caractère discontinu des états des systèmes atomiques ont 
proliféré. 

C'est notamment l’étude du noyau atomique qui a apporté de nom- 
breux faits nouveaux. Il a été établi que les noyaux atomiques disposent 
eux aussi d’un système de niveaux discrets. La fig. 4 représente la relation 
entre les sections efficaces d’interaction des neutrons et d’un noyau d’oxy- 
gène et l’énergie des neutrons. La courbe illustrant cette relation présente 
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Fig. 4. Pics de résonance résultant de l'interaction de neutrons avec un noyau 
d'oxygène O!'° 


des pics de résonance bien résolus, correspondant à des énergies définies, 
ce qui témoigne de l’existence dans le noyau de niveaux d’énergie discrets. 

Actuellement on connaît bien les effets de résonance dans les par- 
ticules élémentaires. Ces effets de résonance témoignent de l'existence de 
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niveaux discrets dans les particutes élémentaires. La fig. 5 donne un 
exemple de l'effet de résonance se manifestant dans la diffusion de mésons 
x par des protons. 
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Fig. 5. Section d'interaction totale de mésons 7 avec des nucléons. 
La résonance des mésons T+ se situe dans ia gamme d'énergies des mésons = voisine de 200 McV 


$ 4. Théorie de Bobr 


Pour arriver à une description des caractéristiques discontinues des 
systèmes atomiques considérés ci-dessus, Bohr a entrepris de modifier 
la mécanique classique en incorporant la constante de Planck à la loi 
de mouvement. Bohr partit de l’hypothèse selon laquelle de tous les mou- 
vements admis par la mécanique classique seul un nombre limité de mou- 
vements bien définis peuvent se produire dans les systèmes atomiques. 
Il formula un procédé spécial de sélection de ces mouvements, que nous 
omettrons de préciser. Ce procédé lui permit de déterminer les valeurs 
possibles de l’énergie d’un atome d’hydrogène; mais ce procédé s’est 
avéré inapplicable aux systèmes atomiques plus complexes (l’atome He 
par exemple). Appliquée à l'énergie de l’atome, l’hypothèse ou postulat 
de Bohr signifiait que l’énergie E de l’atome ne peut prendre que des va- 
leurs quantifiées, discrètes 


E=E,,E:,...,En,...,Em,... (4.1) 
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Nous verrons dans ce qui suit que la théorie moderne se passe de ce 
postulat et considère qu’en général le caractère discret des états ne carac- 
térise pas nécessairement un système quantique. Cependant pour un cer- 
tain nombre de phénomènes le postulat de Bohr reste encore valable, 
car dans ces cas particuliers il peut être considéré comme une expression 
correcte des faits expérimentaux. 

Le postulat de Bohr est en contradiction avec la théorie classique de 
rayonnement, étant donné que selon cette théorie un atome excité doit 
rayonner sans discontinuer et de ce fait son énergie peut prendre des valeurs 
intermédiaires de celles des niveaux d'énergie permis. C’est pour cette 
raison que Bohr adopta le point de vue quantique (cf. $ 1) selon lequel 
l'énergie est rayonnée par portions discrètes — les quanta de lumière. 
En combinant la loi de conservation de l'énergie avec le postulat de Bohr 
relatif au caractère discret des états de l'atome, on arrive à la loi énoncée 
par Bohr reliant les fréquences mA des rayonnements qu’un atome peut 
émettre ou absorber (spectre atomique) aux niveaux quantiques E, pro- 
pres à cet atome!) 


homn —= En = En. (4.2) 


Cette équation est précisément la loi de conservation de l'énergie dans 
les processus d'émission et d'absorption de la lumière; dans la théorie pri- 
mitive de Bohr elle représentait l’un de ses postulats («règle des 
fréquences»). En divisant les deux membres de (4.2) par la cons- 
tante de Planck on constate que les fréquences du rayonnement émis 
ou absorbé par les systèmes quantiques se laissent toujours représenter 
sous la forme d’une différence de deux fréquences 


En, our (43) 


Omn —= Om —On, Um = 
k k 


Celles-ci sont appelées termes spectraux. Bien avant la théorie 
de Bohr, Ritz a établi de façon purement empirique que les fréquences 
atomiques observées peuvent être présentées sous forme de différences 
de termes («principe de combinaison» de Ritz). On peut 
donc considérer (4.3) comme l’expression mathématique de la règle empi- 
rique de Ritz. 

Le principe de combinaison de Ritz nous révèle une contradiction 
fondamentale entre la théorie classique et les données expérimentales. 
Si l’électron fait partie de l’atome il est en état de mouvement périodique 
ou quasi périodique. Dans le cas simple d’un mouvement unidimension- 
nel, sa coordonnée x(t) peut être développée en série de Fourier 


x(e) = S Xne nr, (4.4) 


1) Dans le cas d'absorption on pose dans (1.3): «” = 0, E’ = En, E = En<En, 
© = üws, et dans le cas de l'émission: ©’ = om, E’ = En, E = Em, © = 0. 
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avec ©n — 70, OÙ ©, est la fréquence fondamentale et w, la fréquence 
du (7 — 1}-ième harmonique. L’intensité /, du rayonnement de fréquence 
&n est déterminée par l'amplitude du (#7 — 1}-ième harmonique, c’est- 
à-dire par la grandeur x, (cf. $ 87). Selon la théorie classique les fréquen- 
ces forment une suite telle que 


© = Gy, We... Omyee (4.5) 


Les intensités /, et les amplitudes x, correspondantes peuvent être 
écrites de manière analogue. Cette conséquence généralisée de la théorie 
classique est en contradiction flagrante avec le principe empirique de Ritz, 
puisque selon ce principe les fréquences mesurées sont toujours définis- 
sables par deux nombres nr et m (numéros des termes) 1); par conséquent 
dans la suite doivent figurer non pas les fréquences, mais les termes spec- 
traux (wn — En/h); quant aux fréquences elles se laissent disposer dans 
une matrice telle que 


CR EE SE ; (4.6) 


ss... 


Les intensités /mn Correspondantes (et les amplitudes xmh des oscilla- 
tions) forment des matrices analogues. 

Cette contradiction peut être levée en postulant que chacune des fré- 
quences nn est une fréquence fondamentale correspondant à son propre 
degré de liberté. L’atome serait donc comparable à un piano, et chacun 
de ses degrés de liberté correspondrait à une touche. On devrait admettre 
alors l'existence d’un nombre énorme, en fait illimité, de degrés de liberté, 
ce qui rendrait encore plus flagrante la contradiction entre les données 
factuclles et les prévisions de la mécanique classique sur la chaïeur spé- 
cifique atomique. 


Remarquons pour conclure que bien que la théorie de Bohr permette, 
dans le cas particulièrement simple de l'atome d'hydrogène, de déter- 
miner les fréquences mn, donc le spectre de cet atome, elle ne fournit 
aucune information relative aux intensités /m1 des radiations de ces fré- 
quences et aux coefficients d'absorption correspondants. La théorie de 
Bohr se heurte à des difficultés en principe insurmontables dans le calcul 
de ces intensités. Seules des estimations qualitatives ont pu être faites. 
Le calcul par la théorie de Bohr des spectres d’atomes plus complexes 


1) Sile système considéré dispose de / degrés de liberté, chaque terme y = E,/h sera 
caractérisé par un groupe de nombres (m,, #2, ..., ns), tandis que les fréquences des 
radiations émises le seront par deux groupes de nombres: (m, n2,…, ns) et (m, 
Ma ses my). 
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s’est également heurté à des difficultés de principe qui n’ont pu être sur- 
montées que par la mécanique quantique. 

En 1927 Heisenberg proposa de considérer toutes les grandeurs carac- 
térisant les mouvements intra-atomiques comme des matrices (du type 
(4.6)). Dans cette nouvelle approche la coordonnée et l'impulsion de 
l’électron sont représentées par les matrices xmn €t Pmn. En suivant cette 
voie Heisenberg aboutit à la célèbre «relation d'incertitude» 
et détermina les valeurs convenables des termes de systèmes quantiques 
simples. La mécanique de Heisenberg qui reçut le nom de mécanique 
matricielle fusionna bientôt avec une autre approche, l'approche ondula- 
toire qui était développée par Louis de Broglie et Schrôdinger. 


$ 5. Théorie quantique élémentaire 
de rayonnement 


Unc théorie élémentaire de rayonnement basée sur les conceptions 
quantiques a été élaborée par Einstein. Cette théorie est à un certain point 
phénoménologique ?). Néanmoins elle permet, s'appuyant sur les acquis 
de la mécanique quantique moderne, de trancher les questions de l’in- 
tensité de rayonnement et de J’absorption de la lumière. 

Du point de vue quantique l'intensité de l'émission ou de l’absorption 
d’un rayonnement électromagnétique se définit par la probabilité de transi- 
tion de l’atome considéré d’un état à un autre. Le problème du calcul 
des intensités se ramène au calcul de ces probabilités. 

Considérons deux états d’un système quelconque, un atome par exemple. 
En désignant l’un de ces états par m et l’autre par n, l'énergie du premier 
sera E, et celle du second Æ;. Posons pour fixer les idées que Em > En, 

de sorte que l’état m correspond à un niveau 
0 quantique En situé plus haut dans l’échelle 
S A des énergies que le niveau E,; de l’autre état. 
Q L'expérience montre que le système peut 
passer spontanément de l’état supérieur m 
à l’état inférieur #7 avec émission d’un 
quantum de lumière f© = Em — En, dont 
la fréquence est © = > ; ce quan- 
{| 
tum de lumière se caractérise par ailleurs par 
une polarisation bien définie et se propage à 
0 l'intérieur de l'angle solide dQ (fig. 6). Pour 
Fig. 6. Schéma utilisé pour une direction de propagation donnée, la po- 
le calcul des caractéristiques larisation, quelle qu’elle soit, peut être repré- 
d'émission. sentée sous la forme d’une somme de deux 


Metl sont deux diremtone de Pol Dolarisations I, et l:, indépendantes et mu- 


1) Les hypothèses avancées par Einstein trouvent leur pleine justification dans 
l'électrodynamique quantique moderne (cf. A. Akhieser, V. Berestetzky, 
Electrodynamique quantique, Moscou, 1969 (en russe)). 
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tuellement perpendiculaires. Le quantum émis de la transition E — Ey 
peut présenter soit la polarisation L,, soit la polarisation I... Nous 


indiquerons la polarisation des quanta émis par l'indice & (x = 1, 2). 
La probabilité de transition m—> n par unité de temps (1 s) s’accompa- 


gnant de l'émission dans un angle solide dQ d’un quantum de fréquence 
w = FE et de polarisation «, s'écrit 


dW, = ax dQ. (5.1) 


Cette probabilité est appelée probabilité de transition spontanée. Dans 
la théorie classique une telle transition correspond à l'émission d’un oscil- 
lateur excité. 

Si l’atome est placé dans un champ de rayonnement, celui-ci peut 
exercer son action sur l’atome de deux manières différentes. D'une part 
l'atome peut absorber le rayonnement et passer d’un état énergétique 
inférieur n à un état supérieur m: nous désignerons par dW4 la proba- 
bilité de cette transition par unité de temps. D'autre part si l’atome se 
trouve déjà dans l’état excité m, le rayonnement peut faciliter sa transition 
à l’état inférieur n, augmentant la probabilité d'émission d’un quantum 
d'une quantité dW,. Nous désignerons cette probabilité supplémentaire 
sous le nom de probabilité de transition induite (ou stimulée). 
On trouve dans la théorie classique un exemple d’un comportement ana- 
logue à celui de ces deux types de transition; en effet, un oscillateur soumis 
à l’action d’un rayonnement externe peut soit absorber ce rayonnement 
soit rayonner de l'énergie, suivant le rapport de la phase de ses oscilla- 
tions à la phase de l’onde de lumière incidente. 

Il résulte de ces considérations que la probabilité de rayonnement 
totale est égale à 


dW, = dW; + dW... 


Selon l'hypothèse d’Einstein la probabilité d'absorption dW, et la pro- 
babilité d'émission stimulée sont proportionnelles au nombre de quanta 
de lumière de la sorte qui participe aux processus d'absorption ou d'émis- 
sion dont il s'agit dans le cas considéré. Il importe donc de déterminer 
ce nombre. 

En général, le rayonnement en cause peut ne pas être monochroma- 
tique et avoir une direction de propagation et une polarisation arbitraires. 
Pour préciser le caractère du rayonnement nous introduirons la grandeur 
£a (o, Q) do dQ représentant la densité d'énergie d'un rayonnement se 
propageant dans les limites d'un angle solide dQ, ayant une polarisation « 
et dont la fréquence est comprise entre « et & + dw. Comme l'énergie 
d’un quantum vaut fr, le nombre de quanta dont la fréquence est comprise 
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entre &w et © -+ du, dont la polarisation est « et qui se propagent dans 
un angle solide dQ2, est égal à (par cm): 
Pa (w, ) do dQ . 
ho 
Etant donné la relation de proportionnalité entre le nombre de quanta 


et les probabilités d'absorption et d’émission stimulée, postulée ci-dessus 
on posera 


dWa = bia Pa, Q) dQ, (5.2) 
dW, = ba Ps (@, Q) dQ. (5.3) 


mn 


Les grandeurs Gmu. bras Pma SOnt appelées coefficients diffé- 
rentiels d’Einstein. Ils ne dépendent que de la nature des 
systèmes rayonnant ou absorbant la lumière et leurs valeurs peuvent 
être calculées par les procédés de la mécanique quantique (cf. 8 88). On 
peut cependant formuler quelques considérations générales sur les pro- 
priétés de ces coefficients, sans qu'il soit nécessaire de les calculer. 

Déterminons les conditions requises pour assurer l'équilibre entre 
l'émission et l'absorption d’un rayonnement. Désignons par nn le nombre 
d’atomes se trouvant à l’état excité m, et par n7 le nombre d'atomes occu- 
pant le niveau inférieur. Le nombre de quanta de lumière, émis par seconde 
du fait de transitions m > n, est alors égal à 


fm (AW, + dW,), 
et le nombre de quanta absorbés par seconde du fait de transitions n —> m est 
nndWa. 


A l'équilibre le nombre d'actes d'absorption doit être égal au nombre 
d'actes d'émission, soit 


nndWa = nm (dW, + dW,). 


En remplaçant dans cette égalité dW par son expression (5.1), dW, et 
dW” par les expressions (5.2) et (5.3), on obtient après élimination de dQ: 


ln bre Pa (w, Q) = Mn [one Pa (w, Q) + da] (5.4) 


(avec « = on). 
Supposons que nous ayons affaire à un équilibre thermique. Les nombres 
d’atomes correspondant aux différents états seront alors fonctions de la 
température 7. Sera également fonction de la température la densité de 
rayonnement p («, (Q). Celle-ci est alors la densité du rayonnement se 
trouvant en équilibre à la température T avec le corps matériel; c’est 
donc la densité du rayonnement noir. 

Il est bien connu que les propriétés du rayonnement noir sont indé- 
pendantes des propriétés concrètes du corps avec lequel il se trouve en 
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équilibre. Donc toutes les conclusions pouvant être tirées de l’étude du 
rayonnement noir doivent avoir une validité générale. C'est précisément 
cette circonstance qu'utilisa Einstein pour établir la forme générale des 
corrélations existant entre les coefficients Gue, bia: Pma - 

La corrélation entre les nombres d’atomes se trouvant dans des états 
différents peut être établie par la statistique. En règle générale à un niveau 
quantique E\ correspondent plusieurs états distincts du système quan- 
tique (cf. $ 51). Le nombre f, de ces différents états est appelé poids 
statistique ou degré de dégénérescence. 

Conformément à la répartition canonique, qui est également valable 
pour les systèmes classiques et les systèmes quantiques, le nombre N, 
d'atomes se trouvant dans des états d'énergie Eh est donné par 

En 
UT 
Nn:- const-f} e ; (5.5) 
où k est la constante de Boltzmann. Pour déterminer le nombre d'atomes 
se trouvant dans un état donné d'énergie E,. on utilise la même loi de 
répartition et on trouve 
En 


Nn = — -= constee ‘7. (5.5) 


L 
En portant les expressions de 7, et de nr» données par (5.5°) dans (5.4) 
et en éliminant dans le résultat obtenu la constante commune, il vient 


En _ Em 
e Mbrap,(@,Q,T)=e AT[bnap, (wo, Q, T)+ dual. (5.6) 


On remarquera que nous avons fait figurer dans l'expression de p la tem- 
pérature, puisqu’à l'équilibre thermique la densité d'équilibre de raynn- 
nement dépend de la température. Lorsque T -> oo, la densité de 
rayonnement doit devenir infiniment grande p — ©. 

Avec T => co, l'expression (5.6) se réduit à 


bra = Pa (5.7) 


Partant de cette importante corrélation et en remarquant que E,; — En = 
— how, on tire de (5.6) 


a” 1 
po, Q, T) = = ——. (5.8) 
bi 
eT_ I 


Pour déterminer le rapport aäma/bma Einstein a ingénieusement profité 
de ce qu'à haute température où ÀT à h«w la formule quantique (5.8) de 
la densité de rayonnement à l'équilibre doit se ramener à la formule clas- 
sique de Rayleigh-Jeans. En effet, en physique classique, on établit la 
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formule de la densité de rayonnement à l'équilibre en postulant que l’éner- 

gie d’un rayonnement de fréquence w peut être aussi petite que l’on veut. 

D'autre part, selon la théorie quantique l’énergie minimale de ce rayon- 

nement est égale à fw. Donc si £T à ho, on peut considérer que la quan- 

tité f« est petite, et la principale prémisse de la théorie classique sera 
ho 


assurée. En posant dans (CEE < 1 et en développant eXT en série, 
on obtient 


dx KT 
ee, QT) -E —. (5.9) 
bah 
D'autre part la formule classique de Rayleigh-Jeans de la densité de rayon- 
nement à l'équilibre s'écrit: 


pe, (o, Q, T) = = kT. (5.10) 


Nous avons montré ci-dessus que lorsque AT à he, les formules (5.8) 
et (5.10) doivent coïncider. En égalant (5.9) et (5.10) il vient: 


æ 
Mes CM Po EE. (5.11) 
br, 8re 


Cette formule importante permet de calculer la valeur de l'un des coef- 
ficients connaissant l’autre, puisque le rapport ci-dessus ne dépend pas 
de la nature de la matière (comme on pouvait s’y attendre), n’étant fonction 
que de la fréquence du rayonnement émis. 

En portant cette expression dans (5.8) on arrive à la formule de la 
densité de rayonnement d'équilibre: 


Zee sh 
8rces À 
eT 1 


(er Q, T) = (5.12) 


$ 6. Rayonnement noir 


En étendant l'intégration de p, (w, Q. T) à la totalité de l’angle solide 
(Q — 4 x) et en sommant pour les deux polarisations (x — 1, 2), on obtient 
la densité de rayonnement p(«,T) dans l'intervalle de fréquence «w, 
« + du, quelle qu’en soient la direction de propagation et la polarisation. 

Selon (5.12) le rayonnement d'équilibre est toujours isotrope, donc 
indépendant de sa direction de propagation, et de même intensité pour 
les deux polarisations. On écrira donc 


p(w, T)=—8 ro, (eo, QT), (6.1) 
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i.e. la densité de rayonnement d'équilibre de fréquence w à la tempéra- 
ture T est égale à 
ho 1 
PT (6.2) 


e“T _] 


Cette formule représente la distribution spectrale de l'énergie d’un rayon- 
nement noir qui a été définie par Planck. La fig. 7 représente les courbes 
de cette distribution à plusieurs tempé- 

ratures 7. Dans la région où fiw € KT, P&, T) 


1650° 


la loi de Planck coïncide avec la loi 
classique de Rayleigh-Jeans qui s'écrit 
pour p(w, T) 


Pa@D= KT. (63) 


Dans la région où fo > kT, ce qui 
entraîne que e%/#T 5 1, la formule 
(6.2) s'écrit 


s@, Dee 7. (64 


La formule de Rayleigh-Jeans a été 
établie en partant de la considération 
que la lumière se présente sous forme 
d'ondes continues. La formule (6.4) 
aurait pu être établie en considérant la 
lumière comme un gaz constitué par 
des corpuscules d’énergie € = how. La 
première conception est la conception 
ondulatoire, la deuxième la conception 
corpusculaire. Aucune des deux ne se : M a 
suffit à elle-même et la formule de Hé d'émhaion dan notDs noir 
Planck ne correspond ni à l’une ni à à différentes températures 
l’autre conception. 

On constate aisément que la conception ondulatoire est valable là où 
l'énergie des quanta est petite et leur nombre est grand, et que la concep- 
tion corpusculaire est valable dans la région où l’énergie des quanta est 
grande et leur nombre est petit. 

En effet dans la région où s'applique la formule de Rayleigh (4e, < KT), 
le nombre par cm de quanta dont la fréquence est comprise entre «, et 
1 + du est égal à 


Pa (@1 T) do KT o 
1 : _.. do, (6.5) 
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tandis que dans la région de Wien (ho; > kT) ce nombre est égal à 


EC 
dNs= 2e T do. (6.5°) 
re à 
Le rapport de ces deux nombres est 
ho, $ 
EE - 
LRO | PRE (6.6) 
dN, KTo 
ur Ne 
Donc pour es > KT. —° <& 1. 
aN, 


& 7. Ondes de De Broglie. Vitesse de groupe 


Nous n'envisageons pas de nous conformer ici à l’histoire du dévelop- 
pement de la mécanique quantique et d'exposer les analogies entre la méca- 
nique ct l'optique qui ont permis à De Broglie puis à Schrôdinger de jeter 
les fondements de la mécanique ondulatoire (que l’on appelle actuelle- 
ment mécanique quantique). Si l’on écarte les considérations initiales qui 
ne présentent aujourd'hui qu'un intérêt purement historique l'idée de 
base de De Broglie réside dans l'extension des lois fondamentales de la 
théorie quantique de la lumière (1.1) et (1.2) au mouvement des particules. 

De Broglie attribue à chaque particule d'énergie E et d’impulsion p, 
se déplaçant librement, une onde plane 


d (r,t) = Ceilt—kr), (7.1) 


où r est le rayon vecteur d’un point de l’espace arbitrairement choisi, 
1 le temps. La fréquence « et le vecteur d'onde k de cette onde sont liés 
à l’énergie et à l’impulsion de la particule par les mêmes équations qui 
ont été établies pour les quanta de lumière, soit 


E = ho, (7.2) 
p = #k. (7.3) 


Ce sont là les équations fondamentales de De Broglie. Nous nous trou- 
vons ici en présence d’une évolution des idées inverse à celle qui a conduit 
à la théorie quantique de la lumière. Pour la lumière on disposait initiale- 
ment d'une conception ondulatoire à laquelle la théorie quantique a 
adjoint la conception corpusculaire en introduisant les notions d’impulsion 
et d'énergie du quantum de lumière. Par contre pour les particules (élec- 
trons, atomes, etc.) nous disposons à l’origine de la représentation classique 
du mouvement des corpuscules; conformément aux idées de De Broglie 
on a adjoint à ces notions classiques les conceptions de la théorie ondu- 


latoire, en associant au mouvement d’une particule un processus ondula- 
toire de fréquence « et de longueur d’onde À =© . 
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En portant dans (7.1) les valeurs de «w et de k données par (7.2) et (7.3) 
nous arrivons à une nouvelle expression de l’onde (7.1), où la corrélation 
entre la fréquence et la longueur d’onde d’une part et, d’autre part, les 
grandeurs corpusculaires: l'énergie ÆE et l'impulsion p de la particule, 
est explicitée 


.{ Et 
dr, r) = cr), (7.1) 


Cette onde-là sera appelé onde de De Broglie. Les questions 
relatives à la nature de ces ondes et à l'interprétation de la valeur de leur 
amplitude C ne seront abordées qu’au chapitre suivant, étant donné que 
ces questions sont loin d’être simples. 

A première vue il peut sembler qu'il n’existe aucun lien entre le mou- 
vement de l’onde (7.1) et les lois de mouvement des corpuscules de la 
mécanique classique. Et cependant ce lien existe bien. Pour le mettre en 
évidence nous devons commencer par définir les principales propriétés 
des ondes de De Broglie. Afin de simplifier les calculs nous prendrons 
pour axe de coordonnée OX la direction même de propagation de ces 
ondes; à la place de (7.1) nous aurons alors 


d (x, 1) = Ceïlet—is), (7.4) 
La grandeur «ft — kx représente la phase de l’onde. Considérons un point 
x où la phase a une certaine valeur «. La coordonnée de ce point est déter- 
minée par l'équation 
a = ot — kx, 


ce qui signifie qu’au cours du temps la valeur « de la phase de l’onde se 
déplace dans l’espace à une vitesse z que l’on trouve en différentiant par 
rapport à # l'équation précédente 


u = 


+|€ 


(7.5) 


Cette vitesse est appelée vitesse de phase. Dans le cas où cette vitesse 
dépend de k, donc de la longueur d’onde À (puisque À = 2 +/k) ces ondes 
sont sujettes à dispersion. À la différence des ondes électromagnétiques 
les ondes de De Broglie sont susceptibles de dispersion dans le vide. Ce 
résultat découle des équations (7.2) et (7.3) puisqu'il existe une relation 
entre l'énergie E et l'impulsion p. 

En effet selon la théorie de la relativité lorsque la vitesse de la par- 
ticule v < c (c est la vitesse de la lumière) et correspond donc à une gamme 
de vitesses où la mécanique de Newton est valable, l'énergie d’une parti- 
cule en mouvement libre est donnée par 


E= + rat ré = met+ +, 9 
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m, est la masse au repos de la particule !). En portant (7.6) dans (7.2) 
et en exprimant p° en termes de k2, il vient 


eme s ME 4. (7.7) 
ñ 2m 
Il en découle que u = w/k est fonction de k. 

Etablissons maintenant une relation entre le mouvement de l’onde 
et le mouvement de la particule. Nous considérerons pour cela non pas 
une onde purement monochromatique, telle que (7.4) dont la fréquence 
et la longueur À = 2 x/k sont bien définies, mais une onde presque mono- 
chromatique que nous appellerons un groupe d’ondes. Nous 
entendons par groupe d’ondes une superposition d’ondes dont les longueurs 
d’ondes et les directions de propagation sont peu différentes. Pour sim- 
plifier les calculs nous considérerons un groupe d’ondes définies par (7.4) 
se propageant le long de l’axe OX. Selon notre définition du groupe d’ondes, 
nous pouvons exprimer l’oscillation d(x,t) par l'équation suivante 

K+Ak 
d (x, 1) = \ c(k) eilet-H) dk, (7.8) 


RQ ZA 


où k, = 27/9 est le nombre d’onde autour duquel se répartissent les 
différentes valeurs À des ondes du groupe (on admet que AK est petit). 

En développant « en fonction de k (cf. (7.7)) suivant les puissances 
de k — k,, il vient 


So () E—k)+..., k=ko+(k—ko). 
dk Jo 
En adoptant en qualité de nouvelle variable d'intégration £k — k, = E 


et en admettant que l’amplitude c(k) varie lentement en fonction de K, 
on trouve que (x, f) peut être présenté sous la forme 


; 2e [(&) i-] 8 , 
dx, 1) = c(Ko) eflrt- ha) \ e LUar Jo de. 
ak 
En intégrant par rapport à € on obtient 


dx, 1) =20c(ko) 2 eil@st-kez) — 


t—x 
dk k 

= C(x,thceilwet-hz), (7.9) 
1) En théorie non relativiste l'énergie est définie à une constante additive près. 


Aussi dans les calculs de l'énergie cinétique on néglige généralement l'énergie de la 
particule au repos moci. 
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Comme la grandeur AK déterminant la valeur du sinus est petite, 
c (x, t) doit varier lentement en fonction du temps ft et de la coordonnée 
x; on peut donc considérer c (x, t) comme l’amplitude d’une onde à peu 
près monochromatique, et (wçf —k,çx) comme sa phase. Calculons la 
coordonnée x, où se situe le maximum de l'amplitude c (x, fr). Nous appel- 
lerons ce point particulier le centre du groupe d’ondes. Il est évident 
que ce maximum se trouve au point 


do 
r=(é). 
dk lo 
I! en résulte que le centre du groupe se déplace à une vitesse F, que nous 
pouvons calculer en différentiant par rapport à # l’expression ci-dessus: 


Pa ar (7.10) 


Cette vitesse sera appelée vitesse de groupe (pour la distin- 
guer de la vitesse de phase, égale à w/k,). Si les ondes considérées n’étaient 
pas sujettes à dispersion, on aurait V — u. Comme les ondes de De Broglie 
sont sujettes à dispersion on a V # u. Calculons la vitesse de groupe F 
à l’aide de (7.7): 


Conformément à (7.3) #k — p, mais on a aussi p = mn,v, v étant la vitesse 
de la particule. Nous arrivons ainsi à un résultat important 


V=», (7.11) 


qui s’annonce: la vitesse de groupe V des ondes de De Broglie est égale 
à la vitesse cinématique v de la particule. 

Les relations (7.10) et (7.11) peuvent être étendues aux cas de pro- 
pagation des ondes le long de n’importe quelle direction définie par rap- 
port aux axes OX, O}Y et OZ. Nous laisserons au lecteur le soin de faire 
ce calcul, en indiquant le résultat qu’il devra obtenir 

du dE do 0E do dE 
Ver — = — ; y=— = » PV = = , 
dk Z Pz ky ©Py dk: Pe 


ou encore sous forme vectorielle 
V=Vio=V, E=7Y. (7.11) 


Calculons pour deux cas particuliers la longueur de l’onde de De Broglie. 
Il découle de (7.3) que 


jen (7.12) 
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En nous limitant au cas de petites vitesses u<& c, et en utilisant l’égalité 
2 
— =, on trouve 
0 


ŸS 25h 
V2mo E 
Cette formule permet de calculer la longueur d'onde À connaissant la 
masse m, et l'énergie E de la particule. 
Appliquons-la à l’électron. On a alors m, = 9*10*# g. En exprimant 
son énergie en eV on écrit E = eV, e étant la charge de l’électron et F la 


différence de potentiel en volts déterminant son accélération; on trouve 
alors 


(7.129 


Vs 
ie Ja. (7.13) 


Avec V = 1 eV, À = 12,2 À et avec V = 10 000 eV, À = 0,122 À. Calcu- 
lons maintenant la longueur d’onde d’une molécule d’hydrogène ayant 
une énergie de 6-1071 eV ce qui représente l'énergie moyenne de cette 
molécule à 300 K. La masse de la molécule est égale à 2-1,66- 10% g. 
En portant ces valeurs dans (7.12’) on trouve À = 1 À. 

Ces exemples montrent que la longueur de l’onde de De Broglie est 
très petite; elle est d’autant plus petite que l'énergie et la masse de la par- 
ticule sont grandes. On n'arrive pratiquement jamais à obtenir une lon- 
gueur À égale à la longueur d’onde de la lumière visible; s’il est déjà dif- 
ficile de réaliser des expériences avec des électrons d’une énergie de 1 eV, 
pour À = 105 cm on aurait affaire à des électrons d’une énergie de 
1,2: 107$ eV. 

Dans les accélérateurs modernes on arrive à obtenir des particules 
de très grandes énergies. On peut donc considérer ces accélérateurs comme 
des générateurs d’ondes de longueur d'onde extrêmement petite. Lorsque 
l'énergie d’une particule est beaucoup plus grande que son énergie au 
repos E > m£”, l’application de la formule (7.6) conduit à E = pc et la 
longueur d’onde correspondante est donc égale à 


ire, (7.14) 


Pour les protons ou les mésons d’une énergie E = 10 = 20 GeV, À = 
= 1,26- 1074 à 6,3-10715 cm. La mise en œuvre de longueurs d’onde aussi 
petites permet d’étudier la structure interne des particules élémentaires. 

L'idée d’une corrélation entre le mouvement d’une particule et le 
mouvement de l’onde était tellement étrangère aux conceptions établies 
en mécanique qu’elle semblait relever du domaine de la fantaisie et seule 
une confirmation expérimentale pouvait faire admettre toute sa valeur 
pour la science. Mais quels phénomènes fallait-il utiliser pour confirmer 
ou infirmer l’idée de phénomènes ondulatoires associés au mouvement 
d’une particule? La réponse à cette question se trouve dans le fait qu’in- 
dépendamment de la nature des ondes il existe des phénomènes qui ne 
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sont propres qu'aux ondes; ce sont.les phénomènes de diffraction et d’inter- 
férence. Ces deux phénomènes sont la manifestation de l’addition d’ondes 
de phases et d’amplitudes bien définies, et découlent donc de la nature 
même du mouvement ondulatoire. Par conséquent pour mettre à l’épreuve 
l’idée de De Broglie il fallait mettre en œuvre des expériences qui tout en 
opérant avec des particules seraient susceptibles de révéler ces phénomènes 
ondulatoires. L’optique enseigne que le phénomène de diffraction ne 
peut sc manifester que si la distance entre les traits d’un réseau de dif- 
fraction est comparable à la longueur des ondes incidentes. Conformé- 
ment aux calculs précédents dans des expériences utilisant des électrons, 
la longueur de l’onde de De Broglie est de l’ordre de 1 À, et dans le cas 
où on utiliserait des atomes elle serait encore plus petite. Les conditions 
requises pour mettre en évidence la diffraction des électrons sont donc 
peu différentes de celles utilisées pour l’observation de la diffraction de 
rayons X; un réseau de diffraction convenable ne saurait donc être consti- 
tué que par des cristaux où la distance entre les « traits », représentés par 
les atomes, est de l’ordre de 1 À. Nous décrivons dans le paragraphe sui- 
vant les expériences qui ont confirmé toute la justesse des idées de De 
Broglic. 


$ 8. Diffraction des microparticules 


Nous commencerons notre exposé sur les expériences qui ont confirmé 
les conceptions de De Broglie, par la description des expériences devenues 
classiques de Davisson et Germer (1927). Davisson et Germer ont étudié 
la diffusion d’un faisceau d'électrons par la 
surface d’un cristal. En mesurant l'intensité du PL JUS 
faisceau diffusé en fonction de l’angle de diffu- 
sion ils ont constaté que la distribution angu- 
laire des électrons était semblable à la distri- 
bution des intensités des ondes diffractées. Un 
schéma de l’arrangement expérimental utilisé par 
Davisson et Germer est représenté fig. 8. Le 
faisceau d’électrons était généré par un canon à 
électrons. Un cylindre de Faraday était relié à 
un galvanomètre et la mesure de l’intensité du 
courant permettait de déterminer le nombre 
d'électrons diffusés par la surface du mono- 
cristal dans une direction formant un angle 6 
avec la direction du faisceau primaire; le fais- 
ceau primaire était perpendiculaire à la face 
bombardée du cristal. 

Si l'énergie des électrons incidents est suf- 
fisamment faible, la profondeur de leur péné- : pe run Mt 
tration dans le cristal est petite, de sorte qu’une de Davisson et Gene sur 
part importante des électrons incidents se trou- Ja diffraction des électrons. 


ers | 
Le galvanomètre 
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vent diffusés par une couche superficielle du cristal; les électrons sont 
pour l'essentiel diffractés par un réseau de diffraction plan, constitué 
par les atomes du cristal situés à la surface. Conformément à la théorie 
élémentaire de la diffraction, la position des maxima de diffraction est 
donnée par la formule 


nÀ = dsin 6, (8.1) 


où n est l’ordre du maximum de diffraction, À la longueur d’onde des 
rayons diffractés, d le paramètre du réseau plan sur la face bombardée 
du cristal et 0 l’angle formé par la normale au réseau plan et la direction 
du faisceau diffusé. Connaissant l’énergie des électrons primaires tombant 
sur le cristal (dans les expériences celle-ci variait entre 30 et 400 eV environ) 
Davisson et Germer pouvaient calculer pour chaque valeur de l'énergie 
la longueur d’onde À à l’aide de la formule de De Broglie (7.13), et à l’aide 
de la formule (8.1) la position du maximum pour les électrons diffusés 
(on serait tenté de dire « diffractés »). Un autre moyen de vérifier la vali- 
dité de la formule de De Broglie consistait à s’assurer de la validité de 
la formule (8.1) pour des électrons de différentes énergies. En portant 
dans (8.1) l’expression de À (7.13), on devrait arriver, dans le cas où la 
formule de De Broglie se révélerait exacte, à légalité 


YY sin 0 = const (8.2) 


(lorsque l'angle 6 correspond au maximum de l'intensité des électrons 
diffusés). Ces deux moyens de contrôle utilisés par Davisson et Germer 
ont apporté la preuve de la parfaite validité de la formule de De Broglie 
(7.12) établissant une relation entre la longueur d'onde À et l'impulsion p 
des électrons. 

On arrive à observer la diffraction des rayons X en utilisant aussi 
bien des échantillons monocristallins que des échantillons polycristallins 
y compris les poudres cristallines (méthode Debye-Scherrer). Tartakovski 
et Thomson (1927) ont été les premiers à appliquer cette méthode à l’étude 
de la diffraction électronique. L’expérience consistait à faire passer un 
faisceau d’électrons primaires au travers d’une feuille polycristalline (pour 
éviter une forte absorption d’électrons on utilise des feuilles très minces, 
d’une épaisseur de l’ordre de 1075 cm). Les cristallites formant cette feuille 
sont orientées d’une manière parfaitement irrégulière. Dans cette méthode 
le faisceau incident traverse le cristal de part en part de sorte que nous 
avons affaire à un réseau de diffraction tridimensionnel; pour ce réseau 
la condition de Bragg-Wulf s'écrit 


nÀ = 2 dsin vw, (8.3) 


où d est le paramètre du réseau de diffraction tridimensionnel, + l'angle 
entre la direction du faisceau incident et le plan du réseau, # et À ont la 
même signification que ci-dessus. Si l’une des cristallites satisfait à cette 
condition (fig. 9) on enregistrera au point d'impact du rayon diffracté 
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KQ sur la pellicule photosensible P une tache Q. Comme l'orientation 
des cristallites est quelconque, il s'en trouvera un certain nombre dont 
l'orientation ne diffère de celle de la cristallite K que par une rotation autour 
de l’axe SO coïncidant avec la direction du faisceau incident. De ce fait au 
lieu d’une tache isolée Q on obtien- 

dra un anneau de rayon OQ. En 

règle générale là où par diffraction 

sur un monocristal on obtient une / 

tache, dans la méthode Debye- . 
Scherrer on observe un anneau de ge LP 
diffraction. Le calcul du diamètre pl 

D de ces anneaux est facile à faire. É 

En désignant par L la distance de he 
la feuille à la pellicule sensible, on 


doit avoir ; Re ne 

Fig. 9. Schéma illustrant le principe des 
expériences de Tartakovski et Thomson 
2 L sur la diffraction des électrons 


t&2— 
Combinant cette égalité avec (8.3) on obtient dans le cas d’angles © petits: 


nÀ = d D. 
2L 
En y remplaçant À par son expression en termes d'énergie des électrons 
(formule de De Broglie (7.13)) on aboutit à 


DYV = const. (8.4) 


La validité de cette égalité a été pleinement démontrée par les expériences 
de Tartakovski et Thomson. 

Actuellement la méthode expérimentale a été très perfectionnée et la 
diffraction des électrons est aussi largement utilisée pour les études de la 
structure des corps cristallins (notamment de leurs surfaces) que la méthode 
radiocristallographique. La fig. 10 représente un diagramme de diffraction 
des électrons par une feuille d’argent (ces diagrammes portent le nom 
d’électrogrammes). On peut donc affirmer que la réalité du phénomène 
de diffraction des électrons est bien établie. 

C’est une affaire de principe que de poser la question de la validité 
de la formule de De Broglie (7.12) pour des particules plus complexes 
que l’électron, molécules et atomes. En effet la possibilité d’appliquer 
cette formule à des systèmes complexes signifierait que les phénomènes 
ondulatoires observés ne résultent pas d’une particularité de structure 
des particules mises en œuvre, mais qu’ils ont une portée générale et expri- 
ment une loi générale du mouvement des microparticules. 

Stern et Estermann se sont fixé pour tâche de s’assurer de la validité 
de la formule de De Broglie dans le cas d'atomes et de molécules. A cet 
effet ils ont étudié la réflexion de He et H, par un cristal de LiF. En faisant 
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varier la température du « four » constituant la source d’un faisceau étroit 
de rayons atomiques ou moléculaires, ils pouvaient faire varier l'énergie 
des particules. et de ce fait modifier la longueur des ondes de De Broglie. 


Fig 10. Diagramme de diffraction des rayons électroniques par une feuille 
d'argent. 
Tension d'accélération 36 keV, longucur d'onde de De Broglic 0.0645 À, temps de pose 0,1 : 


L’intensité du faisceau diffusé par le cristal était mesurée par un mano- 
mètre très sensible. 

Les résultats expérimentaux de Stern et Estermann ont confirmé la 
validité de la formule de De Broglie pour les particules complexes. La 
fig. 11 représente la répartition des intensités du faisceau d’atomes He dif- 
fusés par réflexion sur un cristal de LiF pour T = 295°. L’angle nul (0°) 
correspond à une réflexion régulière du faisceau d’atomes He par le cristal, 
et on y observe un maximum aigu. En remarquant simplement que les 
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dimensions de l'atome sont du même ordre que la distance de séparation 
des ions dans le réseau LiF, l'existence d’une réflexion régulière ne saurait 
été interprétée dans le cadre de la mécanique corpusculaire. 

En plus du maximum correspondant à la réflexion régulière on observe 
encore deux maxima de diffraction (spectres du premier ordre). Leurs 
positions sont conformes aux prévisions de 
la formule de De Broglie. Des résultats 
analogues ont été obtenus avec les molé- 
cules Hs. 

Les phénomènes de diffraction se ma- 
nifestent tout aussi bien avec les neutrons. 
En portant dans la formule (7.12) la masse 
d'un neutron mo = 1,66-10%# g, et en cx- 
primant son énergie E en eV, on arrive à 
la formule suivante de la longueur d'onde 
des neutrons 


NS à (8.5) 
VF 


Cette formule montre que lorsque l’énergie 
des neutrons est de quelques centièmes 
d’éleciron-volt (neutrons dits thermiques) fr. 7 1. 
À aura une valeur comparable au paramètre 7° °  f°  Jf” 2f° 
d'un réseau cristallin. On peut donc obtenir Fig. 11. Diffraction d’atomes 
un effet de diffraction. Comme les neutrons, He sur un cristal de LiF 
à la différence des électrons, ne sont que 

faiblement absorbés par la matière, comme c'est le cas également des 
rayons X. on peut les utiliser pour obtenir un effet de diffraction dans la 
masse du cristal (diffraction massique de Laue). La fig. 12 représente un 
diagramme de diffraction massique des neutrons par un cristal de chlorure 
de sodium. 

Entin la fig. 13 représente le diagramme de diffraction des mésons + 
d'unc énergie de 7 GeV par un proton). Ce diagramme correspond à 
la Giffraction d’ondes d’une longueur À æ 1074 cm par une petite bille 
d’un rayon 107% cm, à grand pouvoir d’absorption. 

Les données factuelles que nous venons de présenter démontrent à 
l'évidence que toutes les particules, quelles que soient leur nature et leur 
structure, manifestent les propriétés d’onde, et que la formule de De 
Broglie liant l’impulsion de la particule à la longueur d’onde est d’une 
validité générale. 


:) La fig. 13 est tirée d’une publication de Van-Guan-Tchan (Institut de recher- 
ches nucléaires, Doubna), JETF 38, 426 (1960). 
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Fig. 12. Diagramme de diffraction de neutrons (Lauegramme) 
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Fig. 13. Distribution angulaire des mésons 
7 ayant une impulsion de 6,8 GeV/s, après 
diffusion élastique par des protons. 


Les mésons 7% sont fortement diffusés en avant, ce qui 
se laisse interpréter comme unc diffusion par diffrac- 
tion sur une petite bille à grand pouvoir d'absorption 


CHAPITRE II 


FONDEMENTS 
DE LA MÉCANIQUE QUANTIQUE 


$ 9. Interprétation statistique des ondes 
de De Broglie 


Le sens physique des ondes liées, selon la conception de De Broglie. 
aux particules en mouvement n’a pas été trouvé de sitôt. Au début on a 
essayé de considérer les particules elles-mêmes comme des formations 
d'ondes réparties dans une certaine région de l’espace. L'’intensité de 
l'onde de De Broglie caractériserait alors la densité du milieu constituant 
la particule. Cette conception de l’onde de De Broglie était purement 
classique, et avait pour base le fait qu'on a réussi dans quelques cas très 
particuliers à bâtir (en théorie bien sûr) des formations d’ondes dont le 
mouvement coïncidait avec celui d’une particule se mouvant selon les 
lois de la mécanique classique. En qualité d'exemple de telles formations 
d'ondes pourraient servir les groupes d’ondes considérés ci-dessus. Nous 
avons en effet montré au $ 7 que le centre d’un groupe d'ondes sc dépla- 
çait à l'instar d’une particule. Cependant le mouvement de ces groupes 
d'ondes n’est pas tout à fait le même que celui d’une particule, puisqu’au 
cours du temps la forme du groupe d’ondes se modifie. Nous montrerons 
au $ 34 que les dimensions de ces groupes ont tendance à augmenter et le 
groupe d’ondes devient de plus en plus ctalé. On comprend aisément que 
cet étalement soit nécessaire si on se rappelle que ces ondes sont sujettes 
à dispersion dans le vide. Les différentes ondes faisant partie du groupe 
se propagent à des vitesses différentes, et c’est ce qui détermine son éta- 
lement croissant. 


Il s'ensuit que la particule constituée par des ondes de De Broglie 
doit être instable: même en mouvement dans un vide absolu ses dimen- 
sions devraient s’accroître indéfiniment. Cette instabilité deviendrait 
particulièrement marquée dans le cas où la particule se propagerait dans 
un espace non homogène, passant d’un milieu dans un autre. Un exemple 
caractéristique en est fourni par les expériences de la diffraction des par- 
ticules. Lorsque dans les expériences de Tartakovski-Thomson, par exemple, 
le faisceau de particules passe au travers de la feuille de métal, il se scinde 
en tout un système de faisceaux diffractés de forme conique. En admet- 
tant qu’une particule, dans ce cas concret un électron, puisse être consi- 
dérée comme une formation d’ondes, on devrait identifier avec l’électron 
d’abord l’onde incidente dont l’extension est fixée par les diaphragmes 
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de l’instrument de mesure, puis, après traversée de la feuille, avec tout 
le système d’ondes diffractées. Chacun de ces faisceaux diffractés devrait 
représenter une partie de l’électron. Imaginons maintenant que l’on dis- 
pose de deux dispositifs d'enregistrement des impacts d'électrons (des 
plaques photographiques, par exemple) et que le premier de ces dispositifs 
soit orienté de telle sorte qu’il n’enregistre que le premier faisceau diffracté 
et le second dispositif rien que le deuxième faisceau diffracté. Dans ces 
conditions si on identifie avec une particule tout le système d’ondes dif- 
fractées, on devrait en conclure que chacun des récepteurs ne peut capter 
qu’une fraction de particule. Or, c’est là une atteinte grave au principe de 
l’atomisme des particules qui met cette conception des ondes de De Bro- 
glie en contradiction flagrante avec l’expérience. 

En fait la particule se comporte comme un tout et les dispositifs d’en- 
registrement fixent la présence de la particule tout entière et non d’une 
fraction de particule seulement. Dans l’exemple donné ci-dessus l’électron 
aurait été enregistré soit par l’un, soit par l’autre dispositif (et non pas 
une fraction d’électron par l’un, et une autre fraction par l’autre). 

L’atomisme réside précisément en ce que les particules élémentaires 
se comportent toujours comme un fout, et c’est ce que l’on observe dans 
tous les phénomènes du microcosme. C’est pourquoi la conception selon 
laquelle les particules seraient des formations d’ondes de De Broglie est 
en contradiction avec l’idée même de l’atomisme et doit donc être rejetée. 

Il est tout aussi inadmissible de considérer que les ondes seraient des 
formations de particules ou plus exactement qu’elles apparaissent dans 
un milieu composé de particules. L'expérience montre que la figure de 
diffraction fixée par la plaque photosensible ne dépend pas de l'intensité 
du faisceau incident de particules et ne dépend donc pas de leur densité 
par unité de volume. On peut obtenir la même figure de diffraction en 
réduisant l'intensité mais en augmentant le temps d’exposition, car ce 
qui compte c’est le nombre total de particules. Ce résultat démontre clai- 
rement que chaque électron est diffracté indépendamment de tous les 
autres 1). De ce fait on ne doit pas associer l'existence de phénomènes 
ondulatoires à la présence simultanée d’un grand nombre de particules. 

Pour bien marquer cette circonstance, nous noterons encore que les 
effets ondulatoires accompagnent les mouvements des électrons dans les 
atomes, donc dans des milieux où il est hors de question d’admettre la 
présence simultanée d’un grand nombre de particules. On décèle en effet 
des propriétés ondulatoires des électrons appartenant à des atomes qui 


1) Lorsque la densité de particules dans le faisceau incident est très grande, on 
peut observer une diffusion supplémentaire déterminée par les interactions coulom- 
biennes. Pour la question que nous débattons, ce fait est d’importance secondaire, 
car ce qui importe c'est que les effets d'interférence ne s’évanouissent pas lorsque 
l'intensité est faible. Or cela fut démontré par des expériences directes avec des élec- 
trons (Biberman, Souchkince, Fabrikant (DAN 66, 185 (1949)) 
et pour les photons (L. Janossy, Sz. Naray, Hungarian Acad. of Sciences, 
Manuscript. Budapest, XII, Konkoly Thege ut, Hungary, 1957). 
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n’en comportent que fort peu (un dans l’atome d’hydrogène, deux dans 
l’atome d’hélium, etc.). 

Une interprétation correcte des ondes de De Broglie a été donnée 
par M. Born qui a suivi une tout autre voie de raisonnement. Pour bien 
saisir l’idée directrice de Born, imaginons que nous procédons à une expé- 
rience de diffraction des électrons et que nous enregistrons sur une plaque 
photosensible l'impact des électrons « diffractés ». Supposons qu’au 
début de l’expérience seul un petit nombre d'électrons aient traversé le 
dispositif de diffraction (une mince feuille métallique, par exemple). Chacun 
de ces électrons laissera la trace de son impact sur la plaque sensible en y 
provoquant une réaction photochimique. Tant que le nombre d’électrons 
ayant traversé la feuille reste petit, l’image enregistrée par la plaque sen- 
sible ressemble au carton d’un piètre tireur. Ce n'est que lorsque le nombre 
d'électrons ayant traversé la feuille devient suffisamment grand que com- 
mencent à se manifester des régularités dans la répartition des taches 
d'impact: le nombre d'électrons augmentant encore, on observe enfin 
un diagramme de répartition correspondant exactement à la répartition 
d'intensité caractéristique d’un phénomène de diffraction d'ondes (par 
exemple, le système d’anneaux de diffraction représenté fig. 10). 

Cette évolution du comportement des particules a conduit Born à 
l’idée d’une interprétation statistique des ondes de De Broglie alliant 
lPatomisme des particules aux phénomènes ondulatoires. Selon cette 
conception statistique l'intensité des ondes de De Broglie en un point de 
l’espace arbitrairement choisi est proportionnelle à la probabilité d'y trouver 
une particule. Dirigeons, par exemple, un des faisceaux diffractés sur une 
plaque sensible et un deuxième faisceau diffracté sur une autre plaque: 
lorsque le nombre d’électrons ayant traversé la feuille de métal sera suf- 
fisamment grand, les nombres d’électrons ayant atteint chacune des pla- 
ques sensibles seront proportionnels aux intensités des ondes de De Bro- 
glie se propageant vers l’une et l’autre plaques. 

Plaçons maintenant la plaque sensible dans une position telle que la 
direction qui la relie au dispositif de diffraction soit précisément celle 
le long de laquelle se trouve le minimum de diffraction (le long de cette 
direction les ondes se compensent mutuellement); aucune particule ne 
pourra atteindre alors la plaque sensible. S’il s’agit non pas d’un grand 
nombre d’électrons, mais d’un seul, l'intensité des ondes de De Broglie 
ne caractérise que la probabilité d’impact de cet électron sans qu'il soit 
astreint à un comportement particulier. 

On voit bien que dans cette conception les ondes de De Broglie n’ont 
rien de commun avec les ondes qu’étudie la physique classique. En effet 
la valeur absolue de l’amplitude de toutes les ondes « classiques » carac- 
térise leur état physique. Si par exemple l’amplitude des vibrations de 
l'air est dans un cas donné partout deux fois plus grande que dans tel 
autre cas, cela implique une énergie de vibration quatre fois plus grande 
et un autre état physique du milieu. 
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Quant aux ondes de De Broglie leurs intensités définissent les proba- 
bilités de présence d’une particule en un lieu donné. Par conséquent seul 
importe le rapport des intensités en différents points de l’espace, etnon 
leurs valeurs absolues. Ce rapport indique combien de fois est plus grande 
la probabilité de trouver la particule en tel point de l’espace qu’en tel 
autre. Donc, si dans un certain cas l’intensité des ondes de De Broglie 
est partout deux fois plus grande que dans un cas différent, l’état 
physique de la particule est néanmoins le même dans les deux cas, puisque 
malgré l’augmentation de l’amplitude des ondes le rapport de leurs inten- 
sités reste partout le même. 

Il en résulte que les ondes de De Broglie donnent une description 
statistique du mouvement des microparticules en définissant la probabilité 
de trouver une particule en un point donné de l'espace à un instant donné À). 


$ 10. Probabilités de présence d’une particule 


Soient x, y et z les coordonnées d’une particule. Conformément aux 
considérations développées au $9 la signification exacte de ces coordon- 
nées résulte d’une opération de mesure conduisant au résultat suivant: 
les coordonnées x, y et z sont définies comme des coordonnées du point de 
l’espace où se trouve localisée la particule. Ce seront par exemple les coor- 
données de la petite tache qui apparaît sur une plaque sensible au point 
d'impact de la particule, ou bien les coordonnées définissant la position 
de la fente à travers laquelle est passée la particule, etc. 

Les coordonnées de la tache ou de la fente peuvent être déterminées 
en définissant une origine de référence fermement établie. Nous dirons 
d’une telle méthode de mesure des coordonnées qu’elle est «directe» 
puisque c’est précisément la méthode qui sert de base à la définition macro- 
scopique de la notion de coordonnée d’une particule. Dans tous les cas où 
unc telle définition de la coordonnée d'une particule s'avère inutilisable 
(c'est le cas notamment d’une particule se trouvant à l’intérieur d’un 
atome) nous pourrons définir cette coordonnée par un mesurage dit 
«indirect»®); on détermine alors par le procédé direct les coor- 
données d’une autre particule qui a subi une collision avec la particule qui 
nous intéresse, et c’est cette donnée expérimentale qui nous fournit les infor- 
mations concernant les coordonées de la particule se trouvant à l’intérieur 
d'un atome et que l’on ne saurait déterminer directement. Nous donnerons 
un exemple d’un tel mesurage «indirect» au $ 16. 

Nous allons maintenant formuler en termes mathématiques l’inter- 
prétation statistique des ondes de De Broglie. Remarquons d’abord que 


1) Nous verrons par la suite que, connaissant l’onde de De Broglie caractérisant 
l’état d’une particule, on arrive à déterminer non seulement la probabilité de sa pré- 
sence en un point donné, mais également la probabilité de tout résultat de mesure 
d'une grandeur mécanique la concernant. 

3) Cette subdivision en expériences directes et indirectes a été introduite par 
L. Mandelstamm. 
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c'est tout conventionnellement que nous utilisons le mot «onde». Ce 
n'est que dans quelques cas très particuliers que l’état d’une particule 
est susceptible d’être décrit par de simples ondes planes. Dans le cas géné- 
ral, ce que nous dénommons ondes de De Broglie, peut désigner une 
fonction fort complexe des coordonnées x, y et z de la particule et du 
temps ?. Néanmoins même dans ces cas compliqués nous emploierons 
le terme fonction d'onde et nous adopterons pour la désigner 
la lettre di): 


d = d(x,7,2,0). (10.1) 


D'après ce qu’il a été dit au $ 9, en nous basant sur les données factuelles, 
nous pouvons poser que la probabilité de présence d’une particule est déter- 
minée par l'intensité des ondes, c’est-à-dire par le carré de l’amplitude 
de %. Tenant cependant compte de ce que «4 peut être une quantité 
complexe et que la probabilité est une grandeur toujours réelle et positive, 
nous prendrons pour mesure de l’intensité non pas 4°, mais le carré du 
module de , c’est-à-dire la grandeur | 4 |* = #*d; d* est la grandeur 
complexe conjuguée de 2). 

On doit encore remarquer que la probabilité de ce que la particule 
se trouve quelque part dans les environs du point x, y, = dépend naturel- 
lement des dimensions du domaine choisi. En considérant un domaine 
infiniment petit 

x,x+ dx; y,y+dy; 2:,z+ dr, 


nous pouvons admettre qu’à l’intérieur de ce domaine a une valeur 
constante; on peut donc poser que la probabilité de localisation d’une 
particule est proportionnelle au volume du domaine exploré. Désignons 
cet élément de volume par dv = dx dy di. 

En désignant par dW(x, y, z, t) la probabilité (infiniment petite) de 
trouver la particule dans l’élément de volume dv, au voisinage du point 
x. y, z à l'instant f, nous pouvons exprimer l’interprétation statistique des 
ondes de De Broglie par l'égalité suivante: 


dWGy,zt)=1% (0, y,2,t) dr. (10.2) 


Cette égalité permet de calculer, connaissant la fonction d'onde 4 (x, y, 
:. 1), la probabilité de présence d’une particule dW(x, y, z, t). 


1) Indiquons à ce propos de pour deux cas simples nous connaissons déjà 
la fonction d’onde. Dans le cas de particules se mouvant avec une impulsion donnée 
p, la fonction d'onde ÿ» est l'onde monochromatique plane, définie par (7.1). Nous 
connaissons d'autre part la fonction d’une onde presque monochromatique, c'est 
la fonction (7.8) du groupe d’ondes. Dans ce qui suit nous aurons à considérer des 
fonctions d’ondes arbitraires, tout en laissant de côté, pour le moment, la question 
de savoir comment peut-on déterminer la forme de ces fonctions, connaissant les 
conditions physiques (cf. $ 28). Estimant qu’il est toujours possible de déterminer 
ces le nous dirons que la fonction & décrit (statistiquement) l’état de la par- 
ticule. 

3) Dans tout l’ouvrage l’astérisque servira à indiquer les grandeurs complexes 
conjuguées. 
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Nous appellerons densité de probabilité la grandeur 
w(x, }, 20-186 p,z,t){?. (10.3) 


D'après le théorème d’addition des probabilités, la probabilité de 
trouver la particule à l'instant t dans un volume F est: 


W(F, = dW = ( w do = ( lbCx 2,1) de. (10.4) 
y La 14 


En étendant l'intégration à tout le volume concerné, on obtient la pro- 
babilité de ce qu’à l'instant r la particule se trouve quelque part à l'inté- 
rieur de ce volume. C’est la probabilité d’un événement certain. Dans la 
théorie des probabilités on pose que la probabilité d’un événement certain 
est égale à 1. En adoptant cette convention on doit égaler à l’unité l'inté- 
grale de | & |? étendue à tout le volume: 


Î lb(x 210) Pd= 1. (10.5) 


L4 


La mise en œuvre de cette convention est appelée normation; toute 
fonction satisfaisant à cette condition est dite fonction normée. 

La normation devient irréalisable si l’intégrale de | Y |? étendue à 
tout le volume s’avère divergente, autrement dit si la fonction © n'est 
pas de carré intégrable. Dans les conditions physiques réelles la particule 
se meut toujours dans un espace limité. Cette limitation est imposée par 
les dimensions des dispositifs de mesure ainsi que par la vitesse finie de 
déplacement des particules. Il en résulte que la probabilité de présence 
d’une particule n’est différente de zéro que dans une région délimitée de 
l’espace et dans ces conditions la fonction doit être intégrable. Tou- 
tefois dans certains cas on est contraint de recourir à des idéalisations des 
conditions physiques, ce qui conduit à des fonctions non intégrables. Un 
exemple particulièrement simple de fonctions de cette sorte est la fonction 
de l’onde plane (7.1). Bien qu’un faisceau parallèle soit en réalité délimité 
sur les flancs par des diaphragmes et sur sa face avant par son front on peut 
considérer qu’un faisceau suffisamment large pour que les effets de bord 
n’importent plus se comporte comme une onde plane. On admet que 
cette onde plane occupe tout l’espace disponible. 

I s'ensuit de (7.1) que | ${?= | C1? = const. Cela signifie que la 
particule peut se trouver n’importe où. Dans ces conditions on ne peut 
normer la fonction à l’unité; nous indiquerons par la suite un procédé 
de normation rationnel utilisable dans ce dernier cas. 

Une seconde remarque concerne la dépendance avec le temps. La nor- 
mation n’a de sens qu’autant qu’elle reste valable dans le temps, ce qui 
exige que l’égalité (10.5) soit respectée à sout moment (s’il n’en était pas 
ainsi on ne pourrait comparer les probabilités évaluées pour des temps 
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différents). Au $ 28, consacré aux dois de variation de la fonction d’onde 
avec le temps, on démontre que la normation reste constante dans le 
temps, autrement dit que l'intégrale (10.5) est indépendante du temps. 


$ 11. Principe de superposition des états 


Dans des conditions physiques données une particule peut se trouver 
dans différents états; l’état dans lequel se trouve la particule dépend de 
la voie qu’elle a suivie avant de se trouver dans ces conditions-là. Si nous 
examinons le cas le plus simple qui soit, celui du mouvement d’une par- 
ticule libre de toute contrainte (action de forces extérieures et interaction 
avec d’autres particules) il est évident que l’on peut avoir affaire à des 
états de mouvement se distinguant les uns des autres tant par la direction 
que par la valeur de l’impulsion. Chacun de ces états peut être réalisé 
indépendamment de tous les autres. Il existe cependant des cas beaucoup 
plus compliqués. Un exemple en est fourni par les expériences de diffrac- 
tion de Davisson et Germer, où le faisceau tombant sur le cristal se scinde 
en tout un système de faisceaux diffractés. Après l’interaction avec le 
cristal le mouvement se poursuit à nouveau dans le vide, mais il est alors 
constitué par tout un ensemble d’ondes de De Broglie, se distinguant les 
unes des autres par leurs directions de propagation. 

Lorsque nous dirigeons sur la surface du cristal un faisceau d'une 
certaine longueur d’onde À, nous ne pouvons espérer obtenir du fait de 
cette rencontre une seule des ondes diffractées, puisqu’on se trouve aus- 
sitôt en présence de tout l’ensemble de ces ondes (en plus l’onde incidente); 
toutes ces ondes présentent les unes par rapport aux autres des rapports 
de phase bien définis, ce qui rend possible leurs interférences. Cet ensemble 
d’ondes constitue un seul champ d’onde et se laisse représenter par une 
seule fonction d’onde 4. Cependant ce champ d’onde est constitué par 
des ondes de De Broglie simples W,, et chacune de ces ondes suffit pour 
décrire un mouvement probable de la particule dans le vide. On peut 
s’en rendre compte en sélectionnant dans le champ d’onde & à l'aide 
d’un diaphragme un seul faisceau diffracté et en le soumettant à une nou- 
velle diffraction. 


Nous dirons que l’état qui apparaît lors de la diffraction de particules 
par une surface cristalline résulte d’une superposition d'états 
de mouvements libres dont chacun correspond à des ondes de De Broglie 
simples. Cela est un cas particulier du principe général de superposition 
des états qui est l’un des fondements de la mécanique quantique. 

Ce principe peut s’énoncer de la manière suivante: lorsqu'un système 
(que ce soit une particule ou un ensemble de particules) est susceptible de 
se trouver dans un état représenté par la fonction d'onde 1, ainsi que 
dans un autre état de fonction Ve, il peut également se trouver dans un 
état représenté par la fonction d'onde 4 telle que 


= Cd + CoŸos 
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c1 et ce étant des nombres complexes généralement arbitraires caracté- 
risant les amplitudes et les phases des états particuliers d, et d.. Il en 
découle que chaque fois qu’un système dispose d’un certain nombre d'états 
se distinguant les uns des autres par la valeur de l’une des grandeurs carac- 
téristiques (impulsion, énergie, moment cinétique, etc.) et pouvant être 
représentés par les fonctions d’ondes v,, %,,... il existe en vertu du 
principe de superposition un état complexe: 


bd = Cy + Code +... + Can +... (11.1) 


OÙ Cy, Cas... Cns... SOnt des amplitudes complexes arbitraires. Si les 
états entrant en superposition se distinguent infiniment peu les uns des 
autres, la somme (11.1) sera remplacée par une intrégrale. 

Un exemple particulièrement intéressant est celui de la représentation 
d’un champ d'onde quelconque # (x, y, z, t) sous forme d’une superpo- 
sition d’ondes de De Broglie !): 

{Et pr) 


: n (11.2) 


——— e 

C2 rh} 

La fonction d’onde de n'importe quel état peut s’écrire 
+ 


dx y, 2,1) = AN C (Pas Pys Pat) D (X, Y, 2, t) dpidpydp, (11.3) 


—æ 


de (X,Y, 2,1) = 


Où C(Px, Py Pz t) est l'amplitude d’une onde de De Broglie dont 


l'impulsion est p(P2, Py P2). 
Ce dernier résultat est évident puisque (11.3) n’est rien d’autre que 
la décomposition de 4 (x, }, z, t) en une intégrale triple de Fourier. Pour 


le prouver écrivons 
Et 


PPxPpPnt)=C(PmPyPat)e ?. (11.4) 
Selon (11.2) on peut mettre (11.3) sous la forme 
+ © PER PUT PE up 
ue IDzdPyap: 
(x y,21)= if ?P (Pr Py Pa t) € ' RE (11.5) 


—æo 


De là, en appliquant le théorème de Fourier sur la transformation de 
l'intégrale (11.5) nous pouvons définir pour chaque fonction 4 son ampli- 
tude ® et donc c: 


+ © .Prt+PyU +, 
—$—————— dx dyd: 
? a Py Pz 1) =(\\ (7 (x, y, z,t}e f C2 ri} : (11.6) 


— © 


1) Le facteur 1/(2 xh)° est introduit pour faciliter la normation dont l’oppor- 
tunité apparaîtra dans le $12 (cf. (12.6)). 
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Nous avons donc démontré que fout état peut être considéré comme 
une superposition d'ondes de De Broglie, c’est-à-dire d’un certain nombre 
d'états d’une particule ayant une impulsion donnée p(pz, Py, P2). 


$ 12. Probabilité d’impulsion d’une particule 


Nous avons montré ci-dessus que l'interprétation statistique des ondes 
de De Broglie permet de déterminer la probabilité de localisation d’une 
particule. Nous allons montrer maintenant que la mise en œuvre du prin- 
cipe de superposition permet de conférer à cette interprétation statistique 
une ampleur suffisante pour déterminer non seulement les valeurs pro- 
bables des coordonnées de la particule mais aussi celles de son impulsion p. 

Nous pouvons considérer la formule de De Broglie 


= 2 
pk, [k1=À 


comme la définition de la grandeur p, que l’on appelle en mécanique quan- 
tique l’impulsion de la particule *). I] en résulte que les mesures requises 
pour déterminer p sont les mêmes que celles que l’on utilise pour déter- 
miner la direction de propagation et la longueur d’onde À. Cela signifie 
que pour mesurer l'impulsion d'une particule on pourrait utiliser en qualité 
d'appareil de mesure un réseau de diffraction. En effet puisqu’à l’aide d’un 
réseau de diffraction on obtient un spectre d’ondes de k différents, ce 
dispositif effectue un «tri» des particules suivant leurs impulsions 
p = #k. 

Une expérience de diffraction permettant de déterminer k sera consi- 
dérée ici comme une expérience « directe» déterminant simultanément 
l'impulsion de la particule. 

Pour calculer la valeur probable de l’imulsion de la particule, repre- 
nons l’expérience de la diffraction de particules (d'électrons, par exemple) 
par une surface cristalline. La fig. 14 représente un schéma de superposition 
d'ondes de De Broglie constituant le champ d’onde d (x, y, z, r) qui se 
forme par diffraction à la surface d’un cristal; l’onde incidente y est indi- 
quée par i, l'onde réfléchie par r et l’onde diffractée par d. Pour se confor- 
mer aux conditions réelles on admet que l’onde primaire est constituée 


1) La définition que nous donnons de l’impulsion d’une particule est susceptible 
de provoquer la réaction suivante: pourquoi appelle-t-on impulsion la grandeur 
p = Ak? La raison en est que la grandeur ainsi définie présente des propriétés tout 
à fait analogues à celles de l'impulsion pci définie en mécanique classique (cf. $$ 32, 
33, 103). Nous démontrons au $ 34 que l’impulsion classique pe: (conforme à l’équation 
de Newton) est la valeur moyenne de l’impulsion quantique 


Pet = P. 
En particulier pour tout état caractérisé par une valeur bien déterminée de p, on 


doit avoir pci = p. De ce fait p peut être déterminé par mesure du recul consécutif 
à un choc, exactement comme on le fait en mécanique classique pour mesurer per. 
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par un faisceau délimité par un diaphragme. Les ondes secondaires se 

présentent également sous forme de faisceaux délimités. 
Nous pouvons représenter chacun de ces faisceaux par une onde de 
De Broglie 4, (x, y, z, t) dont l’amplitude c (p) ne varie que lentement 
le long de directions perpendiculaires à 


NN Ë l'axe du faisceau ?). Nous représentons 
LL NC le champ d’onde 4 formé comme la 
RS superposition des champs particuliers des 


différents faisceaux : 


v= À c(p) Y (12.1) 


la somme étant étendue à tous les fais- 
ceaux. 


L'état 4 est un état pour lequel les 
impulsions des particules restent indéter- 
minées puisqu'il résulte de la superposition 
de plusieurs états ,, présentant des 
impulsions différentes. De ce fait cn pro- 
cédant à des mesures de l’impulsion des 
particules, chaque nouvelle détermination 
peut nous donner une des valeurs de p, 
contenues dans la superposition (12.1). 

: Quelle est la probabilité de ce que nous 

GARE de Ferney arriverons à fixer une valeur de l'impulsion 

Fig. 14. Schéma qui illustre le précisément égale à p? Le réseau de dif- 
Re A fraction décompose notre champ d’onde 
l'onde diffractée 2 sont svatiale: en plusieurs faisceaux monochromatiques 
ment séparées (ou plus exactement en faisceaux presque 
monochromatiques), de la même façon 

qu’il décompose une lumière blanche en une suite de composantes 
spectrales. Pour pouvoir faire le compte de particules d’impulsion p on 
utilise un cylindre de Faraday qui capte des particules dans les différents 
endroits où on le place. A proximité de la surface du cristal le champ 
d’onde résulte de l’interférence de tous les faisceaux et il est donc de struc- 
ture complexe. Lorsqu’on s'éloigne de cette surface les faisceaux se divi- 
sent. Selon l'interprétation statistique des ondes de De Broglie, la pro- 
babilité de ce que notre cylindre de Faraday enregistre une particule est 
proportionnelle à | d (x, y, z, t)[?, x, y et z étant les coordonnées de 
la position de la cage de Faraday. Si nous disposons celle-ci à une distance 


Surface du cristal 


1) Hors du faisceau c (p) = 0. Donc à la différence de (11.3) les amplitudes dont 
il est question ici sont fonctions des coordonnées. Mais comme leur variation est 


lente, ces amplitudes sont peu différentes des véritables amplitudes de Fourier figu- 
rant dans (11.3). 
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du cristal suffisamment grande pour que les différents faisceaux soient 
bien séparés les uns des autres, la quantité | 4 (x, y, z, f) [? se réduira à 


Id@»,20P= lc HE Gr 20P, (12.2) 


où p est la valeur de l’impulsion requise pour que l’onde réfléchie pénètre 
dans le cylindre. En portant dans (12.2) l’expression (11.2) il vient 


Ce lc(p} : 
1x, 7,21) pre (12.3) 


Nous voyons ainsi que | c (p) |? est proportionnel à la probabilité de décou- 
vrir un électron à l’intérieur du cylindre de Faraday, à condition toutefois 
que celui-ci soit disposé de manière à pouvoir capter l’onde 4,. Comme 
à cette onde correspondent les électrons d’impulsion p, la quantité | c (p) |? 
est proportionnelle à la probabilité de trouver un électron d’impulsion p 
occupant l’état 

Tenant compte de (10.2) et de ce que la probabilité de trouver une 
particule dont l'impulsion soit comprise dans l'intervalle 


Pz>Pz + dPz5 Py»Py F dPys Ps Pz + dps 

doit être proportionnelle à dp, dp,, dp., cette probabilité s'exprime par 
dW(Pz; Pys P25 1) = | C(Pzs Pys Pzs t) l° dpz dpy dp; (12.4) 

et la densité de probabilité par 
20 (Pzs Pys Pas 1) = | C(Pz Pys Past) F. (12.5) 
Ces formules impliquent une certaine normation des probabilités de 

l'impulsion. 

Puisque conformément à (11.6) ®(Pz; Py; Pz, t) est une composante 


d’un développement en série de Fourier de la fonction d’onde (x, y, z, f) 
on démontre aisément que 


(ft | C (Pz» Pys Ps t) l dpz dpy dpz = (ft Lh(x,y,2,t)l° dx dy dz. (12.6) 


Le premier membre représente la probabilité de trouver une valeur quel- 
conque de l’impulsion (événement certain), et le second membre la pro- 
babilité de trouver une particule en un point quelconque de l’espace (évé- 
nement tout aussi certain). La normation que nous avons utilisée est 
rationnelle puisque les probabilités d'événements certains sont les mêmes. 
En particulier si on pose égale à l’unité la probabilité de trouver une par- 
ticule en un point quelconque de l’espace, la probabilité que son impulsion 
sera quelconque est également égale à l’unité. 
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$ 13. Valeurs moyennes des fonctions des coordonnées 
et des fonctions des impulsions 


Dans les paragraphes précédents nous avons défini la probabilité de 
présence d’une particule se trouvant dans un état © (10.3) et la valeur 
probable de l'impulsion d’une particule se trouvant dans ce même état 
(12.5). Cela nous permet d'écrire maintenant les formules définissant les 
valeurs moyennes de toute fonction des coordonnées de la particule 
F(Xx, y, =) et de toute fonction de son impulsion F(pz, Py, p:) pour un 
état représenté par la fonction d’onde d. Conformément à la définitien 
de la valeur moyenne d’une grandeur aléatoire, les formules (10.3) et (12.5) 
nous permettent d'écrire 


F(x.y,2) =(FGr, 2)| Lx, v,2) (? dx dy dz = 


= \ De (x,3,2) F(x, 1,7) Lx, x, 2) dx dy dz (13.1) 
à condition que 
(1 Y (x, y, 2) IE dx dy dz = 1, (13.2) 
et 


F(Pz Py» Pz) = ( F(Prs Pys P:) | C(Pz; Py: Pa) |* dpz dpy dp: = 


== \ C* (P2 Pys P2) F(Pz, Pys Pe) C(Pxs Pys Pz) dPz dPy dPz (13.3) 
avec 
\ | C(Pzr> Pys P2) FF dpz dPy dp; = 1 (13.4) 


(les intégrales sont étenducs à tout le domaine de variation de x, y, z ou 
de Pr Py Pa: . . sr dns . 

En mettant à profit certaines propriétés des intégrales de Fourier, on 
peut transformer (13.1) et (13.3) et obtenir un résultat de grande impor- 
tance. Posons que F(x, y, :) soit une fonction entière rationnelle de x, y, z 
et F(Px Py Pz) une fonction entière rationnelle de p:, py, p-. Les formules 
(13.1) et (13.3) peuvent s’écrire alors 1): 

2 s ih 2 }* 


PAPER + À £ 
F(a,r,2)=\c Pin pe) Fin = il 
(x, 3 \ (Pxs Py P:) Fi dire > 
X C(Pz» Pyn P2) dPz 4Py dpzs (13.5) 
+ mu arlcme. m2. ma 
FO Ps D = | ÿ C3) F[- Le in Le —i SE 
X b(x, y, z) dx dy dz. (13.6) 


1) L'équivalence des formules (13.1), (13.3) et (13.5), (13.6) est démontrée dans 
l'annexe I. 
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Ces formules signifient que pour trouver les valeurs moyennes il convient 
de remplacer les arguments de la fonction F par les symboles de différen- 
tiation suivant les arguments ci-dessus indiqués en multipliant chacun 
par —+ih, puis d’effectuer l’opération de différentiation sur la fonction 
d. Pour calculer par exemple la valeur moyenne de la composante p, 
de l’impulsion on procédera de la manière suivante. On écrit d’abord 
F(Px Pys P:) = Pz; de ce fait 


Pr = \ C* (Pr, Py» Pz) PrC (Pz> Py» Pe) dPz dPy dPz. (3.7) 


Appliquons la formule (13.6) où on aura remplacé p; par— it À » il vient 
IX 
U 
= —( + (x, y, 2) if SERA dx dy de. (13.8) 


On peut calculer la valeur moyenne de p£ soit à l’aide de la formule 
(13.3), ce qui donne 


Pè Fe \ C* (Pz: Py P2) PE C (Pz» Py> Pr) dPz dpy dpz; (13.9) 
soit à l’aide de (13.6) en y remplaçant F(pz) = pÈ par 
+ À . 9 a 
Fl—ih—|=|—ih—)] = —1—, 
| Fe 1 ! & êxt (0 
ce qui donne finalement 


= | D (x, y, 2) exe dx dy de. (13.11) 


$ 14. Ensembles statistiques 
de la mécanique quantique 


Dans leurs activités professionnelles, le physicien ou l’ingénieur peu- 
vent se trouver en présence de deux types de problèmes du ressort de la 
mécanique quantique. 

Le premicr problème est le suivant: connaissant une fonction d’onde, 
prédéterminer les résultats probables de mesures concernant une particule 
(problème « direct »). Le deuxième problème est: disposant de données 
expérimentales, déterminer la fonction d’onde de la particule (problème 
« inverse »). 

En général les prévisions que l’on peut faire si la fonction d’onde est 
connue sont de nature statistique. Donc en effectuant une seule mesure, 
le résultat obtenu ne peut avoir d’autre signification que de nous indiquer 
dans quelle mesure nos attentes étaient justifiées, c’est-à-dire si la pro- 
babilité de l’événement qui s’est produit était grande ou petite. 
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Ne saurait être parfaitement objective qu’une répartition de résultats 
de mesure, obtenus par la reproduction d’un grand nombre d’expériences 
identiques. 

Il est essentiel de remarquer que dans le domaine des phénomènes 
quantiques nous ne pouvons recommencer une expérience sur la même 
particule que précédemment, car le fait même de la mesure est en général 
susceptible de modifier l’état des particules (cf. $ 16). 

Par conséquent pour pouvoir reproduire un grand nombre (NW > 1) 
d'expériences identiques il faut avoir affaire à un grand nombre de par- 
ticules (ou de systèmes) qui tout en étant indépendantes les unes des autres 
se trouvent dans les conditions macroscopiques identiques. 

Une telle collection de particules (ou de systèmes) est désignée sous le 
nom d'ensemble quantique de particules (ou plus 
simplement d'ensemble). 

Si les conditions macroscopiques sont telles qu'elles déterminent entiè- 
rement l'état des particules (nous donnons au $28 la définition de la 
collection complète de grandeurs dont la connaissance est requise pour 
définir l’état d’une particule) celui-ci peut être décrit par une seule 
fonction d'onde. 

L'ensemble est appelé dans ce cas ensemble pur. 

Toutes les probabilités et toutes les valeurs moyennes déduites de la 
fonction d’onde concernent les résultats de mesures effectuées sur un 
tel ensemble. 


Lorsqu'on affirme, par exemple, que la probabilité de trouver une 
particule en un point de coordonnée x, voisin d’un point de coordonnée 
x", est égale à | &(x’) | “dx’, on doit entendre par là qu’en effectuant un 
grand nombre de déterminations de la coordonnée dans une série d’expé- 
riences identiques (une seule et même fonction Ÿ) nous trouverons dans 
N' expériences que la coordonnée x se trouve à proximité de x’, avec 


= | D (x') | dx’. (14.1) 


De même en déterminant A fois (M à 1) l’impulsion p4 des particules 
de ce même ensemble, on trouvera dans M” cas une valeur p.. avec 


2 = 1e (p) | db, (142) 


où c(p:) représente l’amplitude dans le développement de ÿ (x) en ondes 
de De Broglie (cf. & 12). 

Connaissant la répartition des résultats de mesure de x (14.1) et de 
Pz (14.2) nous sommes à même de calculer les valeurs moyennes de n’im- 


porte quelles fonctions F(x), ® (p), notamment les valeurs moyennes x, 
P et les écarts quadratiques moyennes 


(Ax = (x — x} (14.3) 
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et : 


(APx)° = ( Pz —Pz) (14.4) 
et ainsi de suite. 

Nous montrerons maintenant dans ce qui suit que, connaissant la fonc- 
tion d’onde Ÿ, on peut calculer les valeurs probables non seulement de 
x ct de pr, mais celles des résultats de mesure de toute grandeur mécanique 
caractérisant la particule ou le système considérés. | 

Il est parfaitement évident que, ne disposant que d’un seul résultat 
de mesure sur une seule particule, il est impossible de déterminer sa fonc- 
tion d’onde. Connaissant par contre la répartition des résultats concer- 
nant un ensemble, on peut résoudre le problème inverse: partant des 
résultats de mesures, retrouver la fonction d’onde de la particule (à un 
facteur commun de normation près qui, lui, reste toujours indéterminé) 
(cf. $ 79). 

Nous voyons donc que d’un côté les prévisions de la mécanique quan- 
tique s’appliquent aux mesures dans un ensemble quantique, et d’un 
autre côté la nature d’un ensemble quantique peut être déduite de mesures 
effectuées sur cet ensemble. 

Par conséquent l’état d’une particule (ou d’un système) défini par 
une fonction d’onde doit être interprété comme l'appartenance de cette 
particule (ou de ce système) à un certain ensemble quantique pur. C’est 
dans ce sens que seront employées plus loin les expressions « état de la 
particule », «état du système quantique », etc. 

Donnons maintenant un exemple concret d’ensemble pur. 

Considérons la diffusion d’un électron isolé par un atome. Soit p 
l'impulsion de l’électron. La fonction d’onde de l’électron diffusé Ÿ, (x) 
pourra être représentée par la superposition de l’onde de De Broglie 
Ÿ, (x) caractérisant l’état initial de l’électron d’impulsion p, et de l’onde 
u (x) représentant l’onde diffusée par l’atome, soit 


Po CD = do @) + u Q). (14.5) 


Connaissant l'onde diffusée il devient possible de prédéterminer, 
statistiquement parlant, le comportement ultérieur de l’électron qui a 
été diffusé (cf. théorie des collisions, ch. XIII). 

Mais comment peut-on reproduire cette même expérience maintes 
fois? 

Supposons que les électrons proviennent d’un filament incandescent. 
A l’aide d’un système de diaphragmes nous pouvons délimiter un faisceau 
d’électrons se propageant dans une direction donnée et leur communiquer 
une certaine vitesse en appliquant une différence de potentiel suffisante. 
Faisons passer ce faisceau d’électrons à travers un gaz et observons l’in- 
tensité de la diffusion des électrons en fonction de l’angle. Si la densité 
du gaz est petite et l’épaisseur de la couche où se produit la diffusion des 
électrons n’est pas très grande, on peut négliger les diffusions secondaires 
des électrons. 
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Si d'autre part la densité électronique du faisceau primaire est telle- 
ment petite que les interactions y sont négligeables, nous nous trouvons 
en présence de conditions permettant de reproduire simultanément un 
grand nombre d’expériences indépendantes de diffusion d’un seul électron 
par un seul atome. 

Si enfin la vitesse conférée aux électrons par le champ d’accélération 
est notablement plus grande que leur vitesse thermique et que les dia- 
phragmes délimitent avec précision la forme du faisceau, on peut affirmer 
que nous avons affaire à des électrons d’impulsion p bien déterminée, ce 
qui permet de leur attribuer une fonction d’onde 4, qui, se composant 
avec l’onde diffusée, donne Y,. 

Ce procédé permet de réaliser dans la pratique toute une collection 
de processus identiques caractérisés par une seule et même fonction 
WF, (x), ce qui signifie que l’on réalise un ensemble quantique pur. Du 
point de vue de la mécanique quantique la définition de l’état d’une par- 
ticule à l’aide d’une fonction d'onde est la plus exhaustive. 

Dans la pratique nous nous trouvons souvent en présence de cas où 
l'ensemble initial comporte des particules de différents états caractérisés 
par des fonctions d'onde différentes d,, de, ..., bn. De ce fait sont fixées 
les probabilités P,, P2,..., Pn de chacun de ces états. Un tel ensemble 
est appelé ensemble mixte. 

Il est évident que les quantités P,, P:,..., Pn représentent les pro- 
babilités de trouver au sein de l’ensemble mixte des ensembles purs 
caractérisés par les fonctions d’onde %,, de,..., x. 

En qualité d’exemple d’un ensemble mixte on peut citer le cas où 
les électrons émis par un filament incandescent ne sont pas accélérés par 
une différence de potentiel. L’impulsion des électrons est donc indéfinie 
puisque seule la température 7 du filament est fixée. 

Les électrons primaires obéissent alors à la loi de répartition de 
Maxwell. La probabilité de ce que l'impulsion de l’électron se trouve 
dans les limites p,, Pz + dPz, Py Py + dPy Pa Pz + dpz est 


dP, = Ce” PPT dp, dpy dp:, (14.6) 


où u cest la masse de l’électron, £ la constante de Boltzmann et C'un 
facteur de normation | dP= 1}. Puisque les électrons d’impulsion p 


seront caractérisés par la fonction d’onde de De Broglie 4, (x), dP, donné 
par (14.6) représente précisément la probabilité de ce que l’électron sera 
défini par la fonction d’onde 4, (x) et appartiendra à un ensemble pur 
ÿ? (x) qui est partie constituante de l’ensemble mixte considéré. 

Un tel ensemble mixte, est réalisé dans les expériences de Stern et 
Estermann portant sur la Giffraction d’atomes He par LiF, la répartition 
des impulsions des atomes He dans le faisceau primaire étant fixée par 
la température du four. Par contre dans les expériences de Davisson et 
Germer on peut négliger complètement les vitesses thermiques des élec- 
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trons devant la vitesse qu'ils acquièrent dans le champ accélérateur. On 
peut poser sans commettre d’erreur notable que tous les électrons possè- 
dent la même impulsion p. On réalise dans ces expériences un ensemble 
pratiquement pur, défini par une même fonction d'onde {,. 

Remarquons que bien souvent on définit l'état initial des particules 
sans procéder à quelque mesure que ce soit en se contentant de postuler 
qu'on a affaire à un certain ensemble pur ou à un ensemble mixte. La 
validité de l’hypothèse faite se trouve ensuite confirmée ou infirmée par 
les résultats d’observation et de mesure. 

Il en résulte que toute fonction d'onde ou tout ensemble de fonctions 
d'onde (cela dans le cas d’un ensemble mixte) doivent être considérés comme 
des caractéristiques parfaitement objectives d'un ensemble quantique, ne 
dépendant nullement de l'observateur. 

Signalons, pour conclure, encore une différence notable entre les 
ensembles pur et mixte, qui est susceptible de passer inaperçue. Avec les 
mêmes fonctions d’onde on peut constituer soit un ensemble pur, soit 
un ensemble mixte. En effet, disposant d'états particuliers 4, %»,... 
.. Ÿn, -.-, On peut obtenir par superposition de ces états une fonction 
d'onde , telle que 


V= D Cn Ÿn (14.7) 
caractérisant un ensemble pur. Les états particuliers qui se superposent 
présentent alors des phases et des amplitudes bien déterminées (c, = 
= |Cnle"r, œ&n étant la phase). 

D'autre part si l’on sait que le système peut se trouver à l’état &, avec 
une probabilité P,, à l'état 4. avec une probabilité P., etc., on peut affir- 


mer que l’on a affaire à un ensemble mixte, que l’on ne saurait caracté- 
riser qu’en disposant de deux sortes de grandeurs 1) 


! 
Vas Vos ces Use ee 
Pas Parce Porc 


Calculons maintenant la probabilité de ce que la particule se trouve 
au point x. Dans le cas d’un ensemble pur la densité de probabilité sera: 


DO=IFOE= SlonhOr+S S'éc, 20 4, 


n£m m 


(14.8) 


(14.9) 


Dans le cas d’un ensemble mixte on utilisera pour calculer la densité 
de probabilité le raisonnement suivant: la probabilité de ce qu’une par- 
ticule à l’état Y,(x) se trouve précisément au point x est | 4 (x) [°. 
D'autre part la probabilité de ce que la particule soit à l’état 4, (x) est 


1) On donne au $ 46 un autre procédé de description d’un ensemble mixte, uti- 
lisant la notion de « matrice de densité » qui est une quantité analogue à la fonction 
de répartition de la mécanique statistique classique. 
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Ph. La probabilité de cet événement complexe est P; | Ya (x) [?. et la den- 
sité de probabilité résultante est 


a (x) = »2 Pal Yn (x) FE. (14.10) 


Comparant (14.9) à (14.10) nous pouvons constater que dans un ensemble 
pur les différents états particuliers interfèrent entre eux (apparition de 
termes tels que cc, 4 (x) Ÿ,.(x)), tandis que dans un ensemble mixte il 
n'y a pas d'interférence. 

La distinction entre un ensemble pur et un ensemble mixte est sem- 
blable sous le rapport des états particuliers à la composition d’une lumière 
cohérente et d’une lumière non cohérente; lors du calcul des probabilités 
on additionne les amplitudes lorsqu'il s’agit d’un ensemble pur et les 
intensités lorsqu'il s’agit d’un ensemble mixte. 


$ 15. Relations d’incertitude 


Nous allons aborder maintenant l’étude de la propriété la plus irpor- 
tante des ensembles quantiques, que l’on désigne sous le nom de relation 
d'incertitude. 

En mécanique classique ce qui nous intéresse ce sont les trajectoires 
des particules ainsi que leur mouvement le long de ces trajectoires. 

On pourrait penser que la mécanique quantique conduit à une cer- 
taine description statistique de 'ce mouvement classique, comme le fait 
la mécanique statistique classique. Or des considérations simples mon- 
trent bien qu'il n’en est pas ainsi. Dans le domaine du microcosme les 
grandeurs mécaniques se trouvent entre elles dans des rapports diffé- 
rents de ceux qui existent dans le domaine des phénomènes macrosco- 
piques et qui sont décrits par la mécanique classique. 

La notion du mouvement d’une particule le long d’une trajectoire 
implique nécessairement qu’à tout instant on peut définir une coordonnée 
x et une impulsion p, bien déterminées. La coordonnée indique la position 
de la particule tandis que l'impulsion montre comment varie cette rosi- 
tion au cours d’un intervalle de temps infiniment court: 


x+dx=x+Æd=x+udt, (15.1) 
m 


m étant la masse et v, la vitesse de la particule. 

Les particules appartenant à un ensemble statistique présentent 
des impulsions et des coordonnées les plus diverses; mais si l’ensemble 
considéré est classique on peut toujours dégager plusieurs sous-ensembles, 
caractérisés chacun par des impulsions et des coordonnées bien déter- 
minées. Un ensemble quantique ne peut, lui, être décomposé de cette 
manière, ce qui témoigne de ce que la corrélation entre la position et 
l'impulsion d’une particule est tout autre qu’en mécanique classique. 


815] RELATIONS D'INCERTITUDE 63 


Pour faciliter l’étude de cette propriété particulièrement importante des 
phénomènes du microcosme, nous mettrons à profit les expériences de 
diffraction des particules. Le résultat essentiel de ces expériences est consigné 
dans la formule de De Broglie, établissant une relation entre l'impulsion 
et la longueur d’onde: 

27h 


à 


P= (15.2) 
Si par À on entend vraiment une longueur d’onde, cette grandeur ne sau- 
rait être fonction des coordonnées quelle que soit la nature de l’onde. 
Une expression telle que «au point x la longueur d’onde est égale à A» 
n’a aucun sens, puisqu’une longueur d'onde est par définition la caracté- 
ristique d’une onde sinusoïdale s'étendant à l'infini dans l’espace (de 
x = — © jusqu'à x — + ©). On pourrait dire que À est une « fonction » 
de la forme de l'onde, jamais qu’elle est fonction des coordonnées d’un 
point. Le deuxième membre de (15.2) ne peut donc être fonction d’une 
coordonnée x. Il en découle que le premier membre, donc l’impulsion p 
ne peut, elle non plus, être fonction de la coordonnée x. 

JL est tout aussi impossible de trouver une réponse à la question « quelle 
est à un instant donné la fréquence d’oscillation d’un pendule », puisque 
par définition la notion de fréquence implique l’observation d’un grand 
nombre d’oscillations du pendule. 

Nous arrivons ainsi à conclure que si la relation de De Broglie (15.2) 
est exacte, l'impulsion p d'une particule ne peut être fonction de sa coor- 
donnée x. Dans le domaine du microcosme l’expression « au point x l’im- 
pulsion de la particule est égale à p» cest dénuée de sens. 

Par conséquent il n'existe pas dans le microcosme d’ensembles de 
particules dont les impulsions et les coordonnées auraient simultanément 
des valeurs déterminées. 

Démontrons cette conclusion de la plus haute importance tout d’abord 
pour un ensemble constitué par le groupe d’ondes que nous avons consi- 
déré au $7. Nous y avons établi que le groupe d’ondes défini par 

le AK 
dx, 1) = \ c(kje—iiot—#) dk (15.3) 
AK 


pouvait être représenté par une expression de la forme (cf. (7.9)) 

sin ( t— x]ae] 

DR = 200) _————%<eT ii her (15.4) 
do 


— L—X 
dk 
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A un instant donné 1 l’intensité | 4|? de ce groupe d’ondes est représentée 
fig. 15. Le double de la distance de séparation du point correspondant 
au maximum |4{|° et du point correspondant au premier minimum d’in- 
tensité peut servir d’unité de mesure des dimensions du groupe d'ondes. 
Désignons-le par 2 Ax. On tire de (15.4) que \x — +/Ak, autrement dit 


AxAk = 7. (15.5) 


Fig. 15. Variation de l'intensité [4|? dans un groupe d'onde 
en fonction de x à un instant # donné. 


Cette corrélation de nature purement ondulatoire, valable quelles que 
soient les ondes concernées, montre que le produit de l’extension linéaire 
Ax du groupe d'ondes par l'intervalle de nombres d’ondes AK caracté- 
risant les ondes constituant le groupe est une quantité constante, égale à x. 

Dans le cas tout particulier où nous voudrions émettre un signal 
radio de très courte durée (Ax petit) on décèlerait que ce signal comporte 
nécessairement un certain nombre d’ondes monochromatiques de lon- 
gueurs d’onde différentes et d’intensités notables. De ce fait ce signal pour- 
rait être perçu par des récepteurs accordés sur des longueurs d’onde diffé- 
rentes. Si on désire par contre que notre signal ne soit reçu que par des 
récepteurs accordés sur une seule longueur d’onde, on devrait émettre 
des signaux monochromatiques, donc, selon (15.5), d’une durée suffisam- 
ment longue. 

Revenons maintenant à la mécanique quantique. D’après l’équation 
de De Broglie p- = hk, ct par conséquent si À varie d’une quantité infé- 
rieure ou égale à Ak, l'impulsion p varie de 


Apz = hAK. (15.6) 
En identifiant le groupe d'ondes (15.3) avec un groupe d'ondes de De 


Broglie, et en multipliant par # les deux membres de (15.5), on obtient 
en tenant compte de (15.6) 


Aps-Ax = rh. (15.7) 


La signification que prennent dans (15.7) les grandeurs Ap, et Ax 
apparaît à l’aide des considérations suivantes. Si nous mesurons les coor- 
données des particules se trouvant dans un état défini par le groupe d’on- 
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des de De Broglie (15.3) la valeur moyenne des résultats de mesure des 
coordonnées sera, à l'instant #, x — _ &. Quant aux résultats des dif- 


férentes mesures, ils seront dispersés tout autour de X dans un intervalle 
+Ax. La quantité Ax représente l'incertitude sur la coordonnée x. La 
mesure de l'impulsion pz des particules se trouvant dans le même état 
donnera une valeur moyenne p, = po = hky, tandis que les résultats 
individuels seront répartis dans un intervalle Ap, — +h-Ak,; centré sur 
Ps. La quantité Ap, est l'incertitude sur la valeur de l’impulsion p.. 

C’est pour cette raison que l’on désigne la relation (15.7) sous le nom 
de relation d'incertitude pour l'impulsion p,et la 
coordonnée x qui lui est conjuguée. Cette relation a 
été établie par Heisenberg et constitue l’un des résultats les plus essen- 
tiels de la mécanique quantique moderne; elle montre que plus le groupe 
d'onde est tassé, donc que les coordonnées des particules sont mieux 
définies (Ax petit), plus grande est l'imprécision de la valeur de l'impulsion 
(AP grand) et inversement. 

Démontrons maintenant la validité de la relation d’incertitude pour 
n'importe quel état des particules caractérisé par n'importe quelle fonction 
d'onde $. Pour simplifier nous ne considérons que le cas unidimensionnel, 
la généralisation aux cas multidimensionnels est triviale. Considérons 
donc un état donné de la particule, représenté par la fonction d'onde 
d (x) D. Nous poserons que la fonction d'onde est normée à l'unité dans 
tout l'intervalle compris entre — © et + co. 

Afin de donner une démonstration rigoureuse de la relation d'’incer- 
titude nous commencerons par définir une échelle de mesure des écarts 
que présentent les résultats des mesures de l’impulsion p et de la coor- 
donnée x par rapport à leurs valeurs moyennes p, et x; autrement dit 
nous voulons préciser ce qu'il faut entendre par les «incertitudes » 
Apz et Ax. à 
’ En qualité d’étalon pour ces mesures nous adopterons les écarts 
quadratiques moyens (Ap-)° et (Ax}° qui sont utilisés en statistique ?). 
Désignons par x la valeur moyenne de la grandeur x. Lorsqu'une expé- 
rience nous donne le résultat x, l’écart de ce résultat par rapport à la 
valeur moyenne x sera égal à Ax = x—Xx. Il est évident que la valeur 
moyenne de cet écart est toujours égale à zéro: 

Ax=x—x=x—x—0, 
c'est pourquoi on utilisera pour fixer les écarts des résultats de mesure 


par rapport à la moyenne non pas Âx, mais (Ax)°, la moyenne des carrés 
des écarts individuels. 


1) Il n'est pas nécessaire d'’expliciter la variable temps, car tout ce qui suit reste 
valable à n'importe quel instant s. 


*) Les quantités Ÿ(Ap:} et V(Ax}* sont appelées «valeurs standard» ou 
« dispersion ». 
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Partant de ces considérations on écrira: 


(AXE = (x — xŸ = EE, (15.8) 

AP = (Pr — Pr = PÈ—p°. (15.9) 
Sans porter préjudice à la généralité de notre démonstration, nous pou- 
vons choisir pour nos calculs ultérieurs un système de coordonnées ad 
hoc. Il est commode de placer l'origine des coordonnées au point x, ce 
qui conduit à poser x = 0. Imposons encore que ce système de coordon- 
nées se déplace avec le centre x de la répartition, ce qui conduit à poser 


Pz = 0. Dans ce système de coordonnées les égalités (15.8) et (15.9) s’écri- 
vent 


(Ar) -=xt, (15.10) 
(Apr)° = p}. (15.10) 

D'après (13.1) et (13.11) on doit avoir alors 
(AY = x — | L9 (x) x2ÿ (x) dx, (15.11) 


TA Se US ° dd ; 
Gp = pete | ÿ LE de (511) 


—n 


Il nous reste à établir une corrélation entre (Ap,}° et (Ax)*. Nous uti- 
liserons pour cela l'intégrale 
+ æ@ 
1®= | ]exy+ ve 
dx 


—@ 


FA (15.12) 


d’une variable auxiliaire réelle £. Nous pouvons mettre en évidence le 
carré du module: 


+ + 
d C3 
1@=Ee À xigra+s ( x(Tv+ 
+ ge 4 mia 
Ÿ | \ ER (513) 
Posons 
+o 
A = \ x° | Y |? dx = (Ax}, (15.14) 
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+ @ 


d- , C ' 
B=— | x Ode | Ur pds = 1, (15.14) 
© dÿ* dé d tt CA d (Ap;) 
Nas Vase ie 


(nous avons effectué ici une intégration par parties) !). On écrira alors 
JE) = AË—BE-+C20. (15.15) 
Puisque /(£) n’est jamais négatif (£ étant une variable réelle), les 
racines de l'équation 
14) =0 (15.16) 
sont complexes. D'après le théorème bien connu sur les racines des 
équations du second degré, il faut pour cela que 
4 AC >> B*. (15.17) 
En portant dans cette inégalité les expressions correspondantes de 4, 
B, C (15.14), (15.14) et (15.14) nous parvenons à la relation entre (Ap;)° 
et (Ax) que nous avons cherché à établir: 


Gp (AP > &. (15.18) 


C'est l'expression la plus générale et la plus stricte du principe d'incertitude. 
Nous avons démontré qu’il ne peut exister d'ensembles quantiques pour 
lesquels les écarts quadratiques moyens pour l'impulsion (Ap.)° et pour 
la coordonnée (Ax)° puissent être simultanément nuls. 

Bien au contraire nous voyons parfaitement bien qu’à mesure que 
l'écart quadratique moyen de l’une de ces grandeurs diminue, l'écart 
quadratique moyen de l’autre grandeur augmente. Il en découle qu'il 
est impossible d’imaginer une expérience qui permettrait de définir en 
même temps x et p.; en effet la réalisation d’une telle expérience implique 
l'existence d'états pour lesquels on aurait simultanément (Ap:}° = 0 et 
(Ax}? = 0, ce qui est en contradiction avec le principe d'incertitude; 
or celui-ci est basé en dernière analyse sur l'équation de De Broglie: 


h : : : : é 
= ES . Par ailleurs dans le domaine où cette équation est en vigueur 


(domaine du microcosme) les procédés que l’on doit mettre en œuvre 
pour déterminer la coordonnée x et l’impulsion pz d’une particule doi- 
vent être distincts, les possibilités de l’un excluant celles de l’autre car 


1) Nous avons également profité de ce que Ÿ*Y étant intégrable, les dérivées 
de Ÿ, de même que la fonction ÿ elle-même disparaissent pour x = +00. 
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on ne peut trier des particules que d’après leurs impulsions ou d'après 
leurs coordonnées 1). 

Cette conclusion tient à ce que tout procédé de localisation d’une 
particule modifie son impulsion; la mécanique quantique permet de pré- 
déterminer sur une base statistique la variation résultante de l'impulsion. 

Puisque toute localisation de la particule donne lieu à une variation 
de son impulsion, la notion de trajectoire ne peut être utilisée pour décrire 
le mouvement des particules du microcosme. 

La mécanique quantique a donc affaire à des entités absolument nou- 
velles, n’obéissant pas aux lois classiques de mouvement de points maté- 
riels. 

L'expression même de «relation d'incertitude » sous-entend la non- 
applicabilité des lois classiques, puisque la notion d'incertitude n’apparaît 
que lorsqu'on applique abusivement des grandeurs de la physique classique 
à des entités étrangères. 

Nous présentons dans le paragraphe suivant quelques exemples illus- 
trant ces considérations. 


$ 16. Exemples d’application du principe 
d’incertitude 

Considérons pour commencer le procédé de mesure de la coordonnée 
d'une particule utilisant une fente. L'état initial de la particule est repré- 
senté par une onde de De Broglie plane 4. 

Posons que cette onde se propage le long de la direction OX. L'état 
considéré est caractérisé par le fait que l'impulsion de la particule a une 
valeur parfaitement déterminée, soit 


Pz = Ps Py = P: = 0. (16.1) 


Nous avons donc affaire à un ensemble de particules d'impulsion donnée. 

La position des particules de cet ensemble (leurs coordonnées) est 
par contre absolument indéterminée | Ÿ, |? = const, ce qui signifie que 
toutes les positions sont également probables. Essayons de fixer ne soit-ce 
qu'une seule des coordonnées des particules, la coordonnée y par exemple. 

Prenons pour ce faire un écran présentant une fente et disposons-le 
de telle sorte que son plan soit perpendiculaire à la direction de propa- 
gation des ondes (fig. 16). Désignons par d la demi-largeur de la fente. 
Si la particule traverse cette fente, sa coordonnée sera fixée, à l'instant 
de son passage, par la position de la fente à sa demi-largeur d près. Etant 
donné que nous connaissons l’impulsion le long de OY (p4 = 0), il semble 
à première vue que nous ayons réussi à déterminer simultanément et l’im- 
pulsion p,, et la coordonnée y de la particule. Or nous avons omis de tenir 


1) L'auteur a montré (J. Phys. U.R.S.S., 2, 71 (1940)) qu’il n'existe aucune fonc- 
tion de répartition qui, étant dépendante de (p, x), pourrait représenter un ensemble 
quantique quel qu'il soit (cf. $ 46 de ce cours). 
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compte de ce qu’à proximité de la fente se manifeste un effet de diffraction: 

en passant par la fente la direction de propagation des ondes se modifie. 

En interposant un écran avec fente on modifie l’impulsion de la particule, 

qui ne peut conserver la valeur qu’elle avait en l’absence de cet écran. 
La valeur moyenne de l’impulsion p, le long de l’axe OY reste inva- 

riable, ÿy = 0, du fait que la diffraction provoquée par la fente est symé- 

trique. Evaluons l'écart Ap, que peut 

présenter l'impulsion p, par rapport à VA 

sa valeur moyenne. Si nous faisons 

dévier le rayon de l’axe OX il se 


cf 
trouvera bientôt dans une position 
correspondant à un minimum de dif- a 
fraction (si on continue on arrivera à ES 
un maximum de diffraction, puis à un "ES DE 


autre minimum, etc.). Désignons par « 

l’angle que fait alors cette direction du 

faisceau avec l’axe OX. La plus grande 
intensité des ondes correspond donc à 
l’intervalle angulaire compris entre —« 

et +. La valeur à est définie par la 
condition que les rayons issus des deux . . 
moitiés de la fente sous l'angle « se Fig: 16. ao ep era a all ent 
neutralisent mutuellement (différence Lu 4e diffraction par la fente de l'écran 
de phase égale à +). En désignant 

par À la longueur de l'onde, nous retrouvons pour l’angle + la 
relation bien connue: 


: À 
= 16.2 
sin & à (16.2) 


La demi-largeur d de la fente est précisément l’imprécision Ay de la mesure 
de la coordonnée y. 

Quant au produit p sin «, c’est la projection de l’impulsion sur l'axe 
OY. Or comme les plus grandes intensités des ondes de De Broglie se 
trouvent dans l'intervalle compris entre les angles —« et +«, la majorité 
des résultats de mesure de l'impulsion se trouvera comprise entre 
— p sina et +p sin «, ce qui signifie que la dispersion des résultats par 
rapport à la valeur moyenne ÿ, = 0 est Apy = p sin«. 

Comme d’après la relation de De Broglie p=27h/x Ap, = 
= 2 -hsin a/x ct comme d = Ay, on tire de (16.2) 


APy Ay = Th. (16.3) 


Cette égalité montre que lorsque la précision des mesures de localisation 
des particules augmente (Ay devient plus petit, lorsque la largeur de la 
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fente diminue), les déterminations de leurs impulsions deviennent de plus 
en plus imprécises (Ap, grand); l'inverse est tout aussi vrai 1). 

Du fait de la diffraction par la fente la fixation de la coordonnée de 
la particule rend indéterminée son impulsion p, de sorte qu'après la tra- 
versée de la fente la particule appartient à un autre ensemble quantique 
où Ap, n’est plus nul. 

Considérons maintenant un exemple différent, celui d'une plaque 
photosensible idéale. Nous entendons par là que nous assimilons la plaque 
sensible à un système d’atomes occupant des positions fixes, et l’ionisation 
de l’un de ces atomes à l'enregistrement d'une image. En réalité l’ioni- 
sation d’un atome actif déclenche une réaction en chaîne qui donne lieu 
à l'apparition d’un grain sensibilisé. Après le traitement dans un bain 
révélateur ce grain apparaît comme un point noir que l’on observe dans 
la pratique courante. 


On ne peut considérer qu'un atome occupe une position fixe ou qu'il 
évolue autour d’un point fixe que s'il possède une masse importante ). 
Une plaque photographique «idéale » devrait être constituée par des 
atomes infiniment lourds et de dimension suffisamment petite, puisque 
c'est cette dimension qui détermine l’étendue de la région d'ionisation. 

” Nous montrerons au $ 51 que la fonction d'onde d’un électron appar- 
tenant à un atome n'est différente de zéro que dans une région détendue 
approximativement égale à a — h/V2ui, où 1 est l'énergie d'ionisation 
de l'atome et x la masse de l’électron. La valeur de a est de l’ordre de 
grandeur de l'incertitude sur la position de l'électron dans l'atome. L'in- 
certitude sur l'impulsion de cet électron sera donc égale à Ap & h|a. 
Dans ces expériences nous ne pouvons pas déterminer en quel point précis 
s’est produite l’ionisation d'un atome, car tout ce que nous savons c’est 
que la dimension de la région où a eu lieu la collision est approximative- 
ment égale à a. On peut en conclure que la coordonnée x de l’électron 
tombant sur la plaque photographique est au mieux connue à Av = a 


1) On notera que pour démontrer ce résultat nous avons mis à profit le fait 
que la diffraction ne modifie ni la longueur d'onde À, ni l'impulsion totale p de la 
particule. 11 en résulte que la plus grande valeur de Ap, est p, ce qui correspond 
au cas d’une particule se déplaçant parallèlement à l'écran. Or on pourrait en conclure 
qu’en déterminant l'impulsion à Ap, — p près on arriverait à rendre aussi précise 
qu'on le voudrait la mesure de la coordonnée y en réduisant toujours plus la largeur 
de la fente. Mais cette conclusion est en contradiction avec (15.7) et ce pour la raison 
suivante. Notre démonstration n'est pas rigoureuse, car clle ne vaut que tant que 
la longueur d'onde À est de l’ordre de grandeur de la largeur de la fente. Lorsque 
cette dernière diminue, la structure du champ d’onde au-delà de l'écran devient plus 
complexe et on ne peut plus lui assigner une longueur d’onde 2. bien définie, comme 
on lc fait ci-dessus. Nous voyons ainsi que la relation (15.7) est toujours valable. 

2) Appliquons en effet la relation d'incertitude Ap; = MAr;, où M est la masse 
de l'atome et r; sa vitesse: nous en tirons Ar; — h/MAx: il en découle que Ax 
et Ar ne peuvent être tous deux petits que si M est grand. Une particule infiniment 
lourde peut donc occuper une position parfaitement déterminée et avoir tout à la fois 
une vitesse également déterminée (notamment celle peut être immobile). 


ÿ 16] EXEMPLES D'APPLICATION DU PRINCIPE D'INCERTITUDE 71 


près. Comme d’autre part la collision se produit avec un électron de 
l'atome, et que l’incertitude sur la valeur de l'impulsion de cet électron 
est Ap = ha, après collision la même incertitude sur l'impulsion Apr 
sera attachée à l’électron dont on détermine la position. En multipliant 
Jx = a par Ap, & h]a il vient 


Apz° Ax A ñ. (16.4) 


La mesure des coordonnées d’une particule est toujours liée à une action 
notable de l’appareil de mesure sur la particule. Dans le cas considéré où 
on photographie la position de la particule, la détermination de cette 
position n’est rendue possible que par l’ionisation de l’atome. Pour assurer 
l'ionisation il faut dépenser une énergie Z qui provient de la réserve d’éner- 
gie de la particule elle-même. En désignant par p, l'impulsion de la par- 
ticule avant sa collision avec la plaque, on doit avoir 


p; k hk 
— > 1 = = ————. 
2 4 (Axÿ 


2u 2u a 
Si cette condition n'est pas remplie l'enregistrement photographique est 
impossible. 

Ce schéma du processus de photographie convient parfaitement à la 
description du processus de formation des traces du passage d’une par- 
ticule dans une chambre de Wilson. Ces traces sont en effet dues à des 
actes successifs d’ionisation d’atomes de gaz remplissant la chambre de 
Wilson, et représentent donc une succession de « photographies » dans 
l'acception du terme donné ci-dessus 1) (fig. 17). 

D’après (16.5) on peut conclure que la formation d'une trace dans la 
chambre de Wilson exige que l'impulsion p, de la particule photographiée 
satisfasse à l'inégalité p, >Ÿ2u 1. 

Examinons maintenant un procédé indirect de détermination des 
coordonnées de microparticules. Nous allons montrer que dans ce cas 
également on verra apparaître des ensembles satisfaisant à la relation d’in- 
certitude. En qualité d'exemple d'une détermination indirecte de la posi- 
tion d’une particule nous considérerons le procédé d'observation au micro- 
scope (fig. 18). Illuminons la particule située en un point voisin de x = 0 
par une lumière de longueur d’onde À. Le faisceau lumineux est dirigé 
le long de l’axe OX. Dans l’objectif du microscope ne parvient qu’un 
faisceau de lumière diffusée. D'après la théorie du microscope la position 


(16.5) 


1) Dans une chambre de Wilson la trace d’une particule est rendue visible grâce 
à la condensation de vapeurs sur les ions formés ct non aux ions eux-mêmes. Pendant 
le temps nécessaire pour photographier ces traces les ions arrivent à s'éloigner nota- 
blement de leurs positions d'origine. De ce fait la précision avec laquelle on arrive 
pratiquement à déterminer les positions d'une particule par le procédé de la chambre 
de Wilson est beaucoup plus petite que la précision théorique, celle-ci n'étant fonction 
que du rayon atomique; en fait la précision réelle dépend des dimensions des gout- 
telettes ct de leur dérive pendant la prise de vues. 


«1 
wŸ 
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Fig. 17. Traces de mésons x res eme de 150 MeV dans unc chambre de 


de la particule n'est déterminable qu'à Ax près, avec Ax = 


Wilson. 


_——, où 
sin € 


2e est 1 angle sous lequel on voit de la position de l’objet examiné l’objectif 


Fig. 18. Schéma illustrant la 
détermination des coordon- 
nées de position d’une par- 
ticule à l’aide d’un microscope. 


du microscope 1). Par ce procédé on peut 
donc assurer le tri de particules constituant 
un ensemble caractérisé par Ax = À /sine. 
En choisissant À suffisamment petit on peut 
en principe rendre Ax aussi petit que l'on 
veut. Cependant à chaque acte de diffusion 
l'impulsion du photon varie, et comme on 
peut le voir sur la fig. 18, la projection sur 
l’axe OX de cette variation d’impulsion doit 
être comprise dans les limites définies par 


+ 2re sin € REA est l'impulsion 
À À c 


du photon |: Cette impulsion est transmise 


aux particules dont les impulsions sont alors 


1) L'erreur Ax Æ A/sine provient des effets de diffraction à l’entrée de l'ot- 


jectif du microscope. 
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27h 


dispersées dans les limites définies par Ap, & 


sine. D’après ces 


considérations la sélection d’un ensemble de particules localisées dans 
une petite région de l’espace (Ax) n’est possible qu’en utilisant des 
radiations de courte longueur d’onde À, donc de grands quanta, ce qui 
signifie une importante action énergétique; d’autre. part un ensemble 
caractérisé par une faible valeur de Ax présentera un Ap,; important. 
En multipliant Ax par Ap, on trouve Ap,-Ax = 2 xh1). 

Lorsqu'on a affaire à des particules qui ne sont pas libres, seules les 
mesures indirectes sont utilisables. Ainsi, par exemple, la coordonnée 
d’un électron faisant partie d’un atome se détermine par l'étude de la 
diffusion d’un faisceau de particules libres (électrons, rayons X). Les 
informations que l’on recueille dans ces conditions concernent alors non 
pas la position d’un électron dans un atome isolé, mais la répartition 
des positions des électrons d'un grand nombre d’atomes se trouvant dans 
un seul et même état; on détermine donc directement | 4 (x) [* (cf. théorie 
de collision, &$ 79). 

Pour conclure nous donnerons encore un exemple de détermination 
des coordonnées d’une particule. Considérons une particule contenue 
dans une boîte dont les parois sont imperméables à cette particule. Soit 
Î la dimension initiale de la boîte. Rapprochons les parois de la boîte 
(0). La position du centre de la boîte fixera finalement la position 
de la particule. Comme par hypothèse les parois de la boîte sont imper- 
méables pour la particule, la fonction d'onde de la particule n’est diffé- 
rente de zéro qu’à l’intérieur de la boîte. Il en résulte que (Ax}° = /*°. A 
mesure que diminue le volume de la boîte, la dispersion des valeurs de 
l'impulsion doit augmenter 

GP > 
Dans ces conditions p — 0 et l'énergie moyenne de la particule est donc 
égale à 


La contraction de la boîte exige donc une dépense d'énergie, et à mesure 
que le volume de localisation de la particule diminue (Ax = / -> 0) cette 
dépense d'énergie croît au-delà de toute limite. Il en résulte que plus le 


1) Dans certaines publications ces expériences sont traitées comme si on n'avait 
affaire qu’à une seule particule. Or en n’utilisant qu'une seule particule on ne peut 
obtenir qu’un seul acte de diffusion (aussitôt après cette particule fera partic d'un 
autre ensemble); un seul quantum diffusé ne peut suffire pour localiser une particule 
Gil n°y aura pas d'image dans le plan focal). Une théorie mathématique correcte basée 
sur l'interprétation statistique de la fonction % a été établie par Mandelstamm 
(L. Mandelstamm, Cours d'optique, de théorie de la relativité et de mécanique 
quantique, M., 1972 (en russe)). 
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volume dans lequel se trouve localisée la particule devient petit, plus 
l'énergie de la particule doit devenir grande. L'expérience confirme cette 
curieuse déduction de la théorie quantique. Ainsi, par exemple, les électrons 
faisant partie des atomes (dimension atomique 10”7?-10"8 cm) ont une 
énergie de 10 à 100 eV, tandis que les nucléons du noyau (dimensions 
des noyaux atomiques 1071$ cm) ont une énergie d’environ 1 MeV. 

Passons maintenant aux mesures de l'impulsion. Examinons tout 
d'abord les expériences de diffraction que nous avons choisies expressé- 
ment pour la mesure de l’impulsion. La fig. 14 représente un réseau de 
diffraction, le faisceau incident ÿ et les faisceaux diffractés r, d,... 

Désignons par / la largeur du faisceau primaire et par d le paramètre 
de réseau. Le nombre efficace de traits du réseau est alors N — //d. D'après 
la théorie de diffraction un tel réseau permet de différencier les ondes À 
et 7. + A, avec 


Ai =— —h--. 16.6 

Fe ; (16.6) 
C'est le pouvoir séparateur du réseau de diffraction. Notre réseau de dif- 
fraction divisera alors l’ensemble initial en deux autres ensembles r et d, 
par exemple, chacun caractérisé par sa propre valeur de l’impulsion à condi- 
tion que la différence de ces impulsions soit supérieure à 

rh A). 2 
Ap= 2xh A). 27h d 


TRUE en 


Pour qu'une subdivision en faisceaux soit possible (c'est la condition 

même d’une mesure d’impulsion), nous devons éloigner notre cylindre 

de Faraday à une distance Ax (mesurée le long de l'axe du faisceau r ou 

d) qui doit être plus grande que //x, & étant l'angle entre les axes des fais- 

ceaux r ct d. On aura donc Ap:Ax >2%xh 4 - !. Or comme 4 et x sont 
# œ 

comparables !), et que l'angle « est petit on écrira finalement 


Ap-Ax > 25h. (16.8) 


Autrement dit le produit de l'étendue du faisceau Ax (région où se trouve 
la particule) par l'incertitude Ap sur la valeur de l’impulsion, qui est déter- 
minée par la valeur finie du pouvoir séparateur du réseau, doit être plus 
grand que 27h. 

Considérons encore le procédé de détermination de l'impulsion des 
particules par mesure de la fréquence de la lumière diffusée. Pour sim- 
plifier nous nous limiterons au problème à une dimension. Soient p- 
l'impulsion de la particule avant sa collision avec un quantum de lumière 
et p, son impulsion après collision. Soient « la fréquence de la lumière 


1) Si À} > d on n'observerait aucun effet de diffraction. 
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incidente et «’ la fréquence de la lumière diffusée. Appliquant la loi de 
conservation de l'énergie on écrira 


CRE 1. 2 a 
fie — he — Ce (PF — P°) ; (16.9) 
et en vertu de la loi de conservation de l'impulsion on aura d’autre part 
fo how’ , 
_ 4. hp (16.10) 


Les impulsions sont données alors par 


oo" _ h(w+e) 


= 16.11 
Fe 2c ee 
À © — 0” h(o + w’) a 
= — --- ————— : 16.11 
Rs © + w” % 2c ( ) 


Connaissant « et w’ on peut donc déterminer l'impulsion p4 de la par- 
ticule incidente. Cette expérience ne nous fournit cependant aucune infor- 
mation relative à la position de la particule. L'endroit où se produit la 
diffusion reste indéterminé. Nous aurions pu déterminer sa position à 
Ax près, si nous avions utilisé non pas une onde monochromatique mais 
un signal de largeur Ax. Or nous savons bien qu'un tel signal comporte 


a Ao T sea 
touic une gamme de fréquences: Ak,; = — = res Dans ces conditions 
C X 


l'impulsion des particules aurait été déterminée avec une incertitude infé- 
hAo 


rieure à Apz = hAk; = ——; on en tire Ap,;Ax > xh. 
€ 

Examinons pour conclure ce paragraphe une expérience largement 
utilisée dans la pratique. Posons que l’on cherche à déterminer l'impulsion 
p d'un neutron par étude de sa collision avec un proton; nous admettrons 
que l'impulsion initiale du proton était égale à zéro. Après collision (on 
considère le cas d'un choc central) l'impulsion du neutron devient nulle 
et celle du proton égale à l'impulsion initiale p du neutron (en postulant 
que leurs masses sont égales). On peut mesurer cette impulsion en mesu- 
rant, par exemple, dans une chambre de Wilson l'incurvation que subit 
la trace du proton sous l’action d’un champ magnétique appliqué. Cette 
mesure fournit en même temps la valeur initiale de l'impulsion du neutron. 
Cependant cette expérience ne donne aucune indication sur l'endroit 
où s'est produite la collision. En utilisant la chambre de Wilson nous 
pouvons indiquer cet endroit puisque c'est l’origine de la trace marquant 
la trajectoire du proton ayant subi le choc. Nous avons déjà montré que 
la méthode de la chambre de Wilson ne permet de fixer la position d'une 
particule et donc l’origine de la trace qu'à Ax = a près (a — dimension 
de l'atome) !). Quant à l'impulsion de la particule elle ne sera connue 


1) C'est là le maximum de précision donné par la théorie, mais jamais atteint 
en pratique (cf. renvoi en bas de la page 71). 
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qu’à Ap = hJa près, et c’est dans cette approximation que peut être déter- 
minée l'impulsion du proton. L’impulsion du neutron sera donc connue 
avec la même imprécision. Le produit des incertitudes est à nouveau 
Ap:Ax > h. 

Ces différents exemples montrent bien qu’il n’y a aucune contradic- 
tion entre l’établissement sur la base de principes généraux de la mécanique 
quantique de la relation d'incertitude et les particularités des dispositifs 
de mesure. 


$ 17. Rôle des appareïls de mesure 


Quels que soient les phénomènes étudiés par les méthodes statistiques, 
les appareils de mesure utilisés d’une part pour mettre en évidence les 
ensembles statistiques et d’autre part pour déterminer les lois de répar- 
tition qui les régissent, doivent se situer en dehors de ces ensembles. Cela 
signifie qu’ils ne doivent pas comporter d’éléments aléatoires, propres 
aux systèmes statistiques à l'étude. 

Cependant tout appareil de mesure, comme tout corps, est composé 
d’atomes, de molécules ou d’autres formations microscopiques qui tous 
effectuent différents mouvements et du point de vue de la mécanique 
quantique appartiennent donc à un certain ensemble quantique. A pre- 
mière vue il peut sembler que les difficultés d’interprétation soient int- 
vitables. Mais la mécanique quantique a trouvé un moyen extrêmement 
ingénieux et élégant pour surmonter ces difficultés: l'aménagement de 
l'appareil de mesure doit être tel que son fonctionnement ne fasse intervenir 
en dernière analyse que ses propriétés classiques, c'est-à-dire des propriérés 
où la constante de Planck h ne joue aucun rôle. On dira d’un tel instrument 
que c’est un instrument « classique » ou encore « macroscopique ». et 
que par essence il ne comporte aucun élément régi par les lois de la sta- 
tistique quantique. 

Tous les exemples de détermination de p- et de x que nous avons 
cités au $ 16 sont autant des exemples du caractère « classique » des appa- 
reils de mesure utilisés. Ces appareils de mesure étaient constitués par 
des écrans munis de fentes étroites, l’atome lourd d'une plaque photo- 
sensible idéale, une boîte à parois imperméables et immuables, un réseau 
de diffraction à traits équidistants, et enfin un spectroscope servant à 
mesurer la longueur d'onde de la lumière diffusée. 

Nous avons traité ces différents appareils comme des instruments de 
la physique classique, dont le fonctionnement ne fait pas intervenir la notion 
de constante de Planck #. Cela revient à dire que ces instruments mesurent 
des grandeurs corpusculaires classiques. 

Un ensemble de ces grandeurs, suffisant pour définir une fonction 
d'onde, est appelé ensemble complet, et la détermination de 
ces grandeurs une mesure complète. 

En mécanique classique une mesure complète comporte la détermina- 
tion des coordonnées x de la particule et des impulsions p qui leur sont 
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canoniquement conjuguées. Etant donné que dans le domaine de la méca- 
nique classique toutes les grandeurs peuvent être déterminées simultané- 
ment, ne serait-ce qu’en principe, on peut dire qu’il n’existe ici qu’une 
seule mesure complète. 

Ayant déterminé, par exemple, les impulsions et les coordonnées 
cartésiennes (p, x) des corpuscules, on peut calculer toutes les autres gran- 
deurs, par exemple, les impulsions et les coordonnées généralisées (P, Q) 
qui elles aussi constituent un ensemble complet de grandeurs et caracté- 
risent tout aussi bien le mouvement que l’ensemble (p, x). En outre rien 
ne s'oppose à ce qu’au prix d’une complication des mesures on détermine 
simultanément (p, x) et (P, Q). Vu le caractère non contradictoire de la 
mécanique classique, les valeurs calculées de (P, Q) coïncideront avec les 
valeurs directement mesurées. Ceci montre que dans le cadre de la méca- 
nique classique le passage d’un ensemble complet de grandeurs à un 
autre ensemble ne suscite aucune difficulté. 

De même qu’en mécanique classique dans le domaine quantique l'en- 
semble complet de grandeurs définissant la fonction 4, et avec elle l'en- 
semble quantique correspondant, n’est pas unique. 

Mais il existe entre la mécanique classique et la mécanique quantique 
une différence de principe: en mécanique quantique les différents ensem- 
bles ne sont pas en général compatibles: si l’un est valable tous les autres 
nc le sont pas. Aussi la mécanique quantique connaît-elle un grand nombre 
de mesures complètes différentes et incompatibles. 

Cet état de choses est caractérisé par l'existence d’ensembles complets 
complémentaires, en ce sens que ces différents ensembles se complétant 
mutuellement constituent un ensemble classique complet. 

L'exemple le plus important d’ensembles complémentaires de variables 
dynamiques est un ensemble de coordonnées cartésiennes x, y, = d’une 
particule, et l'ensemble des impulsions p,, Py, Pz Canoniquement conju- 
guées aux coordonnées; ces deux ensembles constituent un ensemble 
complet de caractéristiques dynamiques d’une particule de la mécanique 
classique (p, x). En mécanique quantique le premier ensemble ci-dessus 
correspond à un ensemble où sont fixées les coordonnées de la particule 
x = x", y=}, z = 2". Cet ensemble est décrit par la fonction d’onde 
Ur,y, :(% 7, z). L'autre ensemble, complémentaire du premier, 
correspond à un ensemble quantique d’impulsions définies: p, — p., 
Puy = Py Pz=p:; la fonction d’onde de ce dernier ensemble est 
Vrrpr, © Jr 2). Du point de vue de la mécanique quantique ce 
deuxième ensemble est tout aussi bien défini que le premier, bien qu’il 
en diffère foncièrement. La fonction d'onde caractérisant le premier 
ensemble est concentrée à proximité du point x = x", y} =}", z— 2, 
tandis que la fonction d’onde de l’autre ensemble se présente comme une 
onde plane de De Broglie (11.2). Un autre exemple d’ensembles com- 
plémentaires complets est un ensemble de coordonnées sphériques r, 
0, © d’une particule et un ensemble de grandeurs conjuguées à ces coor- 
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données : l'énergie de la particule E,, le moment de rotation M et la pro- 
jection M, de ce moment sur l’axe OZ. 

Les variables canoniquement conjuguées sont soumises au prin- 
cipe de complémentarité. Selon ce principe les variables 
dynamiques P et Q canoniquement conjuguées forment des classes qui 
se complètent mutuellement, appartenant à des ensembles quantiques 
incompatibles. 

Ce principe a été formulé par Bohr sous une forme généralisée: les 
variables dynamiques caractérisant les particules (ou les systèmes de 
particules) forment deux classes complémentaires — la classe des varia- 
bles spatio-temporelles Q et la classe des variables énergo-impulsionnelles 
P; les variables de ces deux classes sont définies par des mesures par- 
ticulières à chacune d'elles. En fait le principe de complémentarité exprime 
par des mots le contenu de la relation d'incertitude (15.18) qui, ainsi 
qu'on le verra dans ce qui suit, peut être étendue à n'importe quelles varia- 
bles impulsionnelles et spatiales canoniquement conjuguées. 

En vertu de la relation d'incertitude le caractère d’un ensemble quan- 
tique est totalement différent selon les critères que l'on utilise pour le 
définir (autrement dit selon l’ensemble complet de grandeurs utilisé pour 
le définir); si on effectue des mesures concernant un autre ensemble com- 
plet incompatible avec le premier, ses caractéristiques en seront nota- 
blement affectées. On ne peut donc parler de l’état d’un ensemble quan- 
tique sans préciser l’ensemble complet de grandeurs qui a été utilisé pour 
le définir. 

Il s'ensuit que les appareils de mesure permettant de déterminer des 
ensembles complets ne doivent être considérés que comme des « systèmes 
de référence » à l’aide desquels on fixe l’état d'un ensemble quantique!). 

La raison d’une différence si profonde entre les définitions classique 
et quantique de l’état d’un système réside en ce que les conceptions clas- 
siques ne disposaient d'aucune échelle absolue de petitesse. L'étude du 
microcosme a permis de déterminer un certain nombre de constantes 
atomiques fixant une microéchelle des grandeurs physiques: la charge 
électrique élémentaire e, la masse élémentaire 1: de l’électron et du posi- 
tron, les masses des particules lourdes les plus simples m, du proton et 
Mn du neutron, la constante de Planck À et d’autres encore. 


Actuellement nous ne connaissons pas exactement quelles peuvent 
être les limitations qui devraient découler de l'existence d’une charge et 
d’une masse élémentaire aussi bien pour les conceptions classiques que 
pour les nouvelles notions quantiques, mais nous savons fort bien les 
conséquences qu’entraîne l'existence d’un quantum d’action #. L'exis- 
tence du quantum d’action donne lieu à l’effet de diffraction des par- 


1) Cela ne signifie nullement qu'en l'absence d’un appareil de mesure il n'y a 
plus d’ensemble quantique: des situations naturelles qui surgissent spontanément 
fixent l’état d’un ensemble quantique et se comportent donc à l'instar d’un appareil 
de mesure. 
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ticules dont le mouvement ne peut. plus être décrit par l’utilisation simul- 
tanée de grandeurs telles que p et x. 

Voyons de plus près comment un processus de mesure peut influer 
sur un ensemble quantique. 

Posons que l’ensemble considéré soit défini par la fonction d’onde 
(x) (ensemble pur)!). Nous examinerons tout d’abord le cas où on 
procède à des mesures d’impulsion. Nous décomposerons pour cela 


Ÿ (x) en un spectre d'onde de De Broglie 4, (x) = exp _ LERSE 


Ÿ (x) = (ct) bp ) dp. (17.1) 


Soit N le nombre total de mesures, dont N’ mesures ont donné une 
valeur p voisine de p’, N°’ mesures une valeur p voisine de p'”’, N°’’ mesures 
une valeur p voisine de p’”’, etc. (N = N'+ N'+N'"+...). On écrira 
alors (cf. $ 14): 


N' Sr N” NEC AN N° ° 
=lc , 2 d, : = |c Ê d a : = |<c 114 2 dp'",... 
n = ICE) dp oen L p 7 = lc EE dp 


(17.2) 


Après les mesures portant sur N’ particules on a dégagé un nouvel 
ensemble pur pour lequel p = p' et qui se caractérise par une nouvelle 
fonction d'onde (x). Les mesures permettent donc de sélectionner 
dans l’ensemble initial d’impulsion indéterminée un certain nombre de 
sous-ensembles, chacun caractérisé par une valeur bien déterminée de 


1, 


Pimpulsion p', p', p'”’,... et par une nouvelle fonction d’onde 
Dn (x), D (XX), pr (X), 


On passe donc de l’état initial 4 (x) dans un des états ®, (x). Ce chan- 
gement de fonction d'onde est désigné sous le nom de «réduction» 
du paquet d’ondes. La signification physique d’une réduction est qu'après 
une mesure la particule considérée fait partie d’un nouvel ensemble pur. 

Tout l’ensemble, apparaissant du fait des mesures, se laisse caracté- 
riser par une série de fonctions d'onde 4,:(x), d-(x), dy (x), ..., 
et par les probabilités correspondantes | c(p')[* dp', | c(p)|* dp”, 
[c(p")Ë dp'",...; cet ensemble est donc un ensemble mixte. 

On retrouve cette même situation dans d’autres cas; considérons 
deux autres exemples encore. Soit le cas où on mesure la coordonnée x. 
Décomposons (x) en un spectre de fonction d’onde caractérisant des 
états de valeurs données de x. Ces fonctions seront de la forme . (x) = 
= (x — x). 


1) Ce n'est que pour faciliter la démonstration que nous considérons un ensemble 
pur et la mesure d’une seule coordonnée spatiale x; c'est amplement suffisant pour 
éclairer la nature du problème. En ce qui concerne l'influence qu'exercent les mesures 
sur les ensembles mixtes on se rapportera au & 46. 


80 FONDEMENTS DE LA MÉCANIQUE QUANTIQUE [CH. Il 
On a donc 
D (x) = \ c(x') 5 (x'— x) dx”. (17.3) 


En vertu des propriétés de la fonction 5, il en découle aussitôt que 
c(x) = (x). Si dans N° mesures on trouve que x est voisin de x’, dans 
N'’ mesures que x est voisin de x’”’, etc., on écrira 


_ =| ce) dx =! 4% (x) dx’, 

N° LZ2 9 LZA U v, » , 

" = le(x") dx" = 1 6 (x) F dx”, (17.4) 
N°" CZ 9 tZZ2 LS | CLZA o {ZZ2 
le ) dx" = 1 Lx) dx, 


Après chaque mesure la fonction initiale 4 (x) se réduit à une fonction 
telle que d (x) = S(x— x). Cette réduction est illustrée par la 
fig. 199). 

Ceci montre qu’à la suite de mesures des coordonnées on voit appa- 
raître un ensemble mixte, dont les sous-ensembles purs définis par d. (x), 
dx: (x),... ont des probabilités | & (x’}[?, | b(x”)1%,... Donc, de 


U 


priT) 
(T) 


T=Z" æ 


‘Fig. 19. Réduction d'un paquet d'ondes (x) 

(courbe a) à la fonction 4. (x) (courbe b) après 

mesure de la coordonnée x qui a été trouvée 
égale à x’ 


même que dans le cas des mesures d’impulsions, chacune de ces proba- 
bilités est déterminée par l'intensité | c (x’) | de l’état pur 4 (x) figurant 
dans l’état initial pur 4 (x) (dans le cas particulier de mesure de la coor- 
donnée c (x') = ÿ (x’)). 

Nous démontrerons au $ 22 que lorsqu'on mesure une grandeur méca- 
nique Z, pouvant assumer les valeurs L,, Le, Ls,..., La, et que l’on désire 
calculer la probabilité de ce que L = L», on doit décomposer & (x) en un 


1) Rappelons que toute mesure de la coordonnée entraîne une consommation 
0 qui est fournie soit par l’appareil de mesure, soit par la particule elle-même 
cf. $ 16). 
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spectre d'états ÿy (x). Chacun de ces états est alors caractérisé par ce 
que la grandeur L y présente une seule valeur L = La !). 

La décomposition spectrale dont il est question se laisse représenter 
par 

LD = À cn bn (D. (17.5) 
LO 

Le nombre N, de cas où Z = L, doit donc être proportionnel à | cz |°, 
soit 
Mn 


el, = jet, = [er Eu (7.6 
De VE Fe | Cu” ! S lon ! (17.6) 


ce qui signifie qu'à nouveau nous avons réduit le paquet initial & (x) à 
un état Y1 (x), et qu'à la suite de toutes les mesures effectuées nous obte- 
nons un ensemble mixte. 

Nous pouvons donc constater que lors des mensurations les ensembles 
qu:ntiques se comportent toujours de façon semblable, à savoir: route 
mensuration transforme un ensemble pur en un ensemble mixte ?). Cette 
transformation d’un ensemble pur en un ensemble mixte n'est rien d’autre 
que la réalisation pratique de la décomposition spectrale de l’ensemble 
initial en un spectre d’'ensembles purs, sélectionnés par l'appareil de mesure. 

L'ensemble initial « passant » par l’appareil de mesure se trouve de 
ce fait décomposé en un système de sous-ensembles, déterminés par rap- 
port à cet appareil de mesure. En mécanique quantique, l'appareil de 
mesure classique utilisé en tant que système de référence se comporte 
donc en analyseur spectral des ensembles quantiques permettant ainsi de 
les étudier. 

C'est pour bien marquer ce comportement particulier des ensembles 
quantiques que nous avons concentré notre attention sur l’appareil de 
mesure en tant qu'analyseur spectral des ensembles à l’étude. Cependant 
la mensuration ne s'arrête pas à la décomposition spectrale qui n’en est 
que ja première étape de la mesure quantique. Il faut préciser encore dans 
quel faisceau lors de telle ou telle autre mensuration a été décelée la par- 
ticule. On utilise pour cela des détecteurs dont le rôle est de fixer la 
présence de la particule dans l’un des faisceaux, ou comme on le dit 
couramment, dans l’un des canaux. 

Le détecteur est lui aussi un dispositif macroscopique mais qui a ceci 
de particulier que c’est obligatoirement un dispositif macroscopique instable. 

Dans le domaine des phénomènes quantiques bien que l'appareil 
de mesure affecte parfois irrémédiablement l'état de la particule à l’étude, 
celle-ci en retour doit toujours affecter l'état de l'appareil de mesure de 


?) Nous supposons ici que la grandeur L peut prendre diverses valeurs discrètes 
L;, La, Ls,..., tandis que dans les deux cas précédents nous avons posé que p ct x 
pouvaient varier de façon continue. 

#) Exception faite du cas où la mensuration ne fait que répéter la mensuration 
qui avait été utilisée pour définir l'ensemble initial, celui-ci ne varie alors pas. 
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manière à le modifier d’une façon déterminée, puisque autrement cet appa- 
reil serait inutilisable. Il est évident qu’une particule microscopique ne 
dispose ni d’une énergie ni d’une impulsion suffisante pour modifier l'état 
d’un système macroscopique stable. Mais elle peut fort bien modifier 
l’état d’un système macroscopique si cet état est instable. 

On peut constater sans peine que tous les dispositifs utilisés pour la 
détection des microparticules présentent une instabilité de caractère élec- 
trique, thermodynamique ou mécanique. Ainsi, par exemple, dans un 
compteur de Geiger l’ionisation primaire du gaz provoquée par le passage 
d’une particule ionisée, donne lieu à la formation d’une avalanche d'élec- 
trons secondaires, qui, eux, donnent naissance à un effet macroscopique 
de décharge électrique. Dans une chambre de Wilson l’ionisation fait 
apparaître tout le long de la trace des gouttelettes d’un liquide se trou- 
vant au sein d’une atmosphère de vapeur sursaturée et thermodynamique- 
ment instable; dans la chambre à bulles la trace de la particule est mar- 
quée par l’apparition au sein d’un liquide en surchauffe de bulles de vapeur 
qui se forment autour des ions primaires. Dans les grains sensibles d'une 
plaque photographique se déclenchent des réactions chimiques en chaine 
provoquant le noircissement de tout le grain. 

Par conséquent toute mesure dans le domaine quantique débute par 
un microeffet quantique et s’achève en se manifestant par un effet macro- 
scopique. On pourrait dire que l’action qu’exerce une microparticule sur 
un appareil de mesure est une action de déclenchement d’un mécanisme 
de mise à feu provoquant une explosion. 


La particularité la plus importante des appareils de mesure utilisés 
réside en ce que différents analyseurs fournissent des décompositions 
spectrales différentes et incompatibles (ce qui répond parfaitement à la 
nature même du microcosme); il en résulte que l’utilisation simultanée 
de plusieurs critères complémentaires pour décrire une particule conduit 
à un résultat inadéquat à la réalité. 


Il n’est pas du tout nécessaire de se représenter un appareil de mesure 
comportant un analyseur et un détecteur comme un instrument de labo- 
ratoire. Bien au contraire l’expérimentateur qui choisit tel appareil de 
mesure ne fait que l’associer à ce qui existe déjà dans la nature et il serait 
insensé de penser que si l’observateur vient à manquer les ensembles quan- 
tiques perdraient toute signification. 


Dès qu'apparaît dans les conditions naturelles une situation exigeant 
une décomposition spectrale de l’ensemble préexistant et une détection 
convenable des particules, apparaissent de nouveaux ensembles qui 
seront définis par d’autres critères; il se produit donc ce qu’il est convenu 
d'appeler une «intervention de mensuration ». Le caractère objectif du 
phénomène est parfaitement indépendant de ce que le processus en question 
soit ou non observé par un expérimentateur. 


Les problèmes relatifs à la théorie des mesures quantiques sont traités 
exhaustivement dans les paragraphes 139 et 140. 


CHAPITRE lil 


REPRÉSENTATION DES GRANDEURS 
MÉCANIQUES PAR DES OPÉRATEURS 


$ 18. Opérateurs linéaires autoconjugués 


Nous venons de voir qu’il ne peut exister dans le domaine quantique 
d’état pour lequel la coordonnée et l’impulsion d’une particule puissent 
être simultanément définies. On retrouve cette situation de fait dans le 
formalisme de la théorie quantique: celle-ci fait appel à un appareil mathé- 
matique très différent de celui que l’on utilise en mécanique classique, 
où l’indication du couple des grandeurs p et x a une signification physique 
parfaitement suffisante. Pour aborder la description de l’appareil mathé- 
matique de la mécanique quantique nous prendrons pour point de départ 
les expressions donnant les valeurs moyennes des fonctions des coordon- 
nées et des impulsions d’un état (x, y, z), que nous avons établies au 
$ 13. La valeur moyenne de la fonction des coordonnées de la particule 
y était représentée par la formule (13.1) qui s’écrit 


FG, 7,2) = \ dx, »,2) FX, 7,2) Lx, »,2)dxdydz, (18.1) 


de même la formule (13.6) donnait la valeur moyenne de la fonction des 
impulsions: 
F(Pr: Py Pz) = 
| \ y Ce, 9 F[— in —ih Line] U x,» 2) dx dy de. 
| êx dy êz 
(18.2) 


Ces deux formules se laissent exprimer sous la même forme si on repré- 
sente les projections de l’impulsion p,, p,, et p, par les opérateurs 


5 . à 5 5310 6 Ô 
Pere SRE Pe= —ih (18.3) 


La formule (18.2) s’écrira alors 
F(Pr Py» P:) si \ + (62 y, 2) F(Bs P}, B.) Ÿ @, y; 2) dx dy dz. (18.4) 


Nous arrivons ainsi à représenter la fonction de l'impulsion F(pz, P,, Pz) 
par l'opérateur F(P,, À,, P,). 
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Ce résultat laisse prévoir que l’on doit pouvoir représenter par des 
opérateurs d’autres grandeurs mécaniques notablement plus compliquées 
telles que L(p2, Pi» Pz X, Y, z) dépendant aussi bien des impulsions que 
des coordonnées d’une particule. Il s’avère en effet que toutes les corré- 
lations entre grandeurs mécaniques utilisées dans le domaine quantique 
se laissent exprimer en termes d'opérateurs d’une classe donnée. C'est 
de là que découle l’importance fondamentale de l'introduction des opéra- 
teurs dans la mécanique quantique. 

Afin de pouvoir définir la classe d'opérateurs utilisés en mécanique 
quantique, nous commencerons par donner une définition générale de 
l'opérateur. Indépendamment de sa forme concrète nous appellerons 
opérateur un symbole tel que Ê, indiquant le procédé par lequel on peut 
juxtaposer à chacune des fonctions d’une classe donnée u (x) unc autre 
fonction (x). En notation d'opérateurs cette opération s'écrit sous la 
forme d’une multiplication de u(x) par ‘ 


Lu (x) = v (x). (18.5) 

Dans cette égalité le symbole L peut représenter par exemple une multi- 

plication par x(£ = x), une dérivation par rapport à x[£ = +} une 
X 


racine (£—=Y  ), etc. 

De toute la multitude d’opérateurs que l'on pourrait envisager, on 
n'utilise pour représenter les grandeurs mécaniques du domaine quan- 
tique qu’une seule classe bien déterminée d’opérateurs que l’on appelle 
opérateurs linéaires autoconjugués (ou d’Hermite). 

Un opérateur Ê est dit linéaire s’il présente la propriété suivante: 


L (ci + Cous) = CLuy + Ce Lu, (8.6) 


u, ct #2 étant deux fonctions arbitraires et c, et c, deux constantes égale- 
ment arbitraires. Il est parfaitement clair qu’une racine ne peut être un 


opérateur linéaire, tandis que _ est un opérateur linéaire. 
x 


Cette limitation découle du principe de la superposition des états. 
La linéarité d’un opérateur exprimée par (18.6) signifie que l’application 
de l'opérateur à la superposition de deux fonctions , et u, est équivalente 
à la superposition des résultats de l’application de ce même opérateur à 
chacune des fonctions, prises séparément 


Lu + cous) = Ctn + Cots, avec 1 = Lu, va = Lus; 
autrement dit nous imposons que la mise en œuvre des opérateurs n'in- 
valide pas le principe de superposition. 

On dit d’un opérateur £ qu’ilest autoconjugué (opérateur 
d'Hermite) s'il satisfait à l’égalité 


\ us (x) Êus (x) dx = VE (x) Lu? (x) dx, (18.7) 
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l'intégrale est étendue à tout le domaine de variation de la variable x, 
tandis que ; et u. sont deux fonctions arbitrairement choisies parmi 
une large classe de fonctions ?). Dans le cas où il y a plusieurs variables, 
on remplace dx par dx dy dz... 

Nous verrons plus tard que toute la signification de la condition d’auto- 
conjugaison réside en ce que seuls les opérateurs qui lui satisfont sont 
susceptibles de représenter des grandeurs physiques réelles (c’est-à-dire 
non imaginaires). j - 

Ilustrons la propriété (18.7) par l'exemple de l'opérateur impulsion 


Ê; = —_ih-2. Nous écrivons 
êx 
b œ +o 
\ 15 quo du = —ih \ us x — 
ox 
_ & — © 
+ a! + 
= [—ituius]tS + if \ Us © dx = \ u, Pr ui dx 
: — © — © 


(puisque ui (+ oo) = us (+ co) =.0). Il s’ensuit que Ê, est un opérateur 
linéaire autoconjugué. On voit d’autre part que 4/0x est un opérateur 
linéaire mais non autoconjugué, puisque 


+ o +o . +o: Ps 

+ du: = — Oui . eu 
\ ui dx \ ue dx # + \ ue dx. (18.8) 
_— © —© -o 


Disposant de plusieurs opérateurs on peut les utiliser pour en établir d’au- 
tres, plus compliqués. Les procédés d’établissement d’opérateurs com- 
pliqués à partir d’opérateurs simples découlent de la définition même 
d’opérateur et peuvent s'énoncer sous forme de règles algébriques simples. 
Considérons deux opérateurs linéaires et autoconjugués À et 6. Nous appel- 
erons somme de ces deux opérateurs un nouvel opérateur C tel que 


Cy = Ag + By. (18.9) 
ISous forme de symboles cette égalité s'écrit 
Ê = À + 8. (18.10) 
Si par exemple À = i 2 et Ê = x,.il s'ensuit de ( 18.9) 
ax 
Css 
! 9x + 


1) Ces fonctions doivent être intégrables et avoir des dérivées qui s’annulent 
sur les frontières du domaine d’intégration. “ 
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La définition d’un produit d’opérateurs est un peu plus compliquée. Nous 
entendons par produit de deux opérateurs À et B un opérateur C tel que 


Cy = A(B%), (18.11) 


ce qui veut dire qu'on doit commencer par faire agir l'opérateur À sur 4, 
puis appliquer l’opérateur À au résultat obtenu. Si le résultat final peut 
être obtenu par l’action de l'opérateur C, celui-ci est précisément le pro- 
duit de À et B. Sous forme de symboles cela s'écrit 


C = À6. (18.12) 


Exemple: a=it B = x; on a alors 
X 
Ég = A (BU) = 1 2 (kg) = 10 + ix À, 
ax êx 
il en résulte que 
à . c@ ; a 
= <= ;jfi EE - 
êÊ i+ix i[ +x 


Hi est important de noter que le produit d'opérateurs dépend de l'ordre 
dans lequel sont disposés les facteurs. En reprenant l'exemple ci-dessus, 
nous aurons en effet 


CuAtEe ! er LA 
Éy= B(AY=ix *. soit Cire 
ax ôx 


De ce fait, disposant de deux opérateurs À et B, nous pouvons avoir 
non seulement le produit Ë mais aussi un autre produit C’: 


C'= BA. (18.12) 


Les règles établies permettent d'effectuer avec les opérateurs des opé- 
rations d’addition, de soustraction et de multiplication comme on le fait 
en algèbre, à cela près qu’on ne doit pas modifier arbitrairement l’ordre 
des facteurs. On a en effet 


Ê= (À — B)(4 + B) = 4° — BÂÀ + AB — BE, 


et non pas 4° — B?. 

L’algèbre où on ne doit pas modifier l’ordre des facteurs est connue 
sous le nom d’algèbre non commutative, les grandeurs 
étant elles-mêmes désignées sous le nom de grandeurs non com- 
mutatives. 

Dans le cas où les produits Ë et C’ sont égaux 


AB— BA = 0, (18.13) 


les opérateurs À et B sont dits commutables. Dans le cas contraire 
on les appelle opérateurs non commutables. L'opérateur 
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Ê = ÂB— BÂÀ est appelé commutateur des opérateurs 
A ct B. 

Lorsqu'on multiplie deux opérateurs linéaires et autoconjugués on 


doit tenir compte de ce que leur produit ne sera pas un opérateur auto- 
conjugué. En effet 


= (AB + BÀ) + A6 — 6à). (18.14) 

Dans le cas où les opérateurs À et À sont tous deux des opérateurs auto- 

conjugués, l'application de (18.7) permet de démontrer que l'opérateur 
Ê= _ (4B+ 8À) (18.15) 

est autoconjugué, tandis que l'opérateur 

6 == AB À) (18.16) 


ne l'est pas, exception faite du cas où les opérateurs 4 et $ sont commu- 
tables, ce qui donne alors G — 0. Comme tout opérateur peut commuter 
avec lui-même, il découle de l'exposé ci-dessus que tout opérateur À liné- 
aire et autoconjugué élevé à une puissance n (n positif et entier) est un 
opérateur de même espèce 


À" = À À... À. 
n 


A l'aide de ces règles on peut établir, à partir des opérateurs projections 
d’impulsion ,, P,, P, (18.3) et des opérateurs coordonnées x, y, z, d’au- 
tres opérateurs Ê linéaires et autoconjugués qui seront plus compliqués. 


(18.17) 


$ 19. Formules générales de la valeur moyenne 
d’une grandeur et de l’écart quadratique moyen 


L'idée maîtresse de la mise en œuvre en mécanique quantique des 
opérateurs réside en ce qu’on y juxtapose à toute grandeur mécanique L 
un opérateur linéaire, autoconjugué A qui la représente. 

On l’exprime par le symbole 


L + L. 


Pour savoir quelle grandeur physique représente un opérateur donné, 
on doit connaître les propriétés de cette grandeur et les procédés que l’on 
met en œuvre pour l'observer. Lorsque la grandeur quantique représentée 
par l'opérateur £ possède des propriétés analogues à celles d’une grandeur 
classique L, on désigne ces deux grandeurs par le même nom. 

Si on connaît, par exemple, une grandeur classique L qui est fonction 
des impulsions et des coordonnées L = L(p,, ps, Pz, x, y, z), l'opérateur 
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linéaire et autoconjugué £, bâti en appliquant les règles que nous avons 
exposées au paragraphe précédent à partir des opérateurs projections 
d’impulsion P,, Ê,, P, et des opérateurs coordonnées x, y, z, sera défini par 


Ê = L(P,, L,, À, x, y, 2). 


L'opérateur autoconjugué Ê représentera alors une grandeur quantique 
dont les propriétés sont analogues à celles de la grandeur classique 
L Pr Puy Pz X, }, 2) 3. 

1 doit être bien entendu que tous les opérateurs linéaires autoconjugués 
que l’on peut former à partir de P,, Ê,, P. et de x, y, z ne sauraient repré- 
senter des grandeurs ayant une signification physique simple et obéissant 
à des lois simples. Il en est de même, d’ailleurs, en physique classique. 
La grandeur p*/2m, par exemple, a la signification d’une énergie ciné- 
tique et se conforme à la loi de conservation (en l'absence de forces exté- 
rieures), tandis que la grandeur px ne se conforme à aucune règle géné- 
rale et ne joue de ce fait aucun rôle en mécanique. 

Pour établir un lien entre les opérateurs et les grandeurs mesurées 
on utilise la formule de la valeur moyenne que prend une grandeur L 
dans un ensemble défini par la fonction d'onde ÿ. En mécanique quantique 
on pose que la valeur moyenne L d'une grandeur L, représentée dans un 
ensemble pur de fonction d’onde 4 par l'opérateur linéaire autoconjugué £, 
est déterminée par la formule 


L=(urLy ax (19.1) 


dx représente ici un élément de volume de l'espace des variables indé- 
pendantes et l'intégrale est étenduc à tout le domaine de variation de ces 
variables. Il est clair que les définitions (18.1) et (18.2) données ci-dessus 
ne sont que des cas particuliers de la formule générale (19.1). Pour tirer 
(18.1) de (19.1) il suffit de poser Ê — F(x, y, z) et par dx entendre 4x, 
dy, dz. Pour tirer (18.2) on doit poser 


L= rfi ES, 2 
; ex dy ©z 


Profitant de ce que l'opérateur L est autoconjugué nous pouvons écrire 
(19.1) sous la forme équivalente 


(si ÿ* dx (19.1") 


(il suffit pour cela de poser u} = 4* et us = , et porter ces grandeurs 
dans (18.7)). Il vient par comparaison de (19.1) et de (19.1°) 


L= £L*, (19.2) 


1) Etant donné que la fonction d'onde est considérée comme dépendant des 
coordonnées x, y, z de la particule, l’action des « opérateurs » £, ÿ, Z se réduit à une 
multiplication de la fonction par x, y, z et l’action de-l’opérateur F{x, y, ) à une 
multiplication de la fonction par F(x, y, 2). i 
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ce qui signifie que la valeur moyenne d’une grandeur représentée par 
un opérateur autoconjugué est réelle. « 

Nous pourrons obtenir des renseignements plus précis sur la grandeur 
L si, en plus de sa valeur moyenne Z, nous déterminons encore l'écart 
quadratique moyen (AL); cet écart caractérise les déviations des résultats 
de mesures successives de cette grandeur dans un ensemble, par rapport 
au résultat moyen. Pour calculer (AL) il faut commencer par définir un 
opérateur qui représente cette quantité. L'écart par rapport à une valeur 
moyenne est défini par AL— LL. L'opérateur qui représenterait 
AL doit donc être de la forme 


AL=L—E. (19.3) 


Comme le carré de l'écart (AL)° = (L— L}*, l'opérateur représentant 
(AL) est 


(AËY = (£ — EY. (19.4) 


En utilisant la définition générale des valeurs moyennes (19.1) on arrive 
finalement à 


(ALÉ = ( ÿ* (ALY % dx. (19.5) 


Ceci montre que connaissant l'cpérateur Ê nous pouvons calculer (ALY. 

La quantité (ALŸ ne peut être négative. On le démontre aisément en 
tenant compte de ce que L est un opérateur autoconjugué. Puisque Z 
représente un nombre, l'opérateur AË est lui aussi autoconjugué. Aussi, 
en utilisant (18.7) et en posant dans (19.5) L* = ui et (AÊD) = u., il vient 


. 


(LR = | (AL Y) (ALSY*) dx = (| EVAD | dx, (19.6) 


et comme | AËY?> 0, il découle de (19.6) que 
(ALF > 0, (19.7) 


autrement dit l’écart quadratique moyen est toujours positif ou égal à zéro. 


& 20. Valeurs propres et fonctions propres : 
des opérateurs et leur signification physique. 
« Quantification » 


Nous avons établi au paragraphe précédent les formules donnant 
a Valeur moyenne L et l'écart auadratique moyen (AL}°. Mais ces formules 
ne donnent aucune information quant aux valeurs de la grandeur L dans 
différentes mesures. 

Afin de pouvoir calculer les valeurs possibles de la grandeur ZL, nous 
considérerons des états Ÿr, dans lesquels cette grandeur ne peut avoir 
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qu’une seule valeur L. Pour ces états-là l’écart quadratique moyen 
(ALŸ = 0. Par suite, selon (19.6) on doit avoir 


l AL [dx = 0. (20.1) 


Comme sous le signe intégrale figure une quantité essentiellement positive, 
il s'ensuit de (20.1) que 


| ALU © = 0. 


Le module d’un nombre complexe n'est égal à zéro que si ce nombre est 
lui-même égal à zéro. On a donc 


Ar = 0. 


Compte tenu de la définition (19.3) de l'opérateur AL et de ce que dans 
l’état considéré Z = L, on obtient finalement 


Lhr = Lr. (20.2) 


Puisque Ê est un opérateur, l'égalité (20.2) est l’équation linéaire per- 
mettant de déterminer la fonction d’onde 4, de l’état dans lequel la gran- 
deur représentée par l'opérateur £ n’a qu'une seule valeur possible. En 
général l'opérateur Ê est un opérateur différentiel et l'équation (20.2) 
est une équation différentielle linéaire homogène. 

On sait bien que la solution d’une équation différentielle n’est déter- 
minée de manière univoque que si on s’est fixé des conditions aux limites *). 

D'autre part, même si les conditions aux limites sont données, l’équa- 
tion différentielle linéaire £Y — L4 n'aura pas nécessairement des solu- 
tions non nulles pour n'importe quelles valeurs de L; elle n’aura des solu- 
tions significatives que pour certaines valeurs bien déterminées telles que 
L= Li, Le, Las... Ln,... Les solutions correspondant à ces valeurs 
particulières de L sont appelées fonctions propres, et les valeurs 
particulières du paramètre L pour lesquelles existent ces solutions sont 
appelées valeurs propres (ou caractéristiques) du para- 
mètre de l'équation (202). 

L'exemple le plus connu de problèmes de ce type est le problème de 


vibration d’une corde dont les deux extrémités sont fixes. L’équation 
de mouvement est 


d'u 

— + ku = 0, 20.3 

Fa (20.3) 
de sorte que = et L=k?. On cherche une solution pour 
0 < x < I, 1 étant la longueur de la corde. Les conditions aux limites 


1) Comme il s’agit d'équations ne comportant pas de dérivées par rapport au 
temps, il est inutile de donner les conditions initiales. 
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sont: u — 0 en x == 0 et en x = f. Les fonctions propres sont w, (x) — 
: rm 
= sin Fe et les valeurs propres La = k? — _ (a = 1,2,3,...). 


En mécanique quantique la fonction d’onde se détermine toujours 
dans tout le domaine de variation des variables qui en sont les arguments 
(par exemple, d (x, y, z) se détermine dans le domaine: — © < x < +00, 
— 7 < } < +00, —o < z < +00, etc.). C’est pour cette raison qu’en 
mécanique quantique on ne peut définir les conditions aux limites aussi 
directement qu’on le fait pour les problèmes de vibration des corps en 
mécanique classique. 

On peut montrer cependant !) que la condition de conservation du : 
nombre total de particules impose que les fonctions d’onde satisfassent 
à certaines conditions naturelles, qui s’avèrent être équivalentes aux condi- 
tions aux limites. La condition de conservation du nombre de particules 
se ramène à ce que la probabilité de trouver une particule en une région 
quelconque de l’espace ne dépende pas du temps, autrement dit 


LL \ ÿ+ Y do = 0, (20.4) 
dt 

l'intégrale est étendue à tout le domaine de variations des arguments 
de la fonction %, de sorte qu’elle est égale à la probabilité de présence 
obligatoire de la particule quelque part dans l'espace. Le fond de la question 
est que la condition (20.4) ne peut être satisfaite que lorsque les fonctions 
d'onde se comportent normalement, c.-à-d.: 1) si elles présentent des 
valeurs finies dans tout le domaine de variation des variables, exception 
pouvant être faite pour certains points (singuliers) où ces fonctions tendent, 
mais pas trop vite, vers l'infini ?); 2) si elles possèdent un nombre suf- 
fisant de dérivées continues (qui peuvent, elles aussi, tendre en certains 
points particuliers vers l'infini, mais pas trop vite); 3) si elles sont uni- 
voques. D'une façon plus concise, mais cependant suffisante pour les 
besoins de la mécanique quantique non relativiste, ces conditions expresses 
se résument comme suit: dans tous les domaines de variations de leurs 
arguments les fonctions d'onde doivent être: 1) finies, 2) continues, 3) uni- 
voques. 

Ces exigences fort modérées auxquelles doivent satisfaire les équations 
(20.2) font que dans un grand nombre de cas les solutions qui présentent 
les propriétés requises (1, 2, 3) existent non pas pour toutes les valeurs 
de L, mais pour certaines valeurs seulement: L = L,, Le, La, ..., La, ...; 
cela signifie que nous aboutissons alors au problème de détermination 
des fonctions propres et des valeurs propres de l’équation (20.2) en partant 


1) Cf. annexe VIII. 

?) Si la fonction d'onde ne disparait pas à l'infini (par exemple, une onde plane 
de De Broglie), pour que l'intégrale (20.4) soit convergente, on doit remplacer + 
par ce qu'on appelle des « différentielles propres » (voir annexe III, formules (12) 


et (127), où sont exposées les règles de normation des fonctions d'onde ne s'’éva- 
nouissant pas à l'infini). 
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des conditions naturelles découlant de la condition de conservation du 
nombre de particules (20.4). 

Au lieu de dire « fonctions propres de l'équation » et « valeurs propres 
du paramètre de l'équation » on utilisera généralement les expressions 
fonctions propres et valeurs propres de lopé- 
rateur L définissant la forme de l’équation (20.2). 

Nous admettrons que l’expérience ne permet d'observer que les valeurs 
de L qui sont des valeurs propres de l’opérateur £. Autrement dit on postile 
en mécanique quantique que la totalité des valeurs propres de l'opérateur Ê 
soit Li, Lo. Las. .., Ln,. -., est identique à la totalité de tous les résultats 
possibles de mesures de la grandeur mécanique L, représentée par l'opé- 
rateur L. C'est là le postulat à l’aide duquel on établit des liens entre la 
représentation des grandeurs par des opérateurs et les données de l'expé- 
rience: le calcul mathématique permet de prédéterminer une collection de 
valeurs propres, tandis que l'expérience permet de vérifier si les prévisions 
théoriques sont justes. 

Les états correspondant aux valeurs propres Li, Le,..., Ln,... Se 
laissent définir par les fonctions propres %,, ds, ..., dn,... Dans chacun 
de ces états (AL)*® — O0, et la grandeur L ne peut assumer qu’une seule 
des valeurs L;, L:,..., Ln,... La collection des valeurs possibles que 
peut assumer unc certaine grandeur sera désignée sous le nom de spectre 
de cette grandeur. je 

Le spectre peut être soit discret, c'est le cas où seules des valeurs 
définies L;, Lo, ..., Ln,... de la grandeur considérée sont possibles, soit 
constitué par des bandes distinctes, dans le cas où 
les valeurs possibles de L sont comprises entre certaines limites telles que 
L, < L< Ls, Li S L < L, ou d’une manière générale Ly < L < Lis, 
soit enfin continu, lorsque n'importe quelle valeur de L est possible. 
Lorsque les valeurs que peut assumer la grandeur sont discrètes on dit 
qu'elle présente des valeurs quantifiées. 

Dans la théorie semi-classique de Bohr on nc disposait pas de méthode 
permettant de traiter d'une manière générale le problème de la détermi- 
nation des valeurs possibles d’une grandeur quelconque, notamment de 
ses valeurs quantiques. La mécanique quantique moderne est en mesure 
de résoudre entièrement ce problème, en le ramenant au problème pure- 
ment mathématique de détermination des fonctions propres et des valeurs 
propres des opérateurs représentant des grandeurs mécaniques. | 

Il s'ensuit du caractère autoconjugué de l’opérateur Ê que les valeurs 
observées L seront réelles: 


n = L? ou bien L= L*. (20.5) 


On peut considérer en effet que la valeur propre L, (ou L) est la valeur 
moyenne L de la grandeur prise dans l'état Y, (ou #z). Or la valeur moyenne 
d’une grandeur représentée par un opérateur autoconjugué est toujours 
réelle (cf. (19.2)). 
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Ce dernier résultat explicite entièrement toute l’importance des opéra- 
teurs autoconjugués: les opérateurs autoconjugués représentent des gran- 
deurs réelles. 


$ 21. Propriétés fondamentales des fonctions 
propres 


Examinons maintenant les propriétés les plus importantes des fonctions 
propres des opérateurs autoconjugués. Limitons-nous d’abord au cas du 
spectre discret. Supposons que nous ayons deux fonctions quelconques 
u, ct u.. Nous dirons que ces fonctions sont orthogonalcs si 


(uiusdx = 0, (21.1) 


l'intégrale étant étendue à tout le domaine de variation des variables. 
Pour simplifier nous désignerons toutes les variables par x. 

Le théorème que nous allons démontrer établit que les fonctions pro- 
pres 4, et Ü d’un opérateur autoconjugué À, correspondant à des valeurs 
propres différentes La et Lm, sont orthogonales entre elles, c.-à-d. 


\ L Un dx = 0. (21.2) 
Puisque nous avons supposé que % et ln sont des fonctions propres, 
nous écrirons 
L Vm = LmVm, La = Ln Va. (21.3) 
De la première de ces équations on déduit aussitôt l'équation conjuguée 
complexe: 
| LU = Ln Va: (21.3) 
On se rappelle que selon (20.5) Lm — L?. Multiplions la seconde équation 
(21.3) par ÿn et l'équation (21.3°) par Ÿ, et soustrayons le deuxième 
résultat du premier; il vient 
ge Lpn— Ÿn L° Un = (Ln — Lin) nn 
En intrégrant les deux membres de cette égalité dans tout le domaine de 
variation des variables, on obtient 


LUS E bn de —[ da Le dj dx = (En — Ln) À Va bn dx 


Comme Ê est un opérateur autoconjugué, le premier membre de cette 
dernière équation est égal à zéro (pour bien le montrer on posera dans 
l'égalité (18.7) de définition de l’opérateur autoconjugué dm = uy, Ya = 
= 4), de sorte que nous écrirons 


re Lm) | Ÿ® Un dx —0. (21.4) 
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Et comme Lr # Lan, il s'ensuit que la validité de (21.2) est démontrée. 
Les fonctions d’un spectre discret se présentent toujours sous une 
forme de carré sommable, ce qui permet de les normer à l’unité: 


(s Yndx = 1. (21.5) 
En associant (21.5) à (21.2) on obtient: 
\ LR Ÿn dx = On; (21.6) 


où le symbole SA est défini par 
Smn == |, pour n = m, 
mn = 0, pour n mm. 


Nous désignerons tout système de fonctions satisfaisant à (21.6) sous le 
nom de systèmes de fonctions orthogonales nor- 
mées (ou orthonormées). 


Dans la plupart des cas qui se rencontrent en mécanique quantiques 
à une valeur propre L, de l'opérateur L correspondent non pas une seule 
fonction Ÿ:, mais plusieurs fonctions propres du, Ynos - . ., Unk, . . … nf. 
Ces cas sont dits dégénérés. Si à une valeur propre L = L, corres- 
pondent f fonctions propres (avec f > 1) on dit qu'il ya dégénéres- 
cence d’ordre f. Le sens physique du terme « dégénérescence » 
réside en ce qu'une valeur déterminée de la grandeur L = L;, peut être 
réalisée dans plusieurs états différents. 

Le théorème de l’orthogonalité des fonctions propres que nous venons 
de démontrer ne s'applique qu’aux fonctions se rattachant à des valeurs 
propres différentes. S'il y a dégénérescence, les différentes fonctions ©x 
(& = 1,2,...,f) correspondent à une seule et même valeur L;: 


L'hnk = La Vnk, k Fe 1, 2, 3, CE sf (21.8) 


De ce fait ces fonctions-là ne seront pas, en règle générale, orthogonales. 
On démontre cependant 1) qu’il est toujours possible de choisir ces fonctions 
de manière qu’elles soient mutuellement orthogonales: 


(21.7) 


\ D dur dx = By r. (21.9) 


On pourra donc considérer que la condition (21.6) se trouve toujours 
satisfaite si par »17 et n on entend, dans le cas général, non pas un seul 
indice, mais tout l’ensemble d’indices définissant la fonction propre (par 
exemple, au lieu de m on peut avoir deux indices m et k”, et au lieu de n 
également deux indices 7 et k). 


1) Cf. annexe II. 
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Dans le cas où l'opérateur Ê possède une suite continue de valeurs 
propres, les théorèmes ci-dessus ne sont pas directement utilisables. Ce- 
pendant, dans ce cas aussi, les fonctions propres possèdent des propriétés 
analogues à celles des fonctions d’un spectre discret. 

On ne peut pas numéroter les fonctions propres d’un spectre continu. 
Elles dépendent alors de leurs valeurs propres L comme d’un paramètre, 
ce qui s’exprime par 


gL (x) = Ÿ (x, D), (21.10) 


où x représente les variables à l’aide desquelles on exprime l'opérateur L. 

Les propriétés d’orthogonalité des fonctions propres d’un spectre 
continu se laissent exprimer le plus simplement à l’aide du symbole spécial 
S(L'—L), appelé fonction de Dirac ou fonction à. 
Cette fonction possède les propriétés suivantes: 


si le point L’ = L est exté- 
f(E) 5 (L'— L) dL'= 0, rieur à l'intervalle (a, b), 


b 
: . . @1.11) 
: si le point L’ = L est à 

\ fS(L')S(L'— L)dL'=f(L), l'intérieur de l'intervalle 

: (a, b), 

f(L’) est une fonction quelconque (mais suffisamment lisse). On dé- 
montre !) que les fonctions d’un spectre continu % (x, L) peuvent être nor- 
mées de telle manière que 


(a LG Ddx= 5 D, (21.12) 


Cette égalité est analogue à (21.6), puisque selon (21.11) 8 (L’— L) = 0 
partout sauf en L’ — L où à devient infinie. Ceci montre que le symbole 
5 (L’ — L) joue le même rôle que le symbole 5», utilisé dans le cas du 
spectre discret. 

On démontre en mathématiques que le système de fonctions propres 
d'opérateurs d'une très large classe est non seulement un système de fonc- 
tions orthogonales, mais encore un système complet. 

Il en résulte que toute fonction % (x) qui est définie dans le même 
domaine de variation des variables et qui est soumise à la même classe 
de conditions aux limites que les fonctions propres %, (x), peut être repré- 
sentée par une série de ces fonctions propres: 


D (x) = 2 ca Ÿn (x). (21.13) 


En utilisant la propriété d’orthogonalité des fonctions %, on arrive à 
déterminer les coefficients c, et par suite la série représentant Ÿ (x). 


1) Cf. annexe HI. 
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A cette fin multiplions (21.13) par (x) et intégrons dans tout 
l'espace: 


À 2200 0 dx = Zen À da 6) dat di. 


En raison de l’orthogonalité et de la normation des fonctions d,, les 
intégrales figurant dans le second membre sont égales à 8mn (cf. (21.6)): 
on écrit donc 


(42, 00 409 de = Zen Omn = cm 
De là, en remplaçant m par n, il vient 


Cn =\ Ur (x) Y(x)dx. (21.14) 


Connaissant 4 et le système des fonctions orthogonales nous pouvons 
donc déterminer toutes les amplitudes c: figurant dans la série (21.13). 
Un cas particulier de développement suivant les fonctions orthogonales 
est celui des séries de Fourier. 

Pour un spectre continu le développement conduit à unc intégrale 
semblable à l'intégrale de Fourier, soit 


t@=(c0) d(x. L)dL. (21.15) 


Afin de déterminer les coefficients c(L) nous multiplions (21.15) par 
+ (x, L’) et nous intégrons par rapport à x le résultat obtenu: 


\ L* (x, L') ÿ (x) dx = \ c(L)dL \ d* (x, L') Y(x, L) dx = 
= (ewadLSŒ— 2 = c(L'). 


Remplaçant ici L’ par L, on obtient finalement 
c(L) = \ dé (x, L) Y(x) dx. (21.16) 


La possibilité de représenter une fonction quelconque par les séries 
(21.13) et (21.15) dont les termes sont les fonctions propres des opérateurs, 
conduit à une conclusion importante: tout état défini par la fonction 
d’onde 4 (x) peut être représenté sous la forme d’une superposition d'états 
(21.13) ou (21.15) se rapportant à des valeurs déterminées d’une grandeur 
mécanique quelconque. En effet les états d, ou (x, L) sont, par défi- 
nition, des états dans lesquels une grandeur mécanique Z, quelle qu’elle 
soit, a une valeur L, (respectivement L) bien déterminée. Les expressions 
(21.13) et (21.15) représentent Ÿ (x) sous la forme d’une somme (ou d’une 
intégrale) de ces états particuliers. 
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1g 


$ 22. Méthode générale de calcul 
des probabilités des résultats d’une mesure 


Nous avons montré ci-dessus comment on fait pour calculer la valeur 
moyenne L de toute grandeur, représentée par l'opérateur L, et comment 
on détermine les valeurs possibles L;, L:, ..., L de cette grandeur. Nous 
allons calculer maintenant la probabilité de trouver par mesure d’une 
grandeur mécanique L dans un certain état (x) une valeur L = L;. 
L'idée maîtresse du procédé de calcul repose sur le principe de la super- 
position des états. Soient %, (x) les fonctions propres de l'opérateur L. 
Etant donné que ces fonctions forment un système orthogonal et complet 
nous pouvons représenter la fonction d'onde % sous forme de la superpo- 
sition : 


dx) = D cnŸn (x). (22.1) 


Pour la fonction conjuguée on trouve de même: 


e te 


Dex) = D Cu Vn (22.1) 


(où m passe par les mêmes valeurs que 1). 
En portant (22.1) et (22.1”) dans la formule de la valeur moyenne de 
la grandeur L dans l’état 4, nous obtenons: 


L= \ drivdx = D E'c, cn Um L Yndx. (22.2) 
n m 
Comme %. est la fonction propre de l'opérateur L, nous écrirons 


L On = La Ÿn- (22.3) 


Utilisant (22.3) et l’orthogonalité des fonctions 4, et #7, nous obtenon 
à la place de (22.2): 


L= ÈS cc Lnômne = 2 Cacn Ln 
soit 
L= Del La (22.4) 
n 


En multipliant maintenant (22.1) par (22.1’) et en intégrant le produit 
obtenu dans tout l’espace, on trouve 


AVATES > Z cncn( Un Un dx = > 2 cucn Smn = > | Cn [è 
ou 


2 IcaP= 1. (22.5) 
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Si d’autre part on désigne par w (La) la probabilité de ce qu’une valeur 
aléatoire L corresponde à une des valeurs possibles L;, on écrira confor- 
mément à la définition générale de la valeur moyenne 


L= Z'w(La) Ln (22.6) 
à condition que 
Z w (Lan) = 1. (22.7) 


En comparant deux à deux les formules (22.6) et (22.7) aux formules (22.4) 
et (22.5), on arrive au résultat suivant 1): 


w (Ln) = | Ca [# (22.8) 


La probabilité de trouver pour une grandeur mécanique L une valeur 
qui soit précisément une de ses valeurs possibles L:, est égale au carré du 
module de l'amplitude de l'état propre Vn. En d’autres termes cette pro- 
babilité est déterminée par l'intensité | c, |? avec laquelle l’état propre 
Ÿn est représenté dans l'état +. 

Pour calculer les probabilités d'apparition de certaines valeurs d'une 
grandeur d’un spectre continu, on procède de façon analogue au cas d’un 
spectre discret. On commence par décomposer l'état donné 4 suivant 
les fonctions propres Ÿ (x, L) de l'opérateur L: 


ÿ (x) = \ c(L) Y (x, L)dL, (22.9) 


on remarquera que % (x, L) est normé à la fonction à et Ÿ est normé à 
l'unité. 
Calculons une nouvelle fois la valeur moyenne de L dans l’état L: 


L= ( v+ £ à dx = ((< (L') 4% (x, L')dL'£ {ew d (x, L) dL dx. 
Puisque % (x, L) est une fonction propre, on aura 
Lh@D=LYCG LD); 


en portant ce dernier résultat dans l'expression de L et en modifiant l’ordre 
d'intégration, on obtient 


L— ( { c* (L')c(L) LdL' di g* (x, L') Ÿ (x, L) dx 
et en tenant compte de (21.12) 
D= \ ( c* (L') c(L) LdL'dLS (L'— L). 


1) Pour pouvoir comparer en toute rigueur (22.6) et (22.4) il faudrait considérer 
un opérateur qui soit fonction de L et qui soit égal à l’unité pour L = L, et à 
zéro, lorsque L # LA. La valeur moyenne par rapport à un tel opérateur est égale 
à | cs |? selon (22.4) et à w (L:) selon (22.6); il en résulte que | cn |? = w (La). 
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Mettant à profit les propriétés de la fonction 5, on arrive au résultat 
suivant: 


= ( Ic(LDELdL. (22.10) 
En poursuivant le calcul comme ci-dessus on obtient 


1 = pdx = (af (L') Ÿ* (x, LdL'|c@y ® (x, L) dL = 


Æ ((<* (L') c(L) dL'dLÿ (L'— L) = \ lc(L) dE, 
c.-à-d. 
[ie&) PdL = 1. (22.11) 


Si la probabilité de ce que la valeur d’une grandeur aléatoire continue 
soit comprise entre L et L + dL est w (L) dL, on a, selon la définition géné- 
rale de la valeur moyenne, 


= \ Lw(L) dL. (22.12) 
avec 
\ w (L) dL = 1. (22.13) 


En comparant deux à deux (22.12) et (22.13) avec (22.10) et (22.11) on 
obtient 


w(L) dL = |c(L)dL. (22.14) 


Nous pouvons donc constater que dans le cas d’un spectre continu nous 
arrivons également à une interprétation statistique des intensités des états 
propres | c(L) [° 1). 

Les formules ci-dessus ne sont valables que pour des ensembles purs, 
définis chacun par une seule fonction d’onde (x). Pour pouvoir être 
appliquées à des ensembles mixtes, les formules ci-dessus doivent être 
généralisées. 

Posons que nous ayons un ensemble mixte formé d’ensembles purs 
Dis Vos Vas... Va, ... mélangés dans les proportions P;, P2,..., Pas... 
Si alors wa (Ln) est la probabilité de trouver dans un ensemble pur We 


1) Remarquons que la formule (22.14) comprend comme cas particulier la for- 
mule (12.4) définissant la probabilité d’impulsion. En effet c(pz, py, p=) est l’ampli- 
tude de l’état 4, présentant une impulsion déterminée, c.-à-d. l'amplitude de l'état 
propre de l'opérateur impulsion. De ce fait c (pr, py, ps) et c (L) de la formule (22.14) 
ont des significations analogues. Pour passer de (22.14) à (12.4) il se Lo ee 
cer L par Pz, Py, Pz et dL par le produit dp-dp,dp.. | € 
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la valeur LA d’une grandeur L, la probabilité totale de trouver L = L, 
dans un ensemble mixte sera égale à 


W(Ln) = 2 Pa Wa (Ln). (22.15) 


En raisonnant de même on trouve pour une grandeur présentant un spectre 
continu 


w(L)dL = © P,wa(L) dL, (22.16) 


avec 
Wa (Ln) sn | Can FF Wa (L) un | Ca (L) PF, (22.17) 


OÙ Can €t Ca (L) sont les amplitudes respectives des fonctions propres 
Yn (x) et L (x, L) de l’opérateur L dans le développement de %a (x). Con- 
formément aux formules (22.15) et (22.16) la valeur moyenne de la grandeur 
Ê d’un ensemble mixte est 


L= PL: (22.18) 
« 
où Z, est la valeur moyenne de L d’un ensemble pur ‘,: 


L, = { ge Lu dx. (22.19) 


$ 23. Conditions déterminant la possibilité d’une 
mesure simultanée de différentes grandeurs 
mécaniques 

Nous avons vu ci-dessus qu’il n’existe pas dans le domaine quantique 
d’états d’une particule dans lesquels l’impulsion et les coordonnées de 
position puissent avoir simultanément des valeurs déterminées. La même 
incompatibilité se retrouve pour bien d’autres grandeurs. En effet, pour 
qu’il puisse exister des états dans lesquels deux grandeurs L et M aient 
simultanément des valeurs bien déterminées, ce qui exige que (A L} = 0 
et (A M} = 0, il faut que la fonction d'onde de cet état soit la fonction 
propre commune aux opérateurs £ et M. Or, en général, les équations 
des fonctions propres de deux opérateurs L et M 


Lo = Lr et M Us = M Yar (23.1) 


ont des solutions différentes z % dy. 
Aussi dans les états 4; caractérisés par une valeur donnée de L 


((A L})* = 0) la valeur de la grandeur M reste indéterminée ((A M)° > 0) 
et inversement dans l’état 2, caractérisé par une valeur bien connue de 
MK((A M} = 0), c'est la grandeur L qui reste indéterminée ((A L}? > O). 

Ce n’est que dans quelques cas particuliers que les valeurs de deux 
grandeurs L et M peuvent être déterminées simultanément (pour cela il 
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faut que dy — VL). On démontre que deux grandeurs L et AM auront 
toujours et simultanément des valeurs bien déterminées si leurs opéra- 
teurs L et M sont commurables. En d’autres termes, il faut que l'on ait!) 


LM = ML. (23.2) 
Si par contre 
LM # ME, (23.3) 


les grandeurs L et M ne peuvent avoir simultanément des valeurs déter- 
minées (à moins de cas exceptionnels). 

Deux grandeurs, représentées par des opérateurs commutables, peuvent 
avoir simultanément des valeurs bien déterminées et peuvent donc, en théorie 
tout au moins, être mesurées en même temps. 

Deux grandeurs, représentées par des opérateurs non commutables, 
ne peuvent avoir simultanément des valeurs déterminées et ne peuvent donc 
être mesurées en même temps ?). 

La mesure de l’une de ces grandeurs L, par exemple, fait appraître 
l'état ÿz. Si maintenant. que l’on a affaire à cet état 47, on procède à 
une mesure de M, on arrive aussitôt à un nouvel état dy différent de 
l'état Yz. Autrement dit la mesure de l’une des grandeurs modifie l'état 
du système de telle sorte que la valeur de la deuxième grandeur devient 
indéterminée. 

Nous pouvons donc constater que dans le cas général l’état du système 
subit l'influence de l’appareil de mesure, comme celle que nous avons 
analysée ci-dessus à propos des mesures de l’impulsion et des coordonnées 
de position d’une particule (cf. $$ 14, 15). De ce fait tout appareil que l’on 
utilise dans le domaine quantique pour déterminer des grandeurs méca- 
niques caractérisant une microparticule, doit être étudié en vue de préciser 
la signification des résultats qu’il permet d’obtenir ainsi que des modifi- 
cations qu’il fait apparaître dans l’état du système. Toute affirmation de 
caractère dogmatique négligeant l'analyse concrète de l’agencement de 
l'appareil mène à des conclusions erronées. 


$ 24. Opérateurs de position et d’impulsion 
d’une microparticule 


Pour autant que l'on considère une fonction d'onde comme une fonction 
des coordonnées de position d'une particule, l'opérateur de position x 
est le nombre x lui-même. L’action de la fonction des coordonnées de 
position d’une particule F(x,y,z) considérée en tant qu’opérateur se 


. 


réduit à une simple multiplication de %(x,y,z) par F(x, y, 2). 


1) Cf. annexe IV. 
2) Voir rappel au bas de la page 105. 
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Avec ce même choix de variables !) pour la fonction d'onde, les opé- 
rateurs des projections d’impulsion de la particule s'expriment selon 
$ 13 par 

Pr Penh. psp", 24. 
n Dr y bre e i à. (24.1) 


et sous forme vectorielle par 
= —iïîh VW, (24.1) 


où V est l'opérateur gradient (nabla). 
Les opérateurs des projections d’impulsion et de coordonnées obéis- 
sent à des règles strictes de commutation, qui facilitent les calculs. 
Désignons par % (x, y,z) la fonction d'onde; on écrira alors 
x (Ëe ) = x (8) in À. 
x dx 
ED ET AE a 11 
ôx dx 
En retranchant la seconde expression de la première, il vient 


(xx — x x) ÿ — ih4, 


c.-à-d. : e 
XP — Prx = ih, (24.2) 
on écrira de même 
YPy — By = ih, (24.2) 
zB, — P:z = ih. (24.2”) 


Cette règle de commutation est connue sous le nom de relations 
de commutation de Heisenberzg. 
On constate que 


xË, — Êyx = 0, (24.3) 
YB:— By = 0, (24.37) 
zy = Êyz = 0 (24.3) 


et ainsi de suite. 

En utilisant le même raisonnement on peut établir des relations de 
commutation plus générales applicables à toute fonction F(x, y, z) et 
aux opérateurs d’impulsion. On obtient notamment 


Fl;— PF = ih 2€, (24.4) 
êx 

Fly — PF = ih 2e, (24.4') 
ay 

FB, — Ê.F = in ©. (24.4") 
Kdz 


1) On examinera au ch. VII l'éventualité d'un autre choix de variables indé- 
pendantes pour la fonction d'onde. 
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il s'ensuit des relations (24.2) et (24.4) qu'il n'existe pas d'états dans 
lesquels l'impulsion et la coordonnée conjuguée puissent avoir simul- 
tanément des valeurs bien déterminées. En fait les relations (24.2) et (24.4) 
expriment sous forme d'opérateurs la relation d'incertitude que nous 
connaissons déjà. 

Etablissons maintenant les expressions des valeurs propres et des 
fonctions propres de l'opérateur de la projection de l'impulsion sur un 
axe donné (l'axe OX. par exemple). Conformément à ce qu'il a été dit 
au & 21 l’équation décrivant les fonctions propres de l’opérateur impulsion 
est de la forme 


br Ÿ = Pr ÿ, (24.5) 
où p4 est une valeur propre. En utilisant la forme explicite de Ê; il vient 
UE) (24.5) 
ox 
Cette équation s'intègre aisément en donnant 
ALES 
Up = Ne À. (24.6) 


où N est un nombre constant. Pour que cette solution ait partout une 
valeur finie (la continuité et l’unicité de cette solution sont évidentes) 
il suffit que p, soit un nombre réel quelconque. Aussi le spectre de valeurs 
propres de p- est-il continu 


— D < Pr < + D. (24.7) 


On peut choisir une valeur du facteur N telle que la fonction 4, soit 


normée à une fonction 31). On posera pour cela N = (27h) =. Les 
fonctions propres de l'opérateur P, une fois normées et orthogonalisées 
sont de la forme 


.Pe 


eme © 


\ Lo. (0) Up, (9) dx = 5 (p — pa), (24.9) 


: (24.8) 


Yp, (9 = 


ce qui signifie que les fonctions propres de l'opérateur impulsion 4, 
sont des ondes planes de De Broglie. Ce résultat est tout à fait normal, 
puisque la mécanique quantique a pour idée de départ que l’onde de De 
Broglie décrit un état caractérisé par une impulsion bien déterminée de 
la particule ($ 7, 12). 


3) Cf. annexe III, formule (20). 
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$ 25. Opérateur du moment cinétique d’une 
microparticule 


En mécanique classique on entend par moment cinétique 
d'une particule (ou moment de quantité de mouvement) le produit vec- 
toriel du rayon vecteur r mené d’un point donné (un centre de forces. 
par exemple) au point où se trouve la particule par l’impulsion de celle-ci: 

M = [rm]. (25.1) 
Toute l'importance de cette grandeur pour la mécanique réside en ce 
qu'elle représente l'intégrale de mouvement dans un champ de forces 
centrales. En mécanique quantique le moment cinétique est représenté 
par l'opérateur 


M = [rl], (25.2) 


où Ê est l'opérateur vectoricl d’impulsion (24.1'), et r le rayon vecteur. 
Le choix d’un tel opérateur de moment cinétique est déterminé non seule- 
ment par son analogie de forme avec l'expression classique (25.1), mais 
surtout par ce que la grandeur représentée par l'opérateur M est l'inté- 
grale de mouvement dans un champ de forces centrales (cf. & 33) et possède 
des propriétés analogues à celles du moment cinétique en mécanique 
classique. 

Les opérateurs des projections du moment cinétique 
sur les axes de coordonnées. selon la définition (25.2), 
sont de la forme 


Mae Per Pr infz ts À). 

à s . a 2 
Wy — = (25.3) 

êz êx 

Me = Byx— Bey = hr Ex À a 

ay 


enfin, l’opérateur du carré du moment cinétique est donné 
par l'expression 


M° — = Mi + Mi mn 


Etablissons les règles de commutation 4 ne du moment ciné- 
tique, dont nous ferons usage plus tard, tandis que maintenant elles nous 
serviront d'illustration des procédés mis en œuvre dans l’algèbre des opé- 
rateurs. Calculons le commutateur G = MyM: — MMy. Remplaçons 
My et M: par leur expression (25.3) et calculons le produit M,M:: 


My M: = (ex — Pr) (Bey — Pyx) = Pa x Pay — Prz Pr} — 
_ Pix Pyx + P,z Êyx = yl,xPy; — 7e — x° Ê: Py + z, Ê;x 
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(puisque y et Pr Pr. z, tout comme ,, P,, x et B., Py commutent). On 
écrira de même 


Me My = Be Ba x — 2Y 2 — x By + =PyxPr. 
En retranchant la seconde égalité de la première, on trouve 
MyMa — MMy = 3 Bz (x Pr — Prx) + 2Py (Brx — XP). 
En utilisant le résultat (24.2) on obtient 
My Me — Me My = ih Ole — Pyz) = ih Mz. 


Permutons circulairement x, y, z: nous obtenons alors les trois commu- 
tations possibles 


My M: ee M: My = il M2, (25.5) 
M: M:= M: M: = ihMy, (25.5) 
M:My = My M: —= ih M. (25.5) 


Ceci montre que les opérateurs des composantes du moment cinétique ne 
commutent pas. 

Par contre, chacune des composantes du moment cinétique commute 
avec le carré du moment cinétique total 


Ma ME — MM, = 0, (25.6) 
My M — XEM, = 0. (25.6) 
M: M2 — M2M = 0. (25.6”) 


Nous laissons au lecteur le soin de le démontrer. 
Il résulte de ces règles de commutation que les projections du moment 
cinétique Mr, My, M; ne peuvent être mesurées simultanément. Lorsque 


dans un état une des projections a une valeur déterminée ((AA/z)° — 0), 


les deux autres restent indéfinies ((AM,)° > 0 et (AM:)° > 0)1). Par 
contre l’une quelconque des projections et le carré du moment cinétique 
total se laissent mesurer simultanément. 

Déterminons maintenant quelles valeurs peuvent prendre les pro- 
jections du moment cinétique sur un axe arbitrairement choisi, ainsi que 
les valeurs absolues du moment cinétique (plus exactement, les valeurs 
de M®). Pour raison de commodité, nous passerons à un système de coor- 
données sphériques en prenant pour axe OZ une direction donnée. Dans 
ce système. 


x=r sin 0 cos &, y=—r sin 0 sin o z—r cos 0, (25.7) 


0 étant l'angle entre l’axe OZ et le rayon vecteur r, ® l'angle mesuré 
dans le plan xy par rapport à l'axe OX. 

Le changement de coordonnées cartésiennes en coordonnées sphé- 
riques amène une transformation de (25.3) dont le résultat final est 


1) Exception faite du cas où M°=0, puisqu'alors M° = M} = M?=0. 
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Ms = + ih (sin e —2 + cotg 8 cos 9 À) (25.8) 
My = —ih [cos ® + — colg 0 sin ® sl (25.8°) 
M: = — ih 0. , (25.8) 
2e 
M = — Yi, (25.9) 
Vi, st l'opérateur dit de Laplace pour la sphère 
2 — CE 6 1 &, 
Vio = no 26 (7 9-0 ] Eros (25.10) 


Comme les opérateurs (25.8) et (25.9) n'agissent que sur les angles 

6 et ©, on peut se contenter de ne considérer que la dépendance de la 
fonction d’onde avec ces angles, c.-à-d. 

ÿ = Ÿ (8, o). (25.11) 


L'équation permettant de calculer les valeurs propres de l'opérateur M: 
est selon (20.2) (en y posant £ = M®°, L — M°): 


ME 4 = M9. (25.12) 
En portant ici l'expression de Y1* donnée par (25.9) et en posant 

M3 

À = =. (25.13) 
l'équation (25.12) s'écrit sous la forme 

1 à f. a 1 _&+ , 
—— 6 — ——— 26 = 0. ; 
sin 6 &0 di =) F sin 0 dç° ei ss 


Nous devons résoudre cette équation pour tout le domaine de variation 
des variables 6 et p (0 <0 < x, 0 < p < 2 x), et les solutions qui nous 
intéressent devront être finies, continues et univoques. L’équation (25.14) 
est l’équation bien connue des fonctions sphériques. Le lecteur trouvera 
dans l’annexe V des indications détaillées sur ces fonctions et sur le pro- 
cédé de résolution de l'équation (25.14). Nous nous contentcrons d'en 
donner ici un bref résumé. 

Les solutions de cette équation satisfaisant aux conditions imposées 
n'existent pas pour toutes les valeurs de ?, mais seulement pour 


=1(+ D, (25.15) 


où / est un nombre entier positif. 
Pour chacune de ces valeurs / on dispose de 2/+ 1 solutions qui 
sont des fonctions sphériques. Nous les écrirons sous la forme suivante 


{—1m)h!GC1+0 , 
Yim (8, ?) = pie 6)ei"®, 25.1 
1m (0, ?) | Trends P}"! (cos 6) e (25.16) 
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où m est un nombre entier tel que 
m=0,+1,+2,..., +4 avecl=0,1,2,3,... (25.17) 


(en tout 2 / + 1 valeurs). Par le symbole | m | on désigne la valeur absolue 
de m. La fonction P|"| (cos 6) est définie par l'expression suivante: 


d 
Pimi(E) = (1— 2) ami PIGLE = cos 6, (25.18) 
P:(£) est un polynôme de rh 
PE) = + æ — [EE — D. (25.19) 


La quantité en facteur auprès de P/"! est choisie de telle sorte que les 
fonctions orthogonales Yr», soient normées à l'unité à la surface de la 
sphère, c.-à-d. 

= 2 


Yi Yim sin 0 d0 de = Gr 18m m. (25.20) 
0 


(Les coordonnées 6 et o déterminent les points situés sur la surface de 
la sphère. Un élément de surface d’une sphère de rayon unité vaut 
sin 9 40 do.) 

Appliquons maintenant ces données à notre problème. Nous avons 
déjà indiqué que l’équation (25.14) n’a de solutions finies et univoques 
que pour À —/{(/+ 1). Les valeurs propres de l'opérateur du carré du 
moment cinétique seront donc égales à 


= I + D), [= 0, 2 (25.21) 


et les fonctions propres correspondantes sont 
Dim (6, o) = Yim (6, o), m = 0, + E ...s + L (25.22) 


A chaque valeur propre M°, donnée par (25.21) il correspond (2 / +- 1) 
fonctions propres, se distinguant les unes des autres par la valeur du 
nombre m. On se trouve donc en présence d’une dégénérescence (cf. $ 21). 
On arrive aisément à saisir la signification de cette dégénérescence en 
remarquant que les fonctions propres de l'opérateur du carré du moment 
cinétique M® sont en même temps les fonctions propres de l'opérateur 
de la projection du moment cinétique sur l’axe OZ : (M2). En effet l'équation 
définissant les fonctions propres de l’opérateur Af: est 


M4 = M:4, (25.23) 
en y portant l'expression (25.8”) de M, on obtient 


in À = M, à. (25.23) 
CL 
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Si maintenant nous y portons dm en remarquant que dm est proportion- 
nel à e”?, il vient 


— iheim Dim = M, Yims 


ce qui veut dire que l'équation (25.23) est satisfaite si on y porte la fonction 
Um: les valeurs propres de l’opérateur M, sont alors égales à 


M:=hm m=0,+l,...+l (25.24) 


Il en découle que le moment total M=°, étant donné (/ connu) les états 
VWim d'indice m différent sont des états se distinguant les uns des autres 
par les valeurs de la projection du moment sur l'axe OZ. 

Le résultat auquel nous avons abouti montre que les valeurs possibles 
du module du moment cinétique (25.21) et les valeurs possibles de la 
projection du moment cinétique sur un axe OZ arbitrairement choisi 
(25.24) sont quantifiées. Aucune autre valeur en dehors de celles que nous 
avons calculées ne peut sc réaliser dans la nature. Dans des états pour 
lesquels M° et M: ont des valeurs données, les projections M, et M, ne 
peuvent avoir des valeurs bien déterminées (exception faite du cas où 
1=0 lorsque M° = Mz = M, = Mz—0). Les fonctions (25.22) ne 
sont pas en effet des fonctions propres des opérateurs M4 et My (25.8), 
ce dont on peut se rendre compte directement. Cette même conclusion 
s'impose du fait de la non-commutativité de Mz, My. M. 

Il est clair que les valeurs possibles de M, et M, sont les mêmes que 
celles de M, (25.24) puisque la direction OZ n’a rien de particulier; pour 
nous en convaincre il suffit de poser que c’est l'axe OX ou l'axe OY qui 
a été choisi en qualité d’axe polaire. Si donc nous mesurons Af, ou AM, 
nous trouverons toujours unc des valeurs Am (m = 0, +1, Æ2,..., +), 
mais du fait de cette mesure apparaît un nouvel état caractérisé par unc 
certaine valeur de M}, par exemple. Dans cet état-là M, et M, seront 
indéterminés, ce qui signifie que les mesures simultanées des composantes 
du moment cinétique sont impossibles: la mesure de l’une d'elles rend 
indéterminée l’autre. 

On voudrait attirer l'attention du lecteur sur certaines propriétés de 
symétrie des fonctions propres des opérateurs du moment de quantité 
de mouvement. Remplaçons les coordonnées x, y, z par —x, —y, —z 
(réflexion par rapport à l’origine); cette opération porte le nom d’inver- 
sion. En coordonnées sphériques l’inversion représente le remplacement 
des coordonnées initiales r, 6 et © par r, x —06, o + 7. Lors d’une telle 
transformation des coordonnées la quantité e"® se transforme en 
em (95) = (—Iljrei"® et Plml (cos 0) se transforme en PI"I(—cos 0) — 
= (—1)'timi.Plml(cos 0) (cf. (25.18), (25.19). 

Ainsi Ÿim (0, ©) devient (—1}{ Yym (0, p), c.-à-d. se trouve multiplié 
par (—1)! quelle que soit la valeur de m. Autrement dit, l'opérateur d'’in- 
version entraîne la multiplication de la fonction d’onde par +1 pour / 
pair et par —1 pour / impair. 
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Les états avec (—1} — +1 (/ pair) sont dits états pairs, ou de 
parité positive, et ceux avec (—I1} ——1 (/ impair) sont dits états 
impairs ou de parité négative. 

Notons que la notion de parité des états est plus générale que 
celle de parité d'états de moment cinétique donné (cf. $ 107). 


$ 26. Opérateur de l’énergie et fonction 
de Hamilton 


a) L'opérateur de l’énergie cinétique Î. L'expérience montre que l'éner- 
gie cinétique des microparticules est liée à leurs impulsions de la même 
manière que dans le cas de corps macroscopiques !), autrement dit l'énergie 
cinétique 7 d’une particule de masse x et d’impulsion p vaut 

os p° En 1 2 2 o 
on 2 Cette) (26.1) 
Cette corrélation implique que l'opérateur de l'énergie cinétique doit 
être de la forme 
Êe 


= E = 1 pe 2 
=È-L(+R+E) @62) 


En remplaçant les opérateurs Ê,, Ê,, P, par leurs expressions (24.1) on 
trouve 


. 


fav (26.2) 
2u 


Ci Cu A do 
- ET + par } yant adopté 
cette définition de l’opérateur T, ses valeurs propres T sont alors définies 
par (26.1), à condition d’entendre par Pz, Py, pz les valeurs propres des 
opérateurs d’impulsion Ê:, Êy, Êz. 

En effet l’équation décrivant les fonctions propres d (x, y, z) de l’opé- 
rateur Î est 


où Y“ est l'opérateur de Laplace Le = _. Fe 


Th=TY. (26.3) 


Cette équation est satisfaite par la fonction représentant une onde plane 
de De Broglie 


ç PEtPyUtPS 


Yr (x, y, 2) = N 0 (26.4) 


——— e 
2 rh} 

Cette même fonction est la fonction propre des opérateurs d’impulsion, 
de sorte que l'énergie cinétique T se trouve déterminée par mesure des 
impulsions Pz, Py, Pz (il va de soi que les opérateurs Ÿ, P,, P,, P; com- 
mutent entre eux). L'opérateur Î se laisse aisément exprimer dans tout 


1) Cette corrélation est en fait incluse dans les relations de correspondance de 
De Broglie (cf. 8 7). 
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système de coordonnées curvilignes. Il suffit pour cela d’exprimer l’opé- 
rateur de Laplace V° dans ce système de coordonnées. Dans le système 
de coordonnées sphériques l'opérateur s’écrit 


2 
= 1 2 +] Vèe 26.5 
| ral xl" À" ee 


Vs est donné par l'expression (25.10). 
En portant (26.5) dans (26.2”) et en tenant compte de (25.9) on obtient 


1= 1,+ * 26.6 
=i+%. (26.6) 


où M est l'opérateur du carré du moment cinétique, et 7, est défini par 


(26.7) 


On peut considérer Ÿ, comme l’opérateur de l'énergie cinétique, cor- 
respondant à un rouvement le long du rayon vecteur, et l’opérateur 
M/2ur° comme l'opérateur de l'énergie cinétique d'un mouvement 
transversal ?). 

b) L'opérateur de l'énergie totale H. Remarquons tout d’abord que 
puisque l'énergie potentielle ne dépend que des coordonnées x, y, z de la 
particule, son opérateur Ü est tout simplement U(x, y, À). En mécanique 
classique l'énergie totale est égale à la somme de l’énergie potentielle et 
de l'énergie cinétique. 

De même, en mécanique quantique l’opérateur représentant l’énergie 
totale est égal à la somme des opérateurs de l’énergie cinétique et de l'éner- 
gie potentielle: 


H = T + Ü(x, y, 2). (26.8) 


La forme analytique de l’énergie potentielle Ü (x, y, z) est déterminée, 
comme en mécanique classique, par l’expérience et caractérise le champ 
de force agissant sur la particule. 

Remarquons cependant qu’en mécanique quantique on ne peut pas dire 
que l'énergie totale est égale à la somme des énergies potentielle et ciné- 
tique, puisque la première dépend des coordonnées et la seconde des 
impulsions. 

Or nous savons que dans les ensembles quantiques on ne peut trouver 
d’états dans lesquels les impulsions et les coordonnées des particules aient 
simultanément des valeurs déterminées. 


1) La formule (26.6) écrite sous la forme 


correspond parfaitement à la notion d'énergie cinétique de la mécanique classique; 
pr est la projection de l’impulsion sur le rayon vecteur r. 
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Aussi ne peut-on déterminer l'énergie totale d’une particule en déter- 
minant séparément son énergie potentielle et son énergie cinétique ). 

L'énergie totale doit être mesurée directement comme un tout indisso- 
ciable. Les valeurs que peut prendre l’énergie totale d'une particule dépen- 
dent de la forme de la fonction U(x, y, z), ce qui revient à dire qu’elles 
dépendent de la nature de la particule et de celle du champ de force dans 
lequel elle se déplace. La détermination de ces valeurs constitue un des 
principaux problèmes de la mécanique quantique et sera traitée plus loin. 

En mécanique classique l'énergie totale exprimée en termes de coor- 
données et d’impulsion est désignée sous le nom de fonction de Hamilton. 
Or comme nous exprimons l'opérateur T en termes d’opérateurs d’impul- 
sion (formule (26.2)) nous désignerons cet opérateur H sous le nom d’o pé- 
rateur de la fonction de Hamilton ou plus simple- 
ment sous le nom de hamiltonien. 


$ 27. Hamiltonien 


On peut étendre la notion de fonction de Hamilton même à des systè- 
mes non conservatifs, aussi a-t-elle une validité plus générale que la notion 
d'énergie mécanique. 

Il existe en mécanique classique des règles simples pour exprimer 
la fonction de Hamilton. La forme de cette fonction dépend de la nature 
du système mécanique, c.-à-d. de la nature des particules, de leurs inter- 
actions mutuelles et de leur interaction avec le champ extérieur. Con- 
naissant la fonction de Hamilton on trouve aisément l'équation de mou- 
vement dans tout système de coordonnées. 

Il existe en mécanique quantique des règles similaires pour écrire l’opé- 
rateur de la fonction de Hamilton ou hamiltonien. 

Nous nous limiterons pour le moment à l’étude du mouvement d’une 
seule particule dans un champ extérieur; plus tard nous décrirons le 
hamiltonien d’un système de particules ($ 102). 

On doit distinguer deux cas importants: celui où les forces agissantes 
ne dépendent pas de la vitesse de la particule, et celui où elles en dépendent. 
Dans le premier cas la force F n'est fonction que des coordonnées de la 
particule et du temps et peut être représentée sous forme du gradient 
d’une certaine fonction U(x, y, z) que nous appelons la fonction 
de force®?): 


F=—VU(x, y,z,t). (27.1) 


1) Les opérateurs Î et Ü ne sont évidemment pas commutables: on peut s’en 
rendre compte en appliquant la règle de commutation (24.4). Il en résulte qu’on 
ne peut déterminer simultanément Ÿ et Ü pour un seul et même état ÿ. 

3) On entend plus souvent par fonction de force —U. Remarquons encore 
qu’en représentant la force comme le gradient de U nous excluons de ce fait le 
champ tourbillonnaire (cas où rot F # 0). En mécanique des microparticules on ne 
rencontre pas de forces de cette nature, indépendantes de la vitesse. 
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Lorsque les forces sont indépendantes du temps, U(x, y, z) représente 
tout simplement l’énergie potentielle de la particule. Dans ce dernier cas 
la fonction de Hamilton se confond avec l'énergie totale de la particule 
et devient égale à T + U(x. y, z). Le hamiltonien correspondant est (26.8) 
et se confond alors avec l'opérateur de l'énergie totale. Dans le cas le 
plus général la fonction de Hamilton est égale à la somme de l'énergie ciné- 
tique T et de la fonction de force U: H=T+U(x, y, z, t). Mais puisque 
U ne représente plus l'énergie potentielle, H ne représente plus l’énergie 
totale du système. 

En parfaite analogie avec l'expression classique de la fonction de 
Hamilton, en mécanique quantique le hamiltonien s'écrit dans ce cas 


H = Î + U(x, ET 1), (27.2) 


U étant la fonction de force. 

1l nous reste à examiner le cas où les forces dépendent de la vitesse 
de la particule. Dans le microcosme les seules forces de ce type que l’on 
connaisse sont les forces qui se manifestent dans un champ électroma- 
gnétique (forces de Lorentz). Il suffit donc de définir le hamiltonien du 
mouvement d'une particule chargée (de charge e et de masse u) dans un 
champ électromagnétique arbitraire. 

Il s'ensuit de la théorie de champ que tout champ électromagnétique 
peut être décrit à l’aide d'un potentiel scalaire V et d’un potentiel vecteur A, 
avec 


1 2A 
S— —VVv— ste 27. 
c àt (73) 
A6 = rot À, (27.4) 


$ étant l'intensité du champ électrique et # l'intensité du champ ma- 
gnétique. 

La fonction classique de Hamilton, déterminant la forme correcte des 
équations de mouvement dans un champ électromagnétique, s'écrit 


1 e 2 
l'E p—<a) +eF, (27.5) 
2u c 
où P(Pz Py, Pz) est le vecteur impulsion généralisé (de sorte que 
p— “A =— uv, v étant la vitesse de la particule; mais p # uv!)!). 
c 
Il s'avère qu'en mécanique quantique nous n'’arrivons à un hamil- 
tonien correct qu’en entendant par p l'opérateur d’impulsion Ê = — inv, 


ce qui signifie que dans ce cas l'opérateur de Hamilton doit s'écrire 


A=-|P—<A;+er. (27.6) 
2u c 


1) Cf. annexe VI. 
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S'il existe en plus des forces électromagnétiques d’autres forces, décrites 
par une fonction de de U, le hamiltonien s'exprimera par 


ER Le £a} + eV + U. (27.7) 
Explicitons maintenant l'opérateur [B—<a). On a 
€ 
(eee a} : (Fe ‘ 4 F [ñ—-£4) +{—£ 4] + 27.8) 
€ c C La L 
Suivant la définition du produit d'opérateurs 


(ea) = (F— £ 4) (fe —< 4] 2 


D'autre part, nous avons selon os 


Pr Az 


ox 
et de ce fait 
(hr LA F4 Pe+ LAS NEA 
Los 


C C ox c 


En refaisant ce même calcul pour les deux autres termes de (27.8) et en 
sommant les résultats. nous obtenons 


uc 


Il s'ensuit des considérations développées aussi bien dans ce para- 
graphe que dans le paragraphe précédent que l'opérateur de la fonction 
de Hamilton ou celui de l'énergie est déterminé par: 1) la nature de la 
particule (dans le cas général par la nature du système de particules, cf. 
$ 102), ct 2) par la nature des champs agissant sur cette particule. 

C'est l'opérateur le plus important pour la mécanique car par son 
intermédiaire nous arrivons à formuler en termes mathématiques toutes 
les particularités du système que nous nous proposons d'étudier. 

Il importe de remarquer que le nombre de variables indépendantes 
figurant dans le hamiltonien est par définition égal au nombre de degrés 
de liberté du système considéré. 

La concordance entre théorie et expérience sc trouve prédéterminée 
par l'énoncé du problème à résoudre, c.-à-d. par le choix du hamiltonien 
(qui doit tenir compte de toutes les interactions suffisamment importantes 
pour influer sur le résultat). 

D'habitude on adopte cn qualité de variables indépendantes du hamil- 
tonien les coordonnées cartésiennes de la particule, puisque les opérateurs 


He DRE AP HE div A+ A+ eV + U (27.9) 
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caractérisant les interactions (l'énergie potentielle, par exemple) s’expri- 
ment sous une forme particulièrement simple (un nombre) et l'opérateur 
de l'énergie cinétique par un opérateur différentiel du second ordre, rela- 
tivement simple. On peut cependant choisir d’autres variables indépen- 
dantes !). 

Afin d'exprimer le hamiltonien dans un système quelconque de coor- 
données curvilignes q, 42, a, il suffit de passer du hamiltonien que nous 
avons établi pour un système de coordonnées cartésiennes à sa nouvelle 
forme dans le système de coordonnées choisi, en suivant les règles usuelles 
du calcul différentiel (un exemple de changement de coordonnées est 
donné par la formule (26.5)). La forme du hamiltonien rapporté à un sys- 
tème de coordonnées curvilignes n’est pas dans un rapport aussi simple 
avec la fonction classique de Hamilton que dans le cas de l’utilisation 
du système cartésien (on remplace alors p par l’opérateur Ê). Ce résultat 
n'est pas fortuit. Parmi tous les systèmes de coordonnées le système car- 
tésien a ceci de particulier que l'énergie cinétique s’y exprime par la somme 
des carrés des composantes de l'impulsion Pr, Py. Pz, de sorte qu'une 
mesure de l'impulsion suffit pour calculer l'énergie cinétique. 

Dans les systèmes de coordonnées curvilignes l'énergie cinétique s'ex- 
prime par une fonction quadratique des impulsions généralisées: 

3 
T= D aix (qu 42 43) Pi Pas (27.10) 


1, -1 


les coefficients x étant des fonctions des coordonnées. La mesure de 
px (= 1,2, 3) ne suffit pas à déterminer l'énergie cinétique puisqu'il 
faut connaître encore les coefficients a;4. Ces coefficients étant des fonctions 
des coordonnées gx (k = 1, 2. 3) ne peuvent être déterminés en même 
temps que les impulsions px. Ce n'est donc que dans le système carté- 
sien que la mesure des impulsions suffit pour connaître l'énergie ciné- 
tique ©). 


1) Si la particule est à spin (cf. $$ 58, 59, 60), le hamiltonien comporte, en plus 
des coordonnées, la variable de spin. 

2) On donne dans l’annexe VII les équations de la mécanique quantique en coor- 
données curvilignes. 


CHAPITRE IV 


VARIATION DE L’ÉTAT DANS LE TEMPS 


$ 28. Equation de Schrôdinger 


Posons que soit donnée à un instant  — 0 une fonction d’onde Ÿ (x, 0) 
décrivant l’état d'un ensemble de particules (par x nous entendons toutes 
les coordonnées de la particule). Connaissant cette fonction d’onde nous 
pouvons calculer les probabilités des résultats de mesure de différentes 
grandeurs mécaniques d’un ensemble de particules se trouvant à l’instant 
1 = 0 dans l'état ‘ (x, 0). Nous entendons par là que cette fonction d’onde 
détermine l'état d’une particule à l’instant 1 = O. 

Supposons maintenant que nous ayons l'intention de procéder à des 
mesures non pas à l'instant 1 — 0, mais plus tard, à un instant : > 0. Dans 
l'intervalle l’état de la particule (dans le cas général l’état d'un système de 
particules) aura changé et sera représenté par une nouvelle fonction d’onde, 
soit y (x, tr). Nous savons qu’une fonction d’onde change également du 
fait même de la mesure («réduction du paquet d’ondes », $ 17). Nous 
admettons donc que dans l'intervalle de temps compris entre l’instant 
initial : — 0 et l'instant : aucune mesure n'aura été faite, de sorte qu’il 
ne peut s'agir que de variations de l’état résultant exclusivement du mou- 
vement propre de la particule (ou du système de particules) sans aucune 
intervention d’un appareil de mesure. 

Comment, dans ce cas, les fonctions d’onde (x, 0) et % (x, t) 
sont-elles liées entre elles? 

Puisqu’une fonction d’onde caractérise entièrement un ensemble pur, 
elle doit déterminer également son évolution ultérieure. Cette condition 
exprime le principe de causalité dans son application à la mécanique quan- 
tique1). Mathématiquement cela signifie que, connaissant à l'instant 
t — 0 la fonction d’onde + (x, 0), on doit pouvoir en déduire de manière 
univoque la fonction d’onde (x, r) à un instant ultérieur f. 


*) Nous laisserons ouverte la question de savoir si cette formulation du principe 
de causalité, qui est généralement admise, est bien la seule valable. On peut tout 
aussi bien envisager le cas où la solution du problème est déterminée non par les 
conditions initiales, mais par des conditions relatives au temps passé et au temps 
futur; dans ce cas nous avons affaire à un problème où il s’agit de trouver des solu- 
tions propres dans l'espace et dans le temps. 
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Considérons la fonction % à un instant At infiniment proche de t — 0. 
On écrira alors 


ÿ} 
ÿ (x, An = 400) + [E9) Mt. 


, Her El ., {Ab (x, 1) : > > $ 
D’après ce qui vient d’être dit a . ] doit pouvoir se déterminer 
t0 
à partir de L(x, 0), c.-à-d. 


dp (x, 1) ef ! 
[RE ] L (x, 0) Ÿ (x, 0). 


1-0 
où £ (x, 0) est une certaine opération à laquelle on doit soumettre 4 (x, 0) 
pour trouver (&) Ê 


4-0 


Puisque l'instant ? = 0 a été choisi de façon arbitraire, on peut écrire 


! n 
Fe = LR) pr. (28.1) 

La forme de l'opérateur Ê, que l’on pourrait appeler opérateur 
de dérive dans le temps, ne se laisse pas déterminer à laide 
des considérations générales de mécanique quantique développées dans 
ce qui précède, et doit donc être postulée. 

Conformément au principe de superposition des états cet opérateur 
doit être linéaire. D'autre part il ne peut comporter aucune dérivée et 
aucune intégrale par rapport au temps. En effet s’il renfermait, par exemple, 
une dérivée première par rapport au temps #, cela significrait tout sim- 
plement que l'opérateur L n’est pas celui qu’il nous faut, puisque l'opérateur 
L exprime déjà la dérivée première par rapport à { par l'expression de 4 (x, t). 
S’il comportait des dérivées d'ordres plus élevés en r. l'expression (28.1) 
représenterait une équation en 4 d'ordre supérieur au premier: or cela 
impliquerait que pour pouvoir définir l'état du système à tout instant 
ultérieur on devrait connaître pour ? = 0 non seulement 4 (x, 0) mais 
aussi les dérivées de ® par rapport à r: (&] ; Ca 

êt Jo CE 
conditions la fonction d’onde b ne saurait définir l’état du système, ce qui 
contredit notre hypothèse fondamentale ( caractérise l'état du système). 
Si l’opérateur comprenait une intégrale par rapport à r, cela impliquerait 
que l’évolution ultérieure dépend de la valeur que prend 4 sur tout un 
intervalle de temps, dépend donc de l’histoire du processus considéré. 


,-..1); dans ces 


1) Ainsi, par exemple, l'équation de mouvement d'une corde vibrante est du 
second ordre par rapport au temps. Pour déterminer l'état de la corde à l'instant 
t = 0, on doit connaître non seulement l'élongation de la corde « (x, ?) pour # = 0, 
da (x, t) 

êt 


mais aussi les vitesses de ses différents points pour # = 0. 
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Nous en arrivons à conclure que:£ ne peut comprendre £ qu’en qualité 
de paramètre. 

L’équation (28.1) permet de déterminer la fonction Ÿ (x, r) connaissant 
la fonction d’onde initiale % (x, 0) et de prédéterminer les probabilités 
des résultats de différentes mesures qui seraient réalisées à un instant #, 
à condition toutefois que dans l'intervalle de temps compris entre 0 et #, 
le système ne subisse aucune autre action, notamment celle d’une mesure 
intermédiaire. 

Le changement de fonction d’onde résultant de mesures (« réduction» 
de la fonction) n'est pas décrit par quelque équation différentielle que 
ce soit, mais se déduit directement du résultat même de la mesure ($ 17). 

Pour faire un choix correct de l'opérateur L il est utile de considérer 
un mouvement libre avec une valeur déterminée de l’impulsion p. La fonction 
d’onde décrivant un tel movement est celle d’une onde de De Broglie 


(x Yy, 21) = Ne ® et 


avec 
PE + p5 + pÈ 
24 

Par substitution directe on s'assure que cette onde satisfait à l’équation 
&y > ih 2. 
êt 2u Lu 

Nous pouvons récrire cette ce sous la forme 
# = L 
dt hi bé 

en entendant par À le hamiltonien du mouvement libre d’une particule 


É= 


A = f=— y. 
24 


Il en résulte que pour un mouvement libre l’opérateur de dérive dans le 
1": 

temps est Ê — A. 
ul 


En mécanique quantique on généralise ce résultat particulier en posant 

que l’opérateur de dérive dans le est toujours défini par 
L=— ETS (28.2) 
ih 

où À est le hamiltonien (opérateur de la fonction de Hamilton), dont la 
forme pour différents cas a été précisée au & 27. 

En appliquant ce postulat à l’équation (28.1) de la fonction d’onde #, 
on écrira maintenant 


in À = A. (28.3) 
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Cette équation est connue sous le nom d’équation de Schrô- 
dinger. Cette équation est l’une des bases de la mécanique quantique ?), 
qui se justifie non pas tant par des considérations théoriques ou par les 
circonstances historiques qui ont déterminé son apparition, mais bien 
plutôt par son accord avec l'expérience. 

En l'absence de tout champ magnétique, l'équation (28.3) s’explicite 
conformément à la définition de l'opérateur À (cf. (27.2) et (26.2’)) sous 
la forme 


at 2 


(en ne d’un champ magnétique on doit utiliser l'expression (27.9) 
de 


= VE + UD (28.4) 


La particularité la plus importante de l'équation de Schrôdinger est 
la présence devant la dérivée À du facteur i. En physique classique les 
équations de premier ordre en t n’ont pas de solutions de caractère pério- 
dique et décrivent des processus irréversibles, telles la diffusion et la con- 
ductibilité thermique ©). Grâce à la présence du facteur imaginaire devant 
&Y/èt l'équation de Schrôdinger, tout en étant de premier ordre en ft, 
peut avoir des solutions de caractère périodique. 

Le problème consistant à déterminer ‘ (x, t) connaissant d (x, O), 
qui est en rapport avec l'équation de Schrôdinger, n’a de sens pour autant 
que (x, 0) puisse être rattaché de façon univoque à des conditions 
physiques bien déterminées. 

Ce rattachement n'est cependant pas une opération ordinaire puisque 
la fonction d’onde est, de par sa nature même, une grandeur non mesu- 
rable (rappelons à ce propos que 4 et L’ — a%Ÿ, où a cst une constante 
arbitraire, représentent un seul et même état). 

Mais sont mesurables les valeurs de grandeurs mécaniques L, M, N 
caractérisant une particule (ou un système de particules), ainsi que les 
probabilités d'apparition de ces valeurs dans un ensemble de particules 
(ou de systèmes). 

Aussi tout ce que l’on peut espérer est que les mesures des probabilités 
dans un enserible permettent de calculer la fonction d’onde, à un facteur 
constant et non essentiel près. Dans le cas général le problème de calcul 
de la fonction d'onde d’après les probabilités mesurées est loin d’être 
simple, puisque les probabilités ne déterminent que ! &(x)|* ou plus 


1} Dans bien des cours on s'efforce « d'établir » l'équation de Schrôdinger. En 
fait cette équation ne se laisse déduire de quoi que ce soit et constitue la base d’une 
nouvelle théorie. C’est pourquoi nous préférons postuler cette équation en nous 
contentant de considérations qui militent en faveur d’un tel postulat. 

2) Il est bien évident que le caractère de la solution d’une équation différen- 
tielle dépend aussi des conditions aux limites. La juxtaposition dont il est question 
ne concerne que les cas où ni U(x, y, :) ni les conditions aux limites ne dépendent 
du temps. 
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généralement les carrés des modules des amplitudes ; ca |* du développc- 
ment de ®(x) suivant les fonctions propres d’un opérateur quelconque, 
tandis que la phase de (x) ou c, reste indéterminée !). 

Ce n’est que dans certains cas tout à fait exceptionnels que le problème 
devient simple ou même trivial. 

Nous démontrerons au & 29, par exemple, que dans les états où il n’y 
a pas de flux de particules, la fonction d’onde est réclle. La densité de 
probabilités est alors égale à w (x) = | d (x) !? = L* (x)et ÿ (x) = + Vw(). 

Cependant tout le problème de détermination de © (x, 0) se trouve 
simplifié par le fait que dans la grande majorité des cas pratiquement 
importants nous avons affaire à des ensembles de particules présentant 
une collection complète et déterminée de variables mécaniques L, M, N. 
Connaissant leurs valeurs mesurées à l’instant : — 0, on peut calculer 
à l’aide de l'appareil mathématique de la mécanique quantique la fonction 
d'onde initiale. 

En effet si on a mesuré à l’instant r — 0 les valeurs L, M, N de ces dif- 
férentes grandeurs, nous pouvons affirmer que la fonction d’onde initiale 
est la fonction propre commune aux opérateurs L, M, N et associée aux 
valeurs propres L, M, N?). 

En suivant cette voie tout le problème de calcul de la fonction d'onde 
se ramène à établir quelles sont les grandeurs constituant un ensemble 
complet. 

Nous démontrons plus loin que ces grandeurs doivent présenter les 
propriétés suivantes: 1) elles peuvent être mesurées simultanément, 2) leur 
nombre est égal au nombre de degrés de liberté du système, 3) elles sont 
indépendantes les unes des autres. 

En vue d'une généralisation ultérieure nous poserons que la fonction 
d’onde dépend de f variables (système à f degrés de liberté). 

La fonction qui nous intéresse est une fonction propre et de ce fait 
appartient à un système complet de fonctions orthogonales dans un espace 
à f dimensions. 

Chacune de ces fonctions est définie par f paramètres «x, 5, y,... 
(« numéros » de la fonction). 

Dans le cas où une telle fonction d,8,+,...(x, y, z, . . .) est une fonction 
propre des opérateurs L, M, N,..., les valeurs propres L, M, N,... 
seront des fonctions des paramètres «, 8, y,... Nous écrirons donc 


La 3,r...= Lx, B,y,...) Da Br... | 
M, 8,%... = M (a, B,Y,...) Ya, B,%.... 
Na, 8, +... = N(c,B,Y,...) Das Bt... 


sn o sense 


(28.5) 


1) Cf. Théorie de la diffusion, ch. XIII. 

2) Si, par exemple, l'état initial est défini par fixation de l'impulsion p de la 
particule (on doit poser alors L = pz, M = py, N = pz), la fonction Ÿ (r, 0) = , (x) 
est une onde plane de De Broglie associée à l'impulsion p. 
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Ces équations sont compatibles si 
[L, M]= [Z, N] = [M,N]=...=—0, (28.6) 


ce qui signifie que les grandeurs L, M, N.... peuvent être mesurées simul- 
tanément. Connaissant les valeurs mesurées L, M, N,.... pour déterminer 
les paramètres «, B, Y,... on aura à résoudre f équations telles que 


L= La f,y,..), M=M(af,y,..), N=N(af,y....),... 
(28.7) 
et aucune de ces équations ne doit découler d'une autre, ce qui revient 


à dire que les grandeurs L, M, N,... doivent être indépendantes les unes 
des autres ?). 


$ 29. Conservation du nombre de particules 


On arrive à déduire de l’équation de Schrôdinger la loi de conser- 
vation du nombre de particules exprimée par l'équation de continuité 


dw te 
Fr + div j=0, (29.1) 


où w est la densité moyenne de particules au point x, r, z ct j est la den- 
sité moyenne de flux de particules. 

Pour établir cette équation nous partirons de l'équation de Schrôüdinger 
(28.4) correspondant au cas simple de forces dérivant d’un potentiel: 


Rss gs 00 (29.2) 
êr 2u 
La fonction conjuguée complexe s'exprime par 
D (29.2') 
dt 2u 


En multipliant l'équation (29.2) par 4* et l’équation (29.2’) par %, puis 
soustrayant le deuxième résultat du premier il vient 


hf ge 2 sn DA) OR eg — dev 
in [ot + SE) = — 2 Gr vru). 


Nous pouvons récrire cette égalité sous la forme 


(put) = À div(or 7 — y +), (29.3) 
dr 2u 


1) Ces paramètres peuvent être aussi bien continus que discrets. Dans le cas 
le plus simple où on peut réaliser une séparation de variables, ces fonctions sont 
de la forme Yx,6,+,... (x, y, 2) = u, (x) te Oo) we CG)... 
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où &*4 est la densité de probabilité w: 
w= p*o. (29.4) 


Si nous désignons par j le vecteur 
je (VU — LV 4), (29.5) 
l'équation (29.3) s’écrira 
2 + div j 0. (29.6) 


Il s'ensuit de là que le vecteur j est le vecteur densité de 
flux de probabilité. Le sens physique de l'équation (29.6) 
devient plus perceptible en remarquant que w = 4*% peut être traité 
de la même façon qu’une densité moyenne de particules. Le vecteur j acquiert 
alors la signification d'un flux moyen de particules traversant par seconde 
une aire de 1 cm°. On peut dès lors considérer l’équation (29.6) comme 
l'expression de la loi de conservation du nombre de 
particules. Si on intègre (29.6) dans un volume limité F et qu’on 
applique le théorème de Gauss, on arrive au résultat particulier suivant 


_ ( w do = —{ div j dr = (ir ds, (29.7) 

LA v S 
la dernière intégrale est étendue à la surface S délimitant le volume F. 
Etendant l'intégration à tout l’espace (V —> œ«) et en remarquant qu’aussi 


bien les fonctions d'onde Ÿ que la densité de courant j tendent vers zéro 
sur une surface éloignée à l’infini !), nous obtenons 


ee ( w do = À { LU de = 0. (29.8) 
dt di 


résultat que l’on exprime en disant: /a probabilité totale de trouver une 
particule quelque part dans l’espace est indépendante du temps. Yen découle 
que le nombre de particules est invariable. Mais l’équation (29.8) affirme 
également que la normation des fonctions d’onde ne varie pas dans le 
temps, affirmation que nous avons déjà citée au $ 10. 
Muitiplions j et w par la masse & de la particule 
ih 


P=UW=UIYÉ = CV Gt Y)V (299) 


1) Dans le cas où les fonctions Ÿ ne seraient pas intégrables, l'intégrale | js ds 


peut fort bien ne pas s’annuler même sur une surface située à l'infini. Physiquement 
cela signifierait qu’il existe un flux de particules dirigé vers l'infini ou venant de l'infini. 
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PL, peut alors être assimilé à une densité moyenne de matière (de masse) 
et j, à une densité moyenne du courant de matière (de masse). 1 s'ensuit 
de (29.6) que ces grandeurs satisfont à l'équation de continuité 


0 
E + div j, = 0, (29.10) 


qui signifie que toute variation de la masse contenue dans un élément de 
volume infiniment petit ne peut être déterminée que par l’écoulement dans 
un sens ou dans l’autre de cette masse à travers la surface délimitant l’élé- 
ment de volume considéré. 

De même, la multiplication de w et de j par la charge e de la particule 
fournit la densité moyenne de charge électrique et la densité moyenne de 
courant électrique: 

5 ieh 


pe=ew=el |, RSS VE EVE) (29.11) 
qui, elles aussi, satisfont à l’équation de continuité 
Fe + div j = 0. (29.12) 


Les équations (29.10) et (29.12) expriment la loi de conservation de la 
masse et de la charge électrique en mécanique quantique. 
Si nous représentons la fonction d'onde par l'expression 


d = ue®, (29.13) 


où u est l'amplitude réelle et © la phase réelle, et si nous portons (29.13) 
dans (29.5) on obtient 


j= ". 1 VO. (29.5) 


Puisque u° est la densité de w, la quantité À V9 peut être interprétée 
& 


comme une vitesse moyenne au point x, }, z: 
h 
v— — VO, (29.14) 
B 


la quantité e ©, elle, représente alors le potentiel de vitesse. 


rs 

La formule (29.5’) montre avec évidence que la densité de courant j 
n’est différente de zéro que lorsque l’état considéré est décrit par une 
fonction 4 complexe. 

En présence d’un champ magnétique #, décrit par le potentiel vec- 
teur A (# = rot A), la formule exprimant la densité de courant j doit 
être modifiée en conséquence !). En présence d’un champ magnétique 


1) La modification de la formule est déterminée par ce qu'en présence d’un 
champ magnétique les opérateurs Ê,, À,, ,se présentent comme des opérateurs 
de l'impulsion généralisée, et non de l'impulsion usuelle (produit de la masse par la 
rage Pl retrouve la même situation en mécanique classique (cf. annexe VI, for- 
mule (10). 
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la formule (29.5) doit être remplacée par l'expression suivante de la den-, 
sité de courant 


i- LL Lo de — Leg] —-T À db. (29.5) 
2u ue 


Pour arriver à cette expression on doit porter dans l'équation de Schrô- 
dinger (28.3) le hamiltonien (27.9) caractérisant le mouvement d’une 
particule dans un champ électromagnétique arbitraire. Après cette subs- 
titution l'équation de Schrôdinger se présente sous la forme suivante 


ih CA #3 ieñ 


D À ges, + ay à div AU 
LT AY +eVh + UY, (29.15) 
2 uc° 
pour la fonction conjuguée on trouve 
in 2 RE AY ÿ*— ef Aÿ* + 
êt 2u uc 2uc 


+ APYS + eV£t + UU*. (29.16) 
2uc 


Muitiplions une nouvelle fois la première équation par * et la seconde 
par %, puis faisons la différence des résultats obtenus. On obtient alors 
2 
in ED LUE Giv (pe D — g9 0) + 
dt 2u 
ihe 


Lire {div A(Y*4) + A (LV + pv 27)}. 


L'expression entre accolades peut être transformée comme suit 
div A4*4 + AV + DV 4*)= div Ad* + AV(D*L) = div (Ag*4). 


En portant ce dernier résultat dans l’expression précédente et en divisant 
les deux membres par ih, on trouve 


à (&* [ik 
dh + iv Ve v 0] Avr U) = 0 (29.17) 


C'est là l'équation de continuité en présence d’un champ magnétique 
défini par son potentiel vecteur A. L'expression figurant entre accolades 
doit représenter la densité de courant j, puisqu'elle est identique à (29.5). 

La légitimité de l'équation de continuité est intimement liée à ce que 
le hamiltonien À est autoconjugué. Nous avons implicitement fait usage 
de cette propriété pour établir les formules (29.5) et (29.17). Nous exami- 
nerons en détail cet aspect du problème dans l’annexe VIII, où nous mon- 
trerons qu’en imposant que l'opérateur À soit autoconjugué on impose 
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aussitôt des conditions au comportement de la fonction d’onde en certains 
points particuliers ($ 20), assurant ainsi la validité de l’équation de conti- 
nuité dans tout l’espace. 


$ 30. Etats stationnaires 


En l’absence de champs extérieurs variables le hamiltonien H est indé- 
pendant du temps et se confond alors avec l’opérateur de l’énergie totale 
(x). L’équation de Schrôdinger correspondante 
in ED 2 HG) (x (30.1) 
(4 
a des solutions importantes que l’on obtient par le procédé de séparation 
des variables x et 1: 


21 = LG. (30.2) 


En portant (30.2) dans (30.1) ct en désignant par E la constante apparais- 
sant du fait de la séparation des “a on a 


in Ÿ = Ef, (30.3) 
A) Ÿ pa — Eÿ (>). (30.4) 
La solution de la première équation s’obtient immédiatement, c’est 


HE 
ff) = const-e À. 


En ce qui concerne la seconde équation, on peut constater qu’elle coïncide 
avec l'équation des fonctions propres de l'opérateur de l'énergie H1). 
En désignant ces fonctions par Ÿ, (x) et les valeurs propres par E, (pour 
être concret nous considérerons un spectre d’énergie discret), la solution 
définitive (30.2) est de la forme 


(30.5) 


. Ent 
een 
Un 1)= ne ?. (30.6) 
Il en résulte que les états caractérisés par une valeur déterminée de l'énergie 
En ((AEŸ° = 0) varient avec le temps suivant une loi harmonique, avec une 
fréquence 


On = (30.7) 


Le résultat obtenu constitue une extension de la relation de De Broglie 
E = how, initialement appliquée au mouvement libre, à des systèmes arbi- 
traires. 


L 29 an (30.4) découle de l’équation générale (20.2) en posant dans celle-ci 
et L 
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Pour des raisons que nous allons préciser, les états d'énergie bien 
déterminée qui sont définis par (30.6) sont dits états stationnaires. 
L'équation (30.4) est appelé équation de Schrôdinger 
pour les états stationnaires. En vertu du caractère liné- 
aire de l’équation (30.1) sa solution générale 4 (x, t) peut être présentée 
sous forme d’une superposition d'états stationnaires d'amplitudes arbi- 
traires mais constantes: 

. Ent 


Van= Zen m@e À. (30.8) 


Les amplitudes c, se laissent déterminer à l’aide de la fonction initiale 
Y (x, 0). En effet, les fonctions Ÿ, étant orthogonales, on écrira 


Ca =( ÿ (x, 0) &° (x) dx. (30.9) 


Calculons maintenant la probabilité de présence de la particule w'x (x, t) 
et la densité de courant de probabilité j, (x, t) pour le n-ième état station- 
naire. Selon (29.4) et (29.5) on a 


mn (2) © À QG D 2 Qi (0) D (D), 
Bin Ge) = 2 {dn C6 DV 93 (D — Ÿ 66 DV Yn (D}. 


En y portant l'expression (30.6) de 4, (x, r), nous obtenons 
Wan (X, 1) = Wan (X, 0), (30.10) 
n (6 1) = in (x, 0), (30.11) 


ce qui veut dire que dans les états stationnaires la probabilité de présence 
d'une particule ainsi que la densité de courant de probabilité sont indé- 
pendantes du temps. 

T1 résulte de ces mêmes considérations (compte tenu de (29.11)) que 
dans ces états la densité moyenne p. des charges électriques et la densité 
moyenne je des courants électriques sont, elles aussi, indépendantes du 
temps. 

Donc, tout système se trouvant dans un état d'énergie déterminée 
En ((AE)° = 0) est un système dans lequel les charges et les courants 
continus sont répartis statiquement. 

Nous rendrons encore plus complète la définition des états station- 
naires en remarquant que pour ces états la probabilité w (L) de trouver 
une valeur quelconque L de toute grandeur mécanique (ne dépendant 
pas explicitement du temps) est indépendante du temps. D'ailleurs la 
valeur moyenne Z cest constante. Pour démontrer cette assertion nous 
utiliserons la formule (22.14) 


(D) = 1e (DE, 
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où c(L) est l'amplitude dans le développement de % (x, r) en fonctions 
propres z (x) de l’opérateur Ê, représentant la grandeur L. Selon (21.16) 
nous avons pour l'état stationnaire 4, (x, r) défini par (30.6): 


. Et 


c&)= (3:09 YnGDdx=e À52 60 d 09 dx 
et donc 


w(L)=|c(L)È= | { 2 (x) Ya (x) dx | = const. (30.12) 


CHAPITRE V 


VARIATION DES GRANDEURS MÉCANIQUES 
DANS LE TEMPS 


$ 31. Dérivées des opérateurs par rapport 
au temps 


L'équation de Schrôdinger permet d’établir des règles simples permet- 
tant de calculer la variation de la valeur moyenne de toute grandeur mé- 
canique pendant un intervalle de temps infiniment court, ce qui revient 
à dire que ces règles permettent de calculer la dérivée par rapport au 
temps d/dt L de la valeur moyenne L d'une grandeur L. 

Explicitons la signification physique de ces dérivées. Supposons que 
nous soit donné à un instant { un microsystème défini par la fonction 
d'onde % (x, r). Procédons à une série de mesures de la grandeur L dans 
cet état du système. Nous obtiendrons une série de résultats individuels 
L', L'”', L'"",... La valeur moyenne L (rt) d’un grand nombre de mesures 
se laisse calculer par la formule 


a 


L() = \ Lx) LU (x, 1) dx. G1.1) 


Nous procéderons à une autre série de mesures à un instant t’ — 1 +- At, 
peu différent de #, et nous obtiendrons une nouvelle série de résultats. 
Le fait d’avoir obtenu deux séries de résultats de relevés effectués l’un 
à l'instant r et l’autre à l'instant : + Ar doit être interprété comme suit. 
Nous avons affaire à un ensemble comprenant un grand nombre N d’exem- 
plaires de microsystèmes indépendants, se trouvant tous dans un état 
% (x, 1). Nous subdivisons N en deux grands groupes N'et N°”. A l'instant 
1 nos mesures portent sur le premier groupe de particules N' et nous en 
déduisons une valeur moyenne L(t); l'état de ces microsystèmes doit 
être modifié par ces mesures et ne peut donc plus être défini par la fonction 
Y (x, t). Puis nous effectuons à l’instant r + Ar notre deuxième série de 
mesures sur le second groupe de particules N°”, qui n’a pas été affecté par 
la première série de mesures. Cette deuxième série de mesures fournit 
une nouvelle valeur moyenne L (r + At) qui, en règle générale, diffère 
de la première, puisque pendant l'intervalle de temps Ar, l’état initial 
défini par % (x, r) subit des changements, de sorte que les mêmes résultats 
L', L'”, L'”,... seront obtenus avec des probabilités différentes. 11 peut 
même arriver que la grandeur L dépende elle-même explicitement du 
temps, ce qui entraîne que les valeurs possibles L’, L’", L'",... évolueront 
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avec le temps. Désignons le résultat moyen des mesures effectuées à l'instant 
+ At par L(t+ Ar) et écrivons 
L(D= lim Lé+An—L@. 
At+0 At 


(31.2) 


Calculons cette dérivée. En différentiant (31.1) par rapport au temps, 
il vient 
dE 


_ =(% ge E dr+ (is dx ” (LT Lux. (313 


On voit bien que le premier terme représente la valeur moyenne de Ÿ 
{ 


qui est nulle à moins que L soit une fonction explicite du temps. Nous 
pouvons simplifier les deux autres termes en usant de l'équation de Schrô- 
dinger (28.3). On tire notamment de (28.3) 


MN. nt ch pas 
at ih êt ik 
Portant ces expressions dans (31.3) on obtient 
ak... fre +) (LS) dx + +? + (LA Sax. 


Profitant de ce que H est un opérateur autoconjugué, nous pouvons trans- 
former la première intégrale: nous posons 4* = u?, LY = u., et en appli- 
quant l'égalité (18.7) on a 


(ass) (L 3) dx = [ref dx = (ri Budx = ( d* (LD) dx. 


En portant ce résultat dans l'expression de ci-dessus, on trouve 
(4 


LORS LENS PAL ge (LA — HE) % dx. (31.4) 
dt êt ih 


Introduisons la notation 


(A. È 


Il 

| = 
à 
af 
XL 


(31.5) 


Nous appellerons l'opérateur — (£H— HÊ) crochet quantique 
4h 


de Poisson!). L'utilisation de cette nouvelle notation permet de 
récrire (31.4) sous la forme 


ee COR (A. À] Ë]. (31.6) 


1) On a emprunté ce terme à la mécanique classique. Voir annexe VI, formule (4). 
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Cette formule montre que la dérivée par rapport au temps de la valeur 
moyenne L est la valeur moyenne d’une certaine grandeur représentée 
par l’opérateur 

CT Al 
dt L 
On doit donc considérer cet opérateur comme l’opérateur _ de la dérivée 
(4 


par rapport au temps SE de la grandeur L, représentée, elle, par l’'opé- 


rateur L: 
dl _ ëL 


es + (A, À (31.7) 


Cette seion de l’opérateur représentant une dérivée par rapport au 
temps entraîne la relation suivante 


Ke L - Æ _ 1« dE ! 
D = (° Le dx, (31.8) 


qui signifie que la dérivée de la moyenne par rapport au temps est égale 
à la moyenne de la dérivée par rapport au temps. 

Si la grandeur L ne dépend pas explicitement du temps, les formules 
(31.6) et (31.7) se simplifient: 


= [À, À], (31.9) 


Z = (#4, À] (31.10) 


Pour conclure nous attirons l'attention du lecteur sur le fait que lors du 
calcul de l'opérateur d’une dérivée par rapport au temps d’un produit 
ou d’une somme d’opérateurs on peut traiter le crochet quantique de 
Poisson comme une dérivée usuelle (tout en respectant l’ordre des fac- 
teurs). On constate aisément que si £ — À + À, on doit avoir 


LL 16 44 8 he A+ 06 B1= “A à 4 
= (A, 4 + B1= (4, 41+ [4, 81 = AE a" (1.11) 


et si £ — AB, on aura 
SEL 14, 481 = (A, A8 + AU, 81= À 6+ 4%. (112) 
dt dt dt 
$ 32. Equations de mouvement en mécanique 


quantique et théorèmes d’Ehrenfest 


Cherchons maintenant les lois de variation dans le temps des impul- 
sions et des coordonnées de position. Comme ces grandeurs ne dépendent 
pas du temps de façon explicite, les opérateurs de leurs dérivées par rap- 
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port au temps s'expriment conformément à (31.10) par les crochets quan- 
tiques de Poisson, donc par les opérateurs de ces grandeurs et le hamil- 
tonien À caractérisant le système mécanique considéré. 


Désignons par XŸ, Ÿ, Z les opérateurs des coordonnées cartésiennes 
de position x, y, z et par Êz, Py, Ê- les opérateurs des impulsions corres- 
pondantes pz, Py, Pz!). Le hamiltonien H sera fonction de ces opérateurs 
et, dans le cas général, du temps fr: 


A = (PB, By LP, À. Ÿ, 2,0). G2.1) 
Désignons d’autre part par us ; = , les opérateurs des dérivées 


des coordonnées de position par rapport au temps, ou ce qui revient au 
même, les opérateurs des projections de la vitesse sur les axes de coor- 
re A dBz dy dh ; A 
données; on désignera par sr dre pe les opérateurs des dérivées par 
rapport au temps des projections des impulsions. 
En remplaçant dans (31.10) Ê par les opérateurs X, Ÿ, Z, P,, P,. À, 
on obtient les équations d’opérateurs recherchées: 


& 142, = L2=1[4,2, (32.2) 


dbz dly A dB: : 
di LT (À, Ê:], dt =. (À, Py} di Dre [À, Ê:]. (32.2) 


Ces équations opératorielles sont tout à fait similaires aux équations 
de Hamilton et sont appelées équations quantiques de 
Hamilton?) 

En mécanique classique le premier groupe d’équations (dérivées des 
coordonnées de position) établit un lien entre la vitesse et l’impulsion, 
tandis que le second groupe d’équations (dérivées des impulsions) exprime 
les lois de variation dans le temps des impulsions. Les équations quan- 
tiques de Hamilton ont la même signification. Pour s’en rendre compte 
il suffit d’expliciter les crochets de Poisson de (32.2) et (32.2’). Pour raison 
de simplicité nous n’envisagerons que le cas où il n’y a pas de forces ma- 
gnétiques. Le hamiltonien s'écrit alors (cf. (27.2)): 


He 7 + + À) + U(R, Ÿ,2,0). (32.3) 


1) Nous limiterons notre analyse à l'étude du mouvement dans un système de 
coordonnées cartésiennes. On se rapportera à l’annexe VII pour le cas d’un système 
de coordonnées curvilignes. 


2) Cf. annexe VI, équation (5). 
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En considérant que la fonction d’onde dépend des coordonnées de position 
de la particule x, y, z et du temps f, les opérateurs sont définis par les 
expressions suivantes: 


À = X, Ÿ = }, Z = Z, 
bre VE, ee, (32.4) 
0x y az 

Calculons l’opérateur dŸ/dt. Nous écrivons 


(4, 1= (A — HR)= Er (AP2— PER), (32.5) 


puisque Ÿ commute avec Ê,, Ê., U(x, y, z, t). L'application de la règle 
de commutation des opérateurs X et P, (cf. (24.2)) nous donne 


Pr RL = Po (BR) = BR Pr — ih) = (PX) Pz — ihPz = 
= (ÀP,— ih) P,—ihl, = XP2—2ihf,. (32.6) 
Portant cette expression dans (32.5) nous obtenons 
(4, À = À f,. (32.7) 
ns 
Il est clair que pour y, z on obtiendra un résultat analogue; on écrira donc 


4 _ Ps, di __ À, 42 __k, (32.8) 
dt & dt u dt 


ce qui veut dire que l'opérateur de vitesse est égal au quotient de l'opé- 
rateur d’impulsion par la masse w de la particule. On constate donc que 
le lien entre les opérateurs de vitesse et d’impulsion est le même qu’entre 
les grandeurs correspondantes de la mécanique classique. 

Calculons maintenant l’opérateur dP;/dt. On tire de (32.2’) et de (24.4) 


(A Pie Lu ur)=-=%, (32.9) 
ih ox 
c’est-à-dire 
dfs _ OU, dfy _ OU, dl __ 20, 310 
dt ox dt dy dt êz 
C141 CI au 


— — ,— ——,———- sont tout simplement les opérateurs des 
ax ay êz à 

projections de la force’). On peut donc transcrire (32.10) 

sous la forme 


dl; nn: Ê. 
= Fy 


dB, à dP) 
2 £ É Z 
dt dt 


= F, = 


(32.11) 


1) Ces opérateurs sont des fonctions des coordonnées. 
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ce qui s'énonce: l’opérateur de la dérivée par rapport au temps de l’im- 
pulsion est égal à l'opérateur de force. Cela permet de considérer (32.10) 
comme l'équation opératorielle exprimant la loi de Newton. 

Si nous calculons les valeurs moyennes des grandeurs dx/dt, dp,/dt, 
etc., dans un état quelconque , les équations (32.8) et (32.10) jointes 
à (31.8) nous donnent 


d _d 1. 

Rs + DE LP (32.12) 
dp, d ,- aÛ _ : 

dr OT ge À PE 


et ainsi de suite. Autrement dit la dérivée par rapport au temps de la coor- 
donnée moyenne X est égale au quotient de l’impulsion moyenne par 
la masse de la particule, et la dérivée par rapport au temps de l'impulsion 
moyenne ÿ- est égale à la force moyenne F.. 

Une fois explicitées, les égalités (32.12) et (32.13) deviennent 


d ee. 1 , , 

PA phbir = — ( v+ À, 4 dx, (32.12°) 

F\ + Ê, gx = (ve SE par (32.13°) 
x 


Sous cette forme ces égalités portent le nom de théorèmes d’Eh- 
renfest. En différentiant (32.12) par rapport au temps et en éliminant 


SG) des équations (32.12) et (32.13) on obtient l’équation quantique 
de Newton 


pi Cr, (32.14) 


$ 33. Intégrales de mouvement 


En mécanique quantique on a les mêmes intégrales de mouvement 
qu’en mécanique classique. Une grandeur L sera une intégrale de mou- 
vement si on a identiquement 

di CI A À. L 
— = — , L]=0. 33.1 
= LE + [É, L) G3.1) 
Le cas où la grandeur L ne dépend pas explicitement du temps est parti- 
culièrement intéressant, puisqu’alors on a 
& =[4, L)=0, (33.2) 
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ce qui veut dire que pour les intégrales de mouvement (ne dépendant 
pas du temps de façon explicite) le crochet quantique de Poisson est égal 
à zéro. 

Comme [A, Ê] est défini par le commutateur de l'opérateur Ê et de 
l'opérateur de Hamilton, toute grandeur L ne dépendant pas explicitement 
du temps sera intégrale de mouvement à condition que son opérateur 
commute avec l’opérateur de Hamilton. 

I découle des formules (33.1) et (33.2) que la valeur moyenne des 
intégrales de mouvement est indépendante du temps 


d ,= 
Fr (L) = 0. (33.3) 


Démontrons maintenant que la probabilité w(LA:, 1) de trouver à un 
instant # une certaine valeur de l'intégrale de mouvement, L; par exemple, 
est, elle aussi, indépendante du temps !). 

Puisque les opérateurs £ et À commutent, ils ont des fonctions propres 
communes Y, (x): 


LYn = LnŸm (33.4) 
AŸn —= EnŸn. (33.4) 
Développons un état arbitrairement choisi ® (x, r) suivant les fonctions 


propres Ÿx. Ces fonctions étant des fonctions d’états stationnaires, on 
écrira (cf. (30.8)): 


Pet 
pnD= ZE cnûn@e ?, (33.5) 
ou bien 
Yx,1) = Zen (t) Yn (x), (33.6) 
avec 
= Fat i Ent 
Cn(=cne * —=ca(0)je À: (33.7) 


Puisque le développement (33.6) est le développement de «+ (x, f) suivant 
les fonctions propres de l'opérateur £, on a 


w (Lw 1) = | cn (0) (= ! cn (0) = const. (33.3) 


La forme des intégrales de mouvement dépend de l’espèce du champ 
de force dans lequel se meut la particule. Pour un mouvement libre, la 
fonction de force U(x, y, z, t) = 0 et le hamiltonien est égal à 


4=T= (+ RE (33.9) 


À 1) Il s’agit toujours d’intégrale de mouvement ne dépendant pas explicitement 
u temps. 
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De même qu'en mécanique classique l'intégrale de mouvement, c.-à-d. 
la grandeur conservative, est dans ce cas l’impulsion; on a en effet 


cé, 8 = LA, BA = [A Ê = 0, (33.10) 
c.-à-d. 

dés Oo, ro, À 0 (33.11) 

dt dt dt 


Dans le champ d'une force centrale s'applique la loi des surfaces, selon 
laquelle /e moment cinétique est intégrale de mouvement. En effet dans le 
champ d'une force centrale l’énergie potentielle U est fonction de la dis- 
tance au centre de force: U = U(r). Par suite le hamiltonien À peut 
s’écrire dans ce cas sous la forme (cf. (26.6)): 


À = Î, + De + U(r). (33.12) 


Les opérateurs du carré du moment cinétique M et de ses projections 
Mz My, M: ne dépendent, selon (25.8), que des angles 6 et @ et ne peu- 
vent donc agir sur des fonctions de r. En outre, l’opérateur M, figurant 
dans (33.12) commute avec Mz, My, M: (cf. (25.6)). Par conséquent les 
quatre opérateurs en cause commutent avec À (33.12), de sorte que 


(À, M:°] = 0, se = 0, (33.13) 
TE dMs _ dy _ dMe 
(À, M] D [A, M] + [A, M:) 0, dt dt dt ©. (33.14) 


Nous avons démontré ainsi que dans le champ d'une force centrale le 
moment cinétique est intégrale de mouvement. n , 
Appliquons l'égalité (33.1) au hamiltonien. En posant L — H, il vient 


dA 24 ; oÂ 
= = = + [4, À] = <— ; 
dt at +1 ] ot EE 
Dans le cas où le hamiltonien n'est pas une fonction explicite du temps, 
on aura L 
d 


pi 0. (33.16) 


Or comme dans ce cas le hamiltonien se confond avec l’opérateur de l'énergie 
totale, (33.16) signifie que dans un champ de forces invariables dans le temps, 
l'énergie totale est intégrale de mouvement. Cela revient à dire que (33.16) 
exprime en mécanique quantique la loi de conservation de l'énergie. 

Compte tenu des propriétés des intégrales de mouvement qui viennent 
d'être décrites, l’équation (33.16) signifie que ni la valeur moyenne de 
l'énergie E, ni les probabilités de trouver les différentes valeurs possibles 
de l’énergie E — En ne dépendent du temps !). 


1) En ce qui concerne la loi de conservation de l'énergie en mécanique quan- 
tique, voir $ 113. 


CHAPITRE VI 


RAPPORTS DE LA MÉCANIQUE QUANTIQUE 
AVEC LA MÉCANIQUE CLASSIQUE 
ET L’OPTIQUE 


$ 34. Transition des équations quantiques 
aux équations de Newton 


Les théorèmes d’Ehrenfest que nous avons démontrés au $ 32 affir- 
ment que pour tout état , la valeur moyenne des grandeurs mécaniques 
est donnée par l'équation quantique de Newton !) 


Le (34.1) 


Supposons que % ne diffère sensiblement de zéro que dans une très 
petite région de l'espace Ax. Nous désignerons cet état sous le nom de 
paquet d'ondes. 

Si la valeur moyenne de x variait conformément à la loi classique 
de Newton et si la forme du paquet d'ondes restait invariable, nous pour- 
rions assimiler le mouvement | L |? de ce paquet au mouvement d’un 
point matériel régi par la mécanique de Newton. D'une façon générale 
la mécanique quantique n’admet pas de mouvement de ce type, précisé- 
ment parce que les paquets d’ondes s'étalent et, deuxièmement, pour 
que le mouvement du centre de masse X du paquet coïncide avec le mouve- 
ment d’un point matériel dans un champ de force U (x), il faut que soit 
respectée l'égalité 

ou eux. 
ox 


= (34.2) 
dx 

En général cette égalité n'est pas respectée. Examinons néanmoins, 
de façon plus détaillée, les conditions requises pour que le mouvement 
du paquet d'ondes coïncide approximativement avec le mouvement d'un 
point matériel. La valeur moyenne X de la coordonnée de position x, 
qui est la position du centre de masse du paquet, est donnée par 


x = | D* xd dx. (34.3) 


1) Nous nous limiterons ici au cas unidimensionnel puisque la généralisation 
des résultats au cas tridimensionnel ne présente aucune difficulté. 
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La valeur moyenne de la force est 
eu ou 
Due dr Le (34.4) 


Posons * — x + £: on aura alors 


__ à __ ÿ* 
_ {s (& + ©) 


EURE U(F+E) dE (344) 


Supposons que dans la région où | Ÿ |? est sensiblement différent de zéro, 
U (x) ne varie que lentement en fonction de la variable x. On peut alors 


développer Que) en série suivant les puissances de £. En effectuant 
ce développement en série, on obtient 
LTD __ DO hyg 1 EVE (prog 
2x ax (wa TRE (CALE 
_ 1 EU # E24 dE — 34.5 
ie UE L .. (345) 


Mais comme nous avons 
furodr = (étude. 
(ureu a - ( Q* (x — #) Ÿ dx = 0, 
\ + 224 dE = \ D (x — 0 de = (AX)!, 
on doit avoir 
eU ëU (®) 


de EVE TE... (6 


üx CAS ox 


D'autre part on tire de l'équation (34.1) 


di ___ EU) __ 1 SUG) ue 
gs üx 2 DE Ge 


Si le champ de force varie lentement dans l’espace, on peut toujours 


choisir une épaisseur du paquet d’ondes (Ax)* qui soit suffisamment 
petite pour que l’on puisse négliger dans cette dernière équation tous les 
termes sauf le premier. Nous arrivons alors à l'équation de Newton pour 
le mouvement du centre de masse (*) du paquet d'ondes: 
dx AU (x) ’ 
= = — ———<. 34.7 
La dr° CAS ( ) 
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Cette équation sera valable pour l’intervalle de temps r, pour lequel les 
termes négligés dans l'équation (34.7) seront petits, c.-à-d. qu'elle sera 
valable tant que 


Et CEA ee Gr. G49 


La quantité (Ax)*® déterminant les dimensions du paquet d'ondes dépend 
du temps et en général augmente avec lui, ce qui correspond à un étale- 
ment du paquet (voir ci-dessous). Par suite, même si l'inégalité (34.8) 
se trouve satisfaite à l’instant initial, elle cesse de l’être à partir d'un certain 
instant r. Mais même si l'inégalité (34.8) reste satisfaite, cela ne signifiera 
nullement que l’état des particules coïncide avec le comportement clas- 
sique |). 

En effet si le paquet d'ondes est très étroit ((Ax)° petit), l'énergie poten- 
tielle moyenne de la particule est. selon la mécanique quantique, prati- 
quement égale à l'énergie potentielle d'un point matériel situé au centre 
du paquet d’ondes: 


UE \ deUY dx = U(X). (34.9) 

On ne peut pas en dire autant de l'énergie cinétique T. Effectivement 
= p? 1 — °ÿ GPS P? 

Pl fi — 2 — ——. 34.10 

FU b + p) . + 2u ( ) 


En vertu de la relation de Heïisenberg 


= — m2 
(ApŸ > —— 
4 (AxY 
et par conséquent le premier terme quantique du second membre de (34.10) 
peut être beaucoup plus grand que l'énergie classique d’une particule se 

déplaçant avec une impulsion p. 
On ne peut ne. Ne Lo 10) le terme quantique que si 
2 

2e ET 4 (Ax} 


(34.11) 


On peut donc considérer que le mouvement d’une particule obéit aux 
lois classiques pendant une durée r, à condition que pendant cette durée 
les inégalités (34.8) et (34.11) soient satisfaites simultanément. 


1) Il résulte de (34.7) que pour toute fonction U (x) de la forme U = a + bx + cx° 
le mouvement du centre de masse du paquet d'ondes coïncide exactement avec le 
mouvement classique d'un point matériel se déplaçant dans le champ U (x). C'est 
le cas de: a) mouvements libres de toute action extérieure, b) mouvements dans un 
champ homogène, c) mouvements d’un oscillateur harmonique et plusieurs autres 
mouvements (par exemple, le mouvement dans un champ magnétique homogène 
obéit aux mêmes lois que celles d’un ‘voscillateur). 
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Les circonstances favorisant la satisfaction simultanée de ces deux 
inégalités sont: 1) une grande énergie cinétique 7 de la particule, 2) un 
champ U(x) variant lentement en fonction des coordonnées x. 

Nous aboutissons ainsi au résultat suivant: /a transition des équations 
de mouvement quantiques aux équations de Newton se manifeste lorsqu'on 
passe à de grandes énergies cinétiques des particules et à des champs dont 
l'intensité varie lentement. 


Examinons maintenant le processus d'étalement progressif du paquet d’ondes 
dans le cas du mouvement libre d’une particule. L'écart quadratique moyen (Ax}° 
est la valeur moyenne de ja quantité 

(A = —5#, 
X étant la coordonnée du centre du paquet. Selon (34.7) 
5e =, ZX U+ x» (34.12) 
dt 


cæ qui signifie que le centre du paquet se déplace à une vitesse uniforme v. Les déri- 
vées par rapport au temps de (Ax}* se laissent calculer par application de la formule 
générale (31.7). En y posant L = (Ax})°, on trouve 


LAC 2e _ + LA, a = — + LA €) 


dt 

et comme pour un mouvement libre l'opérateur À = _ F', on a!): 
ra 
LA, x] = —L_çp, x] = Gp pe) ET 
2u 2u ih u 
De sorte que l'opérateur LC est égal à: 
( 
dax _ xP+Px _ dé _ xP+Px =. G419 
dt & dt & 
Calculons HE la dérivée seconde 
d'(AxY KE [#. —. __rTÉ sk XP + Px 
dr -+| dt® pu Ï 
[4 EE] = {GB + P9 PF BP + Po} = 2e, 
u 2ihu ut 


cæ qui donne Er fe pa 
FOX _L2F _dé _2F 2 (34.14) 
dr® ue dr® u° 
Etant donné que F2 commute avec À, toutes les dérivées d'ordre supérieur de (Ax} 
sont nulles. Le développement de (Ax}° en série de Taylor suivant les puissances de # 
se présente sous la forme 


(Axÿ a (Ax} + [AE 


252) 1+ lE-F] #, (3415) 
2! | u° 


1) Dans tous les calculs ultérieurs on utilisera la formule Px = xÊ — ih. 
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Passant des opérateurs aux valeurs moyennes on obtient 


(AxŸ = (Ar + (ee —25 + + = F) ra, (34.16) 
u ut 


Puisque (Ax)}? est une quantité essentiellement positive, il s'ensuit de (34.16) que 


(Ax}Ÿ croit indéfiniment avec t (en passant parfois par un minimum), ce qui veut dire 
que le paquet d'ondes s'étale de plus en plus. Dans de nombreux cas (selon la forme 
de ‘} (x, 0)), le terme en # disparaît, et l'équation (34.16) prend une forme particuliè- 
rement simple: 


(A = (A + (AuP #2, G4.17 
où (Av}° est l'écart quadratique moyen de la vitesse 


ee) Pè e 


(AP = 


L'étalement d'un tel paquet d'ondes coïncide avec la dispersion d'un groupement 
de particules en mécanique classique, lorsque leurs positions et leurs vitesses initiales 
sont réparties autour de leurs valeurs moyennes avec des écarts quadratiques moyens 
(Axÿ et (Av). En mécanique classique on peut cependant prendre un groupement 


de particules pour lequel (Ax} et (A5} sont nuls. C'est irréalisable en mécanique 
quantique en vertu du principe d'incertitude. La fig. 20 illustre les considérations 
relatives au mouvement et à l’étalement du paquet d'ondes. 

En qualité d’application de la théorie du mouvement d’un paquet d'ondes, que 
nous venons d'exposer, déterminons les conditions pour lesquelles on pourrait utiliser 
les méthodes de la mécanique classique pour le calcul de la diffusion d’une particule 


ll 


PRES 
Y TT D | 


Fig. 20. Mouvement et étalement d’un paquet d'ondes en 
l’absence de forces extérieures 


par le champ d’un atome. Désignons par a le rayon de la sphère d'interaction de l'atome 

et de la particule passant à proximité. Il est évident que l’on ne pourrait parler de la 

trajectoire de la particule à l’intérieur de l’atome que si les dimensions Ax du paquet 
d'ondes étaient beaucoup plus petites que a (fig. 21). 

Conformément à (34.10) et à (34.11) on peut en conclure que l'énergie cinétique T 

de la particule doit être telle que T — de > nr 

2H  S8u(Ax 8ua 


(puisque Ax € a). 
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Si cette condition se trouve satisfaite, l'étalement du paquet d’ondes durant sa tra- 


versée de l'atome ne saurait être notable, cette durée étant de l’ordre: : = : et, 
: re ÿ P 
Il s'ensuit en effet de (34.17) que l'élargissement du paquet vaut Ax’ = Ac-r = 


= ———— = —— a; et comme, la condition (34.11) 


um b 
étant satisfaite, Ap < p, on a Ax’ € a. 

Le rayon d'action des forces atomiques est de 
l'ordre de grandeur du rayon de l’atome a = 108 cm. 
Pour une particule « d’une énergie T = 1 MeV = 1,6 x 
X 10"erg, p, -- V2u, T = 4,6-10715 (la masse de la 
particule «x u, : 6,7-107% g). On a d'autre part 
hla=1-10"#%. Ceci montre que l'équation (34.11) se 
trouve satisfaite pour les particules «. Par conséquent 
la diffusion d’une particule « peut être traitée par les 
méthodes de la mécanique classique (c'est ce qui a 
été fait par Rutherford dans sa célèbre théorie de 
diffusion de particules «). Si cependant la particule « 
passe à proximité immédiate du noyau atomique, on 
doit tenir compte des forces nucléaires dont le rayon 
d'action n'est que de a 107% cm; fa = 1-10°! 
et l'équation (34.11) n’est donc plus satisfaite. On ne 
F: rer . peut donc étudier la diffusion de particules « par les 

ig. 21. Diffusion d’une forces nucléaires par les procédés dela mécanique 
particule dans le champ js sique. “ 


o ue na Pour les électrons (te = 9-10"? g) ayant, par 
centre de l'atome, a rayon A : = 19 
d'action des forces, AA° trajec- exemple, une énergie T = 100 eV, on a je = 5,4-1071, 
toire d'un paquet qui s'étale de Ce qui fait que p. étant comparable à f/a, on ne peut 


la largeur initiale Ax à la largeur Frs de É : 
Ax utiliser ici la mécanique classique. 


$ 35. Passage de l’équation temporelle 
de Schrüdinger à l’équation classique 
de Hamilton-Jacobi 


Dans le paragraphe précédent nous avons établi les rapports existant 
entre les équations de mouvement quantiques et les équations de Newton 
et par cela même les liens entre la mécanique classique et la mécanique 
quantique. On peut établir la nature de ces liens d’une autre façon encore, 
en démontrant notamment que l’équation classique de Hamilton-Jacobi 
représente un cas limite de l'équation temporelle de Schrôdinger. Avant 
de passer à la démonstration il y a lieu de rappeler d’abord l’équation 
de Hamilton-Jacobi. Pour simplifier l'exposé nous considérerons le mouve- 
ment d'une seule particule de masse u dans un champ U (x, y, z, t) déri- 
vant d'un potentiel. L’équation de Hamilton-Jacobi exprime la fonction 
de moindre action S, (x, y, z, r) qui se caractérise par la propriété suivante 


250 25 : dS | 


ax Si ey di z 


(35.1) 


Pr —— 


835] ÉQUATIONS DE SCHRÔDINGER ET DE HAMILTON-JACOBI 141 


Pæ Py» Pz étant les projections de, l'impulsion de la particule sur les axes 
de coordonnées. L’équation de Hamilton-Jacobi s'écrit pour le cas consi- 
déré sous la forme 

ECA 


= = si +1) + (£ J +U(x, 7,21). (35.2) 


Comme la fonction de Hamilton H(p:, Py, Pz, X, Y, z, t) est égale à: 
1 2 2 
H(P2 Py Pz XYZ 1) T 3 Be + pi) + U(x, y, Z, t), (35.3) 


il s'ensuit de (35.1) et de (35.2) que l’équation de Hamilton-Jacobi peut 
s'écrire 


85e è 250, __ 25e 


250 _ H(— So, __ 50 
dt 9x dy dz 
Si la fonction de Hamilton ne dépend pas explicitement du temps, elle 

est égale à l'énergie E de la particule. Dans ce cas on tire de (35.4) 
_ ZE, So=Et—50(x, y, 2). (35.5) 

Les égalités (35.1) indiquent que les trajectoires sont des lignes ortho- 
gonales aux surfaces de S, — const. Si H n’est pas une fonction explicite 
du temps, la forme de ces surfaces ne varie pas dans le temps. 

La fig. 22 représente les traces de ces surfaces et les trajectoires possibles 
d’une particule. 

Une particule se trouvant à l'instant : — 0 au point a se déplacera au 
cours des moments ultérieurs le long d’une trajectoire ab. Considérons 
une multitude de particules ayant des 
coordonnées initiales xs, Yo Zo différen- 
tes. Supposons que l’on trouve dans 
l'élément de volume AY, AN = PpAV 
particules, p étant la densité de particules. 
À un instant # toutes ces particules se 
seront déplacées dans une autre région de 
l’espace, mais leur nombre restera évi- 
demment le même. Si on observe le 
déplacement de l'élément de volume AF 
lié à ces particules, leur nombre dans 
cet élément de volume ne doit pas varier. 


» X, ÿ, 2, |: (35.4) 


D Fig. 22. Trajectoires et surfaces 
En désignant par — la dérivée locale on de valeurs constantes de la fonc- 
Dt tion d'action 


écrira 
DAN De DAV 
= = — —: = 0. 
Dt V Dt Fe Dt 
On sait que les dérivées locales de p et de AP sont égales respectivement à 
De dp DAV : 
Sn LP A Y, ———= div vAF, 
Dt ôt EN Dt 
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où v est la vitesse de déplacement des particules. En combinant ces expres- 
sions avec l’égalité précédente nous obtenons l’équation de continuité 


_… + div (p v) = 0. (35.6) 
En vertu de la relation (35.1) 
ere les (35.7) 
Im B 
Aussi peut-on mettre (35.6) sous la forme 
À L'éivéys)=0 où À = L (yrYS+PV°S). (35.8) 
dt u a B 


Ceci montre que notre groupement de particules se déplace à la manière 
d’un liquide, en ce sens que le volume qu’il occupe n’a pas tendance à 
s’étaler, mais seulement à se déformer. 

On peut interpréter l'équation (35.8) d’une autre façon. En divisant 
le nombre AN de particules contenues dans le volume AF par le nombre 
total N de particules, on peut considérer que A N/N représente la pro- 
babilité de présence d’une particule dans le volume AV, et p la densité 
de probabilité de présence d’une particule. 

Passons maintenant à la mécanique quantique. Nous allons montrer 
que l'équation temporelle de Schrôdinger 


mn ny, 4=— EE gHU(G,yz0 (35.9) 
ot 2u 
conduit à peu près aux mêmes résultats que l’équation de Hamilton- 


Jacobi. Pour ce faire nous commencerons par présenter la fonction d’onde 
Ÿ sous la forme 


MS 
v=e *, (35.10) 
où S est la fonction que l’on cherche à déterminer. En remarquant que 
MEL UNSS, PP mars 
x  h ôx ‘” x m | 8x ñ de 


et en portant (35.10) dans (35.9), on obtient une équation pour la fonc- 
tion S: 


Ale er el 
+U(x,720) + ve. (5.11) 


Développons la fonction S en série suivant les puissances de jh: 
S = So + GA) S, + (ih}° Se + . (35.12) 
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Portant (35.12) dans (35.11) et en égalant les coefficients des termes de 
mêmes puissances de #, nous obtenons les équations suivantes 


2S0 1 CAS 250 ELA 

28 | 1 
7 I + >) La Era ] ]+Ut»,2,9 (35.13) 
881 _ _1 [, 25e 881 , 3 250 28, » 80 28 | gy2s | — 
AE ra CE DE EE Sel 


= … LV SV S + V5] (35.13) 


etc. 

La première de ces équations coïncide avec l'équation de Hamilton- 
Jacobi (35.2), tandis que la seconde coïncide, comme il est facile de s’en 
rendre compte, avec l'équation de continuité (35.8). En effet la proba- 
bilité de présence d'une particule dans le -voisinage du point x, y, z est 


p=lpr=est... (35.14) 
1l en découle que 
= sir OP 2 081 254... 
VA PV "à ar ds 


En multipliant les deux membres de (35.13) par 2 e%, on arrive à l’équa- 
tion de continuité (35.8). 

Il nous reste à préciser le domaine d’application de la solution appro- 
chée de l’équation de Schrôdinger que nous VEROEE d'obtenir. En passant 


de (35.11) à (35.13) nous avons rejeté le terme — LAUCRS on ne peut le 
faire que si Zu 


(VS) > EE vs | (35.15) 
En utilisant (35.1) cette son peut s’écrire 
RS À) div pl]. (35.16) 
2u 2u 
Cette dernière inégalité signifie que l’énergie cinétique doit être grande 


et les variations de l’impulsion | div p| faibles. Si on effectue une seule 
mesure On trouvera 


ELLE : (35.16) 


En introduisant la longueur d’onde de De Broglie À — er on trouve 
P 
A ]<2r (35.17) 


ce qui veut dire que la longueur d’onde doit varier lentement en fonction 
des coordonnées. 
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8 36. Rapports entre la mécanique quantique 
et l’optique 


Historiquement l'une des origines de la mécanique quantique réside 
dans les corrélations qu'avait établies Hamilton entre l'optique géomé- 
trique et la mécanique. Ces analogies qui avaient sombré dans l'oubli 
ont été réintroduites dans la physique moderne par De Broglie, et elles 
ont contribué au démarrage de la mécanique quantique (ondulatoire). 
Il a été souvent dit que Schrôdinger avait bâti une mécanique similaire à 
l'optique ondulatoire. 

Les analogies aident souvent à la solution des problèmes physiques, 
mais n’en restent pas moins que des analogies. L’équation définitive de 
Schrôdinger ne coïncide avec aucune des équations de propagation d’ondes 
antérieurement connues. Les équations connues étaient toujours des équa- 
tions du second ordre par rapport au temps, alors que celle de Schrôdinger 
est du premier ordre; mais il y a d’autres différences encore. 

Il est cependant instructif de comparer l’équation de Schrôdinger aux 
équations de l’optique ondulatoire. Supposons que nous ayons un milieu 
homogène, dans lequel des ondes se propagent à une vitesse v. L’équation 
caractérisant le déplacement f lors de la propagation de ces ondes sera 


VIS = 0. (36.1) 
Pour une onde de fréquence w, on peut poser 
f=ue-iut, (36.2) 
et on tire alors de (36.1) 
V'u+ku—=0, k?=— _ (36.3) 


(k = 2 x/x est le nombre d’onde, À la longueur d’onde). En toute rigueur 
l'équation (36.3) n’est valable que pour un milieu homogène t). Cependant 
cette équation décrit correctement les phénomènes de diffraction et d’in- 
terférence même dans le cas où la vitesse v est fonction des coordonnées. 
De ce fait on peut admettre qu'elle représente l’équation d’onde même 
pour un milieu non homogène. Dans ce dernier cas k° sera fonction des 
coordonnées, mais même dans ce cas nous continuerons d’appeler, tout 
conventionnellement d’ailleurs, k nombre d’onde et À = 2 x/k longueur 
d'onde. 
Introduisons l’indice de réfraction n (x, y, z): 


n(x 7,2) = =, (36.4) 


1) L'équation de propagation des ondes dans un milieu non homogène (par 
exemple, la propagation d'ondes électromagnétiques dans un milieu de permittivité 
variable) est plus compliquée que (36.3). 
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où À, désigne la longueur d'onde dans le vide. L'équation (36.3) peut 
alors s’écrire sous la forme 


Vu + ki nu = 0. (36.5) 


Si les défauts d’homogénéité du milieu sont tels que l'indice de réfraction 
n ne varie que peu sur l'étendue d’une longueur d’onde, on peut déduire 
de l’équation d'onde (36.5) l'équation fondamentale de l'optique géo- 
métrique (si cette condition n'est pas respectée les défauts d’homogénéité 
donneront lieu à une diffraction des ondes). 

Posons 


u = ae, (36.6) 
où a est l'amplitude et £,© la phase de l'onde. Si la longueur d'onde est 


petite, k, sera grand. Développons a et © suivant les puissances inverses 
de Ko: 


a= + a+ rat. (36.7) 
® 0 
O=@+ + +... (36.8) 


0 


Substituant (36.7) et (36.8) dans (36.6), et (36.6) dans (36.5) et groupant 
les termes de mêmes puissances en k,, nous pouvons récrire l'équation 
(36.5) sous la forme 


— Kia (V0) + ki n° a5 + O (ko) = 0, (36.9) 


où O (ko) représente des termes de l’ordre de grandeur de k, ou plus petits 
que k,. En négligeant ces termes on trouve 


(VO) = #°, (36.10) 


c'est là l'équation fondamentale de l'optique géométrique, définissant 
les surfaces de phase constante 


6, (x, y, z) = const: (36.11) 


au moyen de l’indice de réfraction # (x, y, z). Les rayons seront repré- 
sentés par des lignes orthogonales à ces surfaces. La fonction O, (x, y, 2) 
est connue sous le nom de «iconal». 

Comparons l’équation (36.9) à l'équation de la fonction d’action S, 
de Hamilton-Jacobi (35.2). En y substituant S, — Et — s,, nous pouvons 
mettre (35.2) sous la forme 


(Ws0)* = 2u[E — U(x, y, 2)]. (36.12) 


La comparaison de cette dernière équation avec (36.10) montre que le 
problème de propagation de radiations de faible longueur d'onde (k, 
grand) dans un milieu non homogène d'indice de réfraction n (x, y, z) 
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peut être mis en correspondance avec le problème du mouvement d’un 
point matériel dans un champ de forces d'énergie potentielle U (x, y, z): 
dans ce dernier problème le rôle d'indice de réfraction est assumé par la 
quantité Ÿ2 u (E— U), et celui de la phase de l'onde par la quantité s,. 
Les trajectoires des points matériels sont des lignes normales aux surfaces 
So (X, y, z) = const. Dans ces conditions ces trajectoires se confondent 
avec les rayons de lumière se propageant dans un milieu dont l’indice de 


réfraction est proportionnel à l 2U(E—U). Ceci montre la similitude 
entre la mécanique classique du point matériel et l'optique géométrique. 

En considérant l’équation (36.3) comme une équation de l'optique 
ondulatoire, on peut dire que la mécanique quantique (ou ondulatoire) 
est analogue à l'optique ondulatoire. En effet l'équation de Schrôdinger 


ih = É AU + U (x, y, 2) Ÿ 
& 2u 


dans laquelle on substitue 


vue À (36.13) 


se ramène à l’équation 
viu+ EE U)u = 0. (36.14) 


Supposons maintenant que dans une certaine région de l’espace la 
particule se déplace librement sans être soumise à l’action d’un champ 
de forces, de sorte que toute son énergie est de l'énergie cinétique. On 
posera alors U = 0. Désignons par &, le nombre d’onde dans cette région 
de l’espace: 


2u 
ko= —<—E. 36.15 
0 à ( ) 
Si on introduit maintenant l'indice de réfraction des ondes relatif à cette 
région de l’espace 
n = 5. EU. (36.16) 
ko E 


nous sommes à même d'écrire (36.14) sous une forme identique à celle de 
(36.5). On trouvera au $ 96 quelques exemples simples relatifs aux calculs 
de réfraction et de réflexion des ondes. 

Lorsque nous avons déduit (36.10) de (36.9) nous avons rejeté les 
termes O(k,). Si on évalue ces différents termes il nous sera facile de 
constater que nous avons négligé les termes k, VO, devant les termes 
k?(V @0)°. En nous limitant à une scule dimension (pour simplifier l’écri- 
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ture) nous pouvons exprimer la condition de validité de notre approxi- 
mation par l'inégalité 


CA 0 |. 
k3| = J | (36.17) 
Et comme 4 = 2° — ko Des: on a 
À ox 
F2 (36.18) 
ôx 


résultat qui coïncide exactement avec la condition (35.17) du passage 
de l’équation de Schrôdinger à l'équation de Hamilton-Jacobi. 

Il s’ensuit de (36.16) que l’indice de réfraction n et avec lui la longueur 
d'onde À = 2+/k ne varient notablement que dans la région de l'espace 
où se manifestent des variations d'énergie potentielle U, donc à l’intérieur 
de la sphère d’action des forces de rayon a. Si le rayon d’action a > À, 
aussi bien U que n ne varieront que de peu sur la distance d’une longueur 
d’onde (exclusion faite de cas exceptionnels où l'énergie potentielle varie 
très brusquement). 

Pour des calculs d’estimation on remplacera la condition (36.18) par 
un critère plus simple 


À < a. (36.19) 


On ne doit cependant pas traiter (36.19) comme la condition de vali- 
dité de la mécanique classique pour n’importe quelle microparticule, ayant 
une énergie suffisamment grande pour que À soit suffisamment petit. 

Lorsque l'énergie des particules augmente, apparaissent différents 
effets de collision non élastique (ionisation et excitation des atomes, rayon- 
nement de freinage, excitation et fission de noyaux atomiques, etc.) dont 
le calcul n’est possible que par la rhécanique quantique. 

Pour conclure ce paragraphe examinons le cas où E>l|U|. Selon 
(36.16) on a 


U 
n = Sete (36.20) 


Les rayons lumineux ne sont alors que si faiblement réfractés que l’on 
peut les assimiler à des droites. Si en plus le potentiel est suffisamment 
lisse pour que soit satisfaite la condition (36.19), cette approximation 
représente un iconal. Calculons dans cette approximation la varia- 
tion de la phase n de l’onde le long du rayon lumineux, que nous admet- 
trons, pour fixer les idées, dirigé le long de l'axe OX. Il découle de (36.10) 
et (36.20) que 


Sp. (36.21) 
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de sorte que 
ZT Z 7 
n=ko f (n— 1) dx = —ko| Ed. (36.22) 
A 7 


Nous aurons à utiliser ce résultat dans la théorie de la diffusion par dif- 
fraction des particules. 


$ 37. Approximation quasi classique 
(méthode de Wentzel-Kramers-Brillouin) 


Les rapports que nous avons mis en évidence entre la mécanique quan- 
tique et la mécanique classique et l’optique (cf. $$ 35, 36) permettent de 
développer une méthode approchée de résolution de l'équation de Schrô- 
dinger, applicable dans les cas où la condition (36.19) se trouve satisfaite, 
c.-à-d. lorsque la variation de la longueur d’onde est suffisamment petite. 
En usant d’un langage d’opticien on dira que cette méthode est valable 
lorsque l'indice de réfraction # (x) du milieu varie lentement dans l’espace. 

En posant alors, conformément à (35.10) et (35.12), 


0 
(Et 
: { ) 


V=e | (37.1) 


avec s = 50 + ihs, +... on obtient 


ÿ = e7* an ul = (37. l 9 


Nous envisagerons dans ce qui suit le cas où le potentiel U ne varie 
que suivant une seule coordonnée U = U(x); dans ce cas 5, et s, seront 
eux aussi fonctions de la seule coordonnée x. 


On aura donc Vs = 0, 0} et il s'ensuit alors de (36.12) que 
50 9) = (» (x) dx, (372) 


où p(x) est l'impulsion de la particule donnée par 
pG)= +V2uTE—UG)T = +1. (7.2) 


Usant de (35.13°) calculons s, en posant dans cette formule 2% = (. 
On obtient alors êr 


22 —0 (37.3) 
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et on en tire s, = + Lin PX—IMm c, de sorte que 


+ fra 
e . 


Ÿ @ = (37.4) 


p (x) 
Dans cette approximation la probabilité de présence que particule dans 
la région x, x + dx est 


NU su. 


px 


c'est-à-dire qu'elle est inversement proportionnelle à la vitesse v (x) — 
— p(x)/u, et par conséquent proportionnelle au temps de parcours de la 
distance dx, en conformité avec la théorie classique. Comme dans (37.27) 
p (x) peut avoir les signes + et —, la solution générale doit s’écrire sous 
la forme de la superposition de deux solutions 


(37.5) 


. TZ +. 2 
se . puise = TANT _ 
ÿ (x) = e —— e : ; 
[FIE) PQ) 


Les constantes c;, c. et a doivent être choisies en partant des conditions 
aux limites de la fonction d’onde (x) 1). Il est clair que deux constantes 
sur trois sont indépendantes. 

On doit examiner tout spécialement le cas de points particuliers, dits 
points de retour (turning point) où l'énergie totale E devient 
égale à l'énergie potentielle U(x). En ces points l’énergie cinétique et 
l'impulsion de la particule s’annulent: T = 0, p=0. 

Selon la mécanique classique, en ces points le signe de la vitesse des 
particules doit changer, et elles doivent donc inverser Jeur mouvement. 
C'est de là que vient le terme point de retour. 

Du point de vue ondulatoire, le mouvement pourrait se poursuivre 
même dans la région où E < U(x) (on en parlera en détail aux $$ 96, 
97). Dans ces conditions la quantité p (x) de (37.2) étant purement ima- 
ginaire ne pourra donc avoir la signification d’une impulsion: 


PQ) =+iV2u[UG@—E] = +ilp(l. (37.2) 


L'une des deux solutions (37.6) croîtra indéfiniment avec x. Comme seules 
les fonctions d’onde limitées peuvent avoir un sens physique, dans la 
région où E < U (x) on doit poser égale à zéro la constante c, afin d’avoir 

—+ firtelée 


Ÿ (D) = —4— e ; (37.6) 
Yr@I 


a—, 4 


1) Voir annexe VIII. 
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Pour pouvoir poursuivre l'étude des points de retour, il est commode 
que la constante a soit posée égale à x du point de retour où E — U(a) 
et p (a) = 0. 

Les équations (37.6) et (37.6) montrent que nos solutions approchées 
deviennent infinies précisément en ces points de retour. Il en résulte que 
pour pouvoir réaliser le raccordement des solutions de part et d'autre 
d’un point de retour, il nous faut trouver dans le voisinage de ce point 
une solution plus précise de l'équation de Schrôdinger. 

On y arrive en admettant qu’à proximité du point x = a le potentiel 
U (x) puisse être mis sous la forme U (x) = U (a) + (+) (x — a) +... 

a 
Puis on résout l'équation de Schrôdinger pour ce potentiel linéaire. Nous 
ne donnerons que les résultats de ce calcul. 


Admettons que pour x >a E < U(x) et pour x<a E > U(x); 
il s’avère alors qu’avec un choix convenable des constantes on aura 


(x) = st LAOe =] x<a (377 
YrG hi 
= 1 firerée 
WO=——e , x>a. (37.7) 
2Y TP 


Dans le cas où E > U(x) dans la région x > a, on aura 


p= 


es ue ; p (x) dx +=] (37.7) 
P 


Supposons maintenant que la région où peut se déplacer la particule 
soit limitée et que son mouvement se produise entre deux points de retour 
b<x<a. 

On devra remplacer dans (37.7) la limite a par b. Il va de soi que 
dans la région b < x < a la solution (37.7) doit coïncider avec la solution 


Ÿ (x) = 


z 
c . 1 ( x 
sin | —\ p (x) dx + = . (37.8) 
FX) É ? 4 
Or une telle coïncidence n’est possible que si 


fr de += + 117, (37.9) 
b 
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n étant un nombre entier. 
En étendant l'intégration à tout le chemin d’aller et retour entre a 
et b, nous obtenons 


rer {r + + 2 rh. (37.10) 
J 


C'est là la condition de quantification de l’ancienne théorie semi-classique 
de Bohr. L'apparition dans cette formule du terme 1/2 n'est pas essentiel, 
puisque en toute rigueur l’approximation classique n'est valable que pour 
n> 1 (condition d’une longueur d’onde petite). 


CHAPITRE VI 


FONDEMENTS DE LA THÉORIE 
DES REPRÉSENTATIONS 


$ 38. Différentes représentations de l’état 
de systèmes quantiques 


Nous savons que l’un des traits distinctifs de la mécanique quantique 
est que l’utilisation simultanée de plusieurs propriétés corpusculaires 
classiques (p, et x, T'et U, M, et M,, etc.) est entièrement dénuée de sens, 
puisque dans la nature il ne peut se réaliser des ensembles dans lesquels 
ces différentes paires de grandeurs puissent coexister. 


Ainsi, par rapport à chaque système quantique tous les appareils de 
mesure peuvent être classés en plusieurs groupes. Les appareils de mesure 
de l’un de ces groupes, assurent le tri de particules (ou de systèmes) de 
l’ensemble considéré selon certains indices, excluant toute possibilité 
de tri selon d’autres indices caractéristiques d’un autre groupe d’appareils 
de mesure. Si, par exemple, nous avons affaire à des particules dont les 
centres de masse ont pour coordonnées x, y, z, nous pouvons définir aus- 
sitôt deux groupes d'appareils de mesure; au premier groupe appartien- 
nent les appareils assurant l’analyse de cet ensemble de particules selon 
les coordonnées et toute fonction de ces coordonnées F(x, y, z) (par 
exemple, d’après l’énergie potentielle U (x, y, z)); au second groupe appar- 
tiennent des appareils analysant l’ensemble selon les impulsions pz, Py, Pz 
ainsi que selon toute fonction de ces impulsions ® (pz, Py, Pz) (par exemple, 
selon l'énergie cinétique T (pr, Py, Pz)). On peut concevoir d’autres groupes 
d'appareils de mesure. 

Jusqu’à présent nous représentions l’état des particules par la fonction 
d’onde 4 (x) en prenant en qualité de variable la coordonnée x de la 
particule (pour simplifier l’écriture nous utiliserons dans ce qui suit une 
seule coordonnée x). 

Le tri de particules selon leur coordonnée x s’effectue à l’aide d’un 
appareil de mesure, excluant toute possibilité de tri selon les p- (dans 
ce qui suit nous écrirons à la place de p, p tout court). Supposons que 
nous souhaitons faire le tri de particules non selon leurs coordonnées x, 
mais selon leurs impulsions. On devra alors mettre en œuvre un appareil 
capable d’analyser l’ensemble selon les p et non selon les x. Or nous avons 
adopté une fonction d’onde 4 qui décrit l’ensemble en fonction de x. 
Il importe de savoir s’il est possible de décrire l’état de l’ensemble en utili- 
sant une fonction d’onde qui serait fonction de l'impulsion p. 
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Nous dirons que dans le premier cas l'état est rapporté à un appareil 
analysant l’ensemble selon les coordonnées x des particules (premier 
« référentiel ») et dans le deuxième cas nous dirons que l’état est rapporté 
à un appareil analysant l’ensemble selon les impulsions p (deuxième « réfé- 
rentiel »). On dira en bref: l’état est donné dans la représentation en « x» 
ou l’état est donné dans la représentation en «p » 1). 

Il est très facile de trouver la représentation en « p ». Soit une fonction 
d'onde (x, tr), donnée dans sa représentation en «x». Développons 
cette fonction suivant les fonctions propres de l'opérateur d’impulsion 
Up (x) (ce développement est l'intégrale de Fourier): 


Pr = (< (p, 1) Yp (x) dp, (38.1) 


c(P.1) = \ dx, 1) 45 (X) dx. (38.2) 


Si nous connaissons les amplitudes c(p, t) nous connaissons aussitôt 
d (x, 1), de sorte qu’une fois que c(p, t) nous est donnée, nous détermi- 
nons % (x, t). C’est pour cette raison que nous pouvons considérer c(p, t) 
comme une fonction d’onde dont l’argument est l’impulsion p. Physique- 
ment cette fonction représente le même état de la particule que la fonction 
& (x, 1). Nous devons considérer la formule (38.1) comme unc transfor- 
mation de la fonction d’onde de représentation en «p» en une fonction 
d'onde de représentation en «x», et la formule (38.2) comme assurant 
la transformation inverse de la représentation en «x» dans la repré- 
sentation en «p». 

Considérons maintenant la représentation d’un état lorsqu’on prend 
en qualité de variable l'énergie E de la particule. Pour être concret posons 
que E a un spectre discret de valeurs: E;, Es, ..., En, ... Désignons par 


Wa (x), d2(x),-.., VYa(x),.-. les fonctions propres correspondantes. 

Nous pouvons représenter la fonction d’onde Ÿ (x, r) sous forme d’une 
série 

YA D= D cn (1) bn (x), (38.3) 

Ca ) = À ÿ G, 1) 4 CD dx. (38.4) 


De nouveau, une fois que toutes les amplitudes c;, (fr) sont données, on 
aura déterminé (x, t). Inversement la connaissance de d (x, t) assure 
la détermination de c;(t). On peut donc considérer l’ensemble de tous 
les cn () comme une fonction d’onde décrivant le même état que décrit 
4 (x, t), mais dans une représentation où on aura pris l'énergie E pour 
variable indépendante ?). 


1) Il serait plus correct de dire représentation en « coordonnée » et représentation 
en « impulsion ». 

3) De façon parfaitement analogue à l'écriture c(p, t) à la place de c,(r) (n = 
=1,2,3,...) on pourrait écrire dans le cas considéré c (E, r) (E = E;, E:, 


es En, ..). 
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De ce point de vue la formule (38.3) assure la transformation de la 
fonction d’onde d’une représentation en « E » à une représentation en « x ». 
La formule (38.4) assure la transformation inverse. Il s'ensuit des formules 
(38.1), (38.2), (38.3) et (38.4) que /a probabilité de trouver une valeur quel- 
conque de la variable indépendante est égale au carré du module de la fonction 
d'onde donnée dans la représentation correspondante. Soit donné en effet 
un certain état d (x, t); la probabilité w (x, r) dx de trouver une valeur 
de la coordonnée comprise entre x et x + dx est 


w(x,t)dx =|#(x,tr)l dx. (38.5) 


La probabilité w(p, t) dp de trouver une valeur de l'impulsion comprise 
entre p et p + dp est 


w(p,t) dp =] c(p,t) F dp. (38.6) 
La probabilité w (Eh, t) de trouver une énergie égale à E;, est 
W(Ent)= 10 (GP = ]1c(Ent) À. (38.7) 


$ 39. Différentes représentations d’opérateurs 
de grandeurs mécaniques. Matrices 


Pour donner une forme achevée à la représentation de différents états 4 
en fonction de diverses variables indépendantes, il nous faut trouver un 
procédé de représentation des opérateurs en fonction de ces mêmes variables. 
Or, jusqu’à présent, nous n’avons considéré les opérateurs £ que comme des 


« fonctions » de x, et avons admis que L est de la forme £ [- ih _ , x] : 
x 


Dans ce cas l'opérateur Ê agit sur des fonctions telles que Ÿ(x) pour 
donner une nouvelle fonction o (x) conformément à la formule 


oX=É [à _ x) b (x. (39.1) 


On peut donc dire que l'opérateur Ê a été utilisé dans la représentation 
en «x». 

Déterminons maintenant la forme de l'opérateur Ê dans la repré- 
sentation en «E », en supposant que les valeurs Æ, de l'énergie forment 
un spectre discret. Désignons par Ÿ1 (x) les fonctions propres correspon- 
dantes. Les fonctions æ® et 4 peuvent alors être exprimées comme suit: 


Ÿ (x) = Ds Cn Ÿn (x), (39.2) 
p (x) = > bn Yn (x). (39.3) 


Dans la représentation en « E» l’ensemble des cx détermine Ÿ, et l’en- 
semble des b; détermine +. L'opérateur £ agissant sur la fonction 4 donne 
une nouvelle fonction et simultanément traduit les amplitudes c» en 
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de nouvelles amplitudes b;. Si nous arrivons à trouver un opérateur qui 
serait susceptible d'exprimer directement les b; en termes des ch, cet opéra- 
teur serait précisément l'opérateur en représentation « E». Pour arriver 
à ce résultat substituons à et © donnés par (39.2) et (39.3) dans (39.1). 
Nous obtenons alors 


>, baUn(x) = > Cn LYn (x). (39.4) 


En multipliant (39.4) par 4° (x) et en intégrant le produit obtenu dans 


tout l’espace des x, nous obtiendrons en vertu de l’orthogonalité des 
fonctions , (x) 


bm = D Lan Cn, (39.5) 
où 2 


Lan = À 4,6 Lbn (9 dx. (39.6) 


Si nous connaissons toutes les quantités Lmn, la formule (39.5) nous 
permet de calculer toutes les amplitudes b, (la fonction ® dans la repré- 
sentation en « E») en termes de valeurs connues de c: (donc en termes 
de la fonction 4 dans la représentation en « E »). On doit donc considérer 
la collection de toutes les quantités Lmn comme l'opérateur L dans la 
représentation en «E ». 

Cette collection de quantités LnA peut être disposée en forme de tableau 
carré 


NE il (39.7) 


sms 


ayant un nombre infini de lignes et de colonnes. Ces tableaux sont appelés 
matrices. Les quantités Lmn sont appelées éléments de 
matrice. Chaque élément de matrice est doté de deux indices). Le 
premier de ces indices indique le numéro de la ligne et le deuxième, le 


1) On utilise souvent d’autres notations des éléments de matrice qui ont été 
introduites par Dirac, on écrit alors 
<mllLin> à la place de Lun 
ou d'une manière plus précise encore 
<EmlL\Æ1> à la place de Lun. 


Dans cette dernière notation on indique non seulement l'opérateur (£) auquel se 
rapporte l'élément de matrice, mais encore la représentation dans laquelle on le prend 
(E) et enfin les numéros des valeurs propres m et n auxquelles se rapporte l'élément 
de matrice. Ce genre de notation est particulièrement commode dans les cas de dégé- 
nérescence ($ 21) lorsque les fonctions d'ondes sont dotées de plusieurs indices. 
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numéro de la colonne. Dans une telle matrice l’ordre dans lequel on dis- 
pose les lignes et les colonnes n’a aucune importance. Mais dans chaque 
cas concret on doit naturellement respecter une disposition donnée. Nous 
adopterons la convention de numéroter les lignes et les colonnes dans 
l’ordre de croissance des valeurs propres: 


E <E:<E3<...<En<... 


On arrive tout aussi bien à trouver les représentations d’opérateurs Ê 
si la variable indépendante présente un spectre continu de valeurs. Exami- 
nons à titre d’exemple une représentation en « p ». En procédant de façon 
parfaitement similaire au calcul de (39.2) et (39.3) on a 


ÿ @) = \ cp) Up (x) dp, (39.2') 


p (x) = (5 (P) Ÿp 9) dp, (39.3) 


c(p) et b(p) sont des fonctions Ÿ et o dans la représentation en «p». 
Etablissons un lien entre c(p) et b(p). En portant (39.2’) et (39.3) dans 
(39.1) il vient 


(5) Lp (X) dp=(c@ Lt» (x) dp. (39.41) 


Muiltiplions cette équation par Y*p’ (x) et intégrons par rapport à x; nous 
trouvons, compte tenu de la propriété d’orthogonalité des fonctions Ÿ (x) 


(5) SG — p) dp = À c(p) dp \ Ve L dx 
ou encore 
b(p) = ( Lo’? C(p) dp, (39.5’) 
avec 


Ly'p = L(p',p) = \ dr (x) LhD(x) dx. (39.6) 


Les quantités Ly» caractérisent l'opérateur Ê dans la représentation 
en «p». Elles dépendent de deux variables p’ et p qui parcourent les 
mêmes valeurs. Nous appellerons L,', comme auparavant élément 
de matrice de l'opérateur £ dans la représentation en 
«p»,et matrice toute la collection de valeurs Lr,; bien qu'il soit 
clair qu’on ne peut, dans le cas considéré, présenter les L, sous forme 
de tableau, nous continuerons cependant à appeler p numéro de 
la ligne, et p numéro de la colonne. 

Tout ceci montre que dans toute représentation les opérateurs se pré- 
sentent sous forme de matrices !). Dans la représentation en «x» nous 


1) On peut en effet comprendre par E ou par p n'importe quelle grandeur L 
ayant un spectre discret ou continu de valeurs. Dans le cas le plus général nous pou- 
vons entendre par E ou par p toute une collection de grandeurs indépendantes L, 
M, N,... susceptibles d'être mesurées simultanément. 
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avons obtenu des opérateurs du ‘type opérateurs différentiels. On peut 
cependant démontrer (cf. $ 40) que dans cette représentation aussi les 
opérateurs peuvent être ramenés à la forme matricielle. 


$ 40. Matrices et opérations sur les matrices 


Parmi les divers éléments des matrices nous distinguerons les élé- 
ments dits diagonaux. Ce sont les éléments de matrice dont le 
numéro de la ligne est égal au numéro de la colonne, donc de la forme 
Lan. Dans le cas d’un spectre continu on appelle éléments diagonaux 
les éléments de la forme L}?. Dans le cas où la matrice ne comporte que 
des éléments diagonaux, on l'appelle matrice diagonale. Pour 
un spectre discret une matrice diagonale s'écrit 


[Em 0 0 + 0 .… 


Lire nee atrentintnes : (40.1) 


Un cas particulier important de matrices diagonales est celui de la 
matrice unité 5, formée par des éléments S»A qui sont égaux à 


Su =( Q® Un dx = F mr me (40.2) 
1, m=n. 
Cette matrice particulière est de la forme 
1 OO O O -.- 
0 1 O0 0 
1=10 O 1 O -.|. (40.2) 
Dis riesigare 


Il découle de la définition des éléments de matrice de la matrice unité 
(40.2) que celle-ci se conserve en tant que matrice unité quelle que soit 
la représentation utilisée, étant donné que l’égalité (40.2) reste valable 
pour tout système de fonctions orthogonales 4, (x). On peut toujours 
mettre les éléments d’une matrice diagonale L sous la forme 


Lan = La Ômn. (40.3) 
Il arrive souvent qu'en plus d’une matrice L d'éléments Lnn on ait à consi- 
dérer des matrices qui en dérivent. Parmi les matrices dérivées nous distin- 
guerons tout d’abord la matrice complexe conjuguée L* 


dont les éléments sont les conjugués complexes des éléments correspon- 
dants de la matrice initiale 


(L*}mn = L,,. (40.4) 
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D'autre part, partant d’une matrice donnée on peut obtenir une matrice 
transposée L. Celle-ci s'obtient par permutation des lignes et des 
colonnes de la matrice initiale, de sorte que ses éléments sont définis par 
la formule 


(Lmn = Lam. (40.5) 


Si l’on prend la matrice complexe conjuguée d'une matrice transposée 
que l'on écrit L*, nous obtenons une matrice qui est dite conjuguée 
(ou adjointe) à la matrice initiale et que l’on désigne par L+. Les éléments 
de matrice de cette dernière sont définis la formule 


(L)mn = (L*)mn = L,. (40.6) 
Dans le cas où la matrice conjuguée est a à la matrice initiale 
L+ nn L (c--à-d. Los EE Le) (40.7) 


on l'appelle matrice hermitienne ou autoconjuguéce. 
Cette définition correspond parfaitement à celle de l'opérateur hermitien 
ou autoconjugué donnée dans ce qui précède (18.7). En effet si L est un 
opérateur hermitien, ses éléments de matrice seront 


Lnn = | 4e Lvn dx = | Un LE Y° dx = L 


Examinons maintenant les opérations algébriques sur les matrices. 
Commençons par l'addition de matrices. Soit un certain opérateur êÊ 
qui est la somme des opérateurs À et B. Nous entendrons par somme des 
matrices À et B la matrice de l’opérateur C. On n’éprouve aucune dif- 
ficulté pour trouver les éléments de cette dernière matrice. Nous avons 


Cmn = \ ya CYn dx = \ (U À Ÿn dx +| U Bdn dx, (40.8) 


et par conséquent 
Cun Fe Amn + Brnn, (40. 9) 


l'élément de matrice d’une somme d'opérateurs est égal à la somme des 
éléments correspondants de chacun des opérateurs constituant la somme. 
Pour les applications c’est la règle de multiplication des matrices qui est 
particulièrement importante. Pour pouvoir énoncer la règle de multipli- 
cation commençons par calculer l'élément de matrice de l'opérateur 
qui est le produit de deux opérateurs À et B. En vertu de la définition 
d'un élément de matrice, nous avons 


CS ( ÿ° É a dx = \ Y® À (B Ya) dx. (40.10) 


La quantité À Ÿ, est elle-même une certaine fonction et peut être déve- 
loppée en série suivant les fonctions orthogonales 4x (x): 


B Un —= >. be Uk (x), 
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be = (4 6 on dx = Be 
Substituant ce développement dans (40.10), il vient 
Cmn = \ Ÿm AZ Bin Yx dx = 2 Bin ( Ya À ÿx dx = > Bin Amk. 
Il en résulte que 
Cnn = 2 Amk Bin. (40.11) 


Cette égalité exprime la règle de multiplication des matrices: pour cal- 
culer l'élément de matrice Cnn d'une matrice représentant le produit des 
opérateurs À et B, on doit multiplier les éléments de la m-ième ligne de 
la matrice A par les éléments de la n-ième colonne de la matrice B et addi- 
tionner les produits obtenus. La règle d’addition (40.9) et la règle de mul- 
tiplication (40.11) re de déterminer à partir de matrices connues 
d'opérateurs À, B.... d'autres matrices représentant diverses fonctions 
de À, B,. 

En outre la règle de multiplication permet de mettre sous une forme 
différente la formule (39.5) exprimant le résultat de l'action d’un opé- 
rateur L sur une fonction d'onde. C’est précisément cette formule qui 
peut être considérée comme un produit de matrices. Pour le démontrer 
écrivons la fonction d’onde dans la représentation en « E» sous forme 
d’une matrice ne comportant qu'une seule colonne 


« ©O O0 
C2 0 O0 

Yes... : (40.12) 
Cn sms. 


B 0 0 
b, 0 O0 

D neue . (40.13) 
bm D... 


Nous voyons aussitôt que (39.5) peut s’écrire sous forme d’un produit 
matriciel 

p = Ly. (40.14) 
où © est la matrice (40.13), Ÿ la matrice (40.12) et L la matrice (39.7). 
En effet, si b» est l'élément de la m-ième ligne de la première colonne 
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de (40.13), selon (40.11) on doit pouvoir l'obtenir en multipliant deux à 
deux les éléments de la m-ième ligne de la matrice (39.7) par les éléments 
de la première colonne de la matrice % (40.12). Le résultat que l’on obtient 
ainsi donne précisément l'équation (39.5). La fonction d’onde conjuguée 
Cr. Co. Cns--. peut s'exprimer par la matrice conjuguée à (40.12), 
qui est une matrice à une seule ligne: 


gre=lo O 0 | (40.12’) 


soso 


sms ssssscssse 


Nous retrouverons l'écriture des fonctions d'onde sous forme de matrices 
(40.12) dans la théorie du moment magnétique de l’électron. 

Notons une autre conséquence encore de la règle de multiplication 
des matrices. La matrice C+ conjuguée au produit C de deux matrices 
A et B doit être présentée sous la forme 


C+= (AB) = B+At. (40.15) 


Effectivement, de par la définition des matrices conjuguées, les éléments 
Ci, sont égaux à C,. On tire de (40.11) 


Ci=Cs= Z An Bim = > Bou Ain = pà (B+)me (A* me 


En procédant de façon similaire (mais en remplaçant les sommes 
par les intégrales et le symbole ô»h par à (p° — p}) nous pouvons établir 
les formules convenables de matrices continues. 

Au lieu de (40.2) on utilisera la matrice unité 


à — S(p'—p). (40.27) 
Les éléments de la matrice diagonale s'écrivent sous la forme 
Lyp = L(p') 8(p'—p). (40.3") 
Le caractère autoconjugué de la matrice s'exprime par 
Lop = Lpp:. (40.77) 
L'élément de matrice de la somme des matrices À et B est 
Cr = App + Bpp (40.97) 


et l'élément de matrice du produit des matrices À et B est 


Cyr = ( Avy Bo-p dP”. {40.11°) 
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Donnons quelques exemples de matrices continues. Nous considé- 
rerons tout d’abord l’opérateur de coordonnée * dans sa représentation 
en «p». Suivant la définition de l'élément de matrice, nous écrirons 


S(pP—p)z 8 
4 dx—=—ih > SO" —P). (40.16) 
P 


Appliquons la formule (39.5°) décrivant l’action de l'opérateur Ê, donné 
sous forme matricielle, sur la fonction d’onde: 


D) = | xer e CD de = — im Ô 2 86 — 1») (D) db. 
En intégrant par parties on trouve 
D) = Fins — pete + in (87) EE dp. 
ce qui donne 
b(p) = in SP. (40.17) 


Ceci montre que l'opérateur X dans la représentation en «p» peut être 
présenté soit sous forme de la matrice (40.16), soit sous forme de l’opé- 


rateur de différenciation dre (40.17). Nous avons déjà rencontré ce 
dernier résultat au $ 13. 


L'opérateur X dans sa représentation propre (en « x ») se laisse décrire 
par la matrice diagonale 


Xzz = XD (x — x’), (40.18) 
et l'opérateur d’une fonction (x) quelconque, par la matrice 
Vos = V(xI D (x — x). (40.187) 


En effet en remplaçant dans la formule (39.57) le symbole b par , c par 
ÿ et p par x, il vient 


Pa)=| ee 4 D de = [7698 —x) ÿ (dx, 


ce qui donne 
px) = Vo) Ÿ @). (40.19) 


Cette dernière formule signifie que l’action de la fonction (x) dans sa 
représentation en «x» se ramène à la multiplication de d (x) par (x). 
Nous retrouvons là encore un résultat connu. 
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L'opérateur À peut être similairement donné sous la forme matricielle 


Prz=+ih _ S(x— x). (40.20) 
Nous savons que 
p (x) = 22 D (x) dx = ih \ _. S (x — x’) L (x) dx. 
En intégrant par parties nous obtenons 
PE = — in À 4, (40.21) 


ce qui veut dire que la représentation matricielle (40.20) de l'opérateur 
Ê est équivalente à sa représentation différentielle Ê = — ih a 

En se basant sur les formules (40.18) et (40.20), tout opérateur donné 
sous la forme £[- in x] — L(B.X) se laisse représenter sous une 


forme matricielle telle que 
o (x) = ( Liz Ÿ 0 dx = L [5 _ *) ÿ(x). (40.22) 
BA 


Pour déterminer les éléments de matrice L.,, il suffit de prendre les opé- 
rateurs Ê et £ figurant dans £ (B, X) sous la forme des matrices (40.18) 
et (40.20) et d’effectuer la multiplication et la sommation de ces opéra- 
teurs selon les règles (40.9”) et (40.11’) relatives aux matrices continues. 
Il est facile de démontrer, par exemple, que dans la représentation matri- 
cielle en «x» le hamiltonien 

FÈ he 


= ha ep 2 
2 + V(x) % + (40.23) 


aura pour élément de matrice 
M FX) 
2u ôx? 


H = 


+ VX) (x — x). (40.24) 


Hyza=— 


$ 41. Détermination de la valeur moyenne 


et du spectre de valeurs d’une grandeur 
définie par un opérateur sous forme matricielle 


Il est facile de mettre sous forme matricielle la formule (19.1) définis- 
sant la valeur moyenne d’une grandeur représentée dans son état 4 (x, 1) 


par l'opérateur L[-inx). Soit Yx(x) la fonction propre appar- 
IX 


tenant à la n-ième valeur propre de la grandeur adoptée en qualité de 
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variable indépendante (l'énergie, par exemple). Mettons Ÿ (x, #) et d*(x, r) 
sous forme de séries 


dx, t) == > Cn Va x, t), (41.1) 


parn= Zen), (41.1 
et portons-les dans la formule 


L= \ p* (x, ) L(x, 1) dx. 
On obtient alors 
L= pa Cn En À Ÿm L'Ün dx, 
soit 


L= DS culmnCn. (41.2) 


n M 


C'est précisément l'expression de la valeur moyenne Z d’une grandeur 
L dans le cas où l’opérateur Ê qui la représente est donné sous forme 
matricielle. En considérant la totalité des quantités c, comme une matrice 
Y à colonne unique (40.12) et la totalité des c”, comme la matrice conju- 
guée Y+ à ligne unique (40.12), on peut écrire (41.2), en vertu de la règle 
de multiplication des matrices, sous la forme 


L= YtLy. (41.3) 


Suivant (20.2) le spectre de la grandeur (c.-à-d. l’ensemble de valeurs 
qu’elle peut assumer) et les fonctions propres de l’opérateur L qui la 
représente se définissent à partir de l'équation £z = Lr. En substituant 
dans cette équation l’expression de 4 (41.1), puis multipliant à gauche 
par W,, et intégrant le résultat obtenu par rapport à x, il vient 


Z'cn\ Ya Lin =LS CAT AT où D'Lmn Cn = Lcm. (41.4) 


Le résultat obtenu représente un système infini d'équations algébriques 
homogènes et linéaires servant à la détermination des amplitudes c, de 
fonctions propres et des valeurs propres de l’opérateur Là. 

On se rappellera qu’en algèbre un système d’équations linéaires homo- 
gènes ne peut avoir une solution non nulle que si le déterminant formé 
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par les coefficients des équations est nul. Dans notre cas le déterminant 
comporte un nombre infini de lignes et de colonnes !): 


Lu—L Le Lo + Lin 


de D nn nes leon US 
Lm Lne Lns ** Lan —L | 


CR 


Ce déterminant impose ses propres limitations quant aux valeurs possibles 
de L. Il représente une équation de degré indéfiniment grand en L (c’est 
donc une équation transcendante) et doit avoir un nombre infiniment 
grand de racines: L—L,, L,,..., L:,... On démontre en algèbre que 
les racines d’une telle équation sont toujours réelles. L’ensemble de valeurs 
Le pour lesquelles le système (41.4) est soluble, constituera précisément 
l’ensemble de valeurs propres de l'opérateur L. En substituant dans (41.4) 
une des racines de (41.5), L, par exemple, nous trouvons la solution répon- 
dant à cette racine: 


L=Le G=û (Le), Ca = Ca(La)... Cn = Cn(La),-.. (41.6) 


L'ensemble des valeurs c;. Ce, ..., Cn, . .. que l’on trouve en procédant 
de cette façon constituera la fonction propre de l'opérateur L, appar- 
tenant à la valeur propre L = L.. Dans la représentation en « x» cette 
même fonction d'onde s'écrit ?): 


Va (x) = 2 Cn (La) Ÿn (x). (41.6') 


Dans sa propre représentation toute grandeur s'exprime par une matrice 
diagonale. Effectivement, si 4, (x) est la fonction propre de l'opérateur 
L, sa matrice a pour éléments 


Lan = Y, 2 Ÿn dx = | ÿ; La n dx = La Bnms (41.7) 


où LA est la n-ième valeur propre de l’opérateur £. De ce fait on peut 
traiter le problème du calcul des valeurs propres de l’opérateur £ comme 
le problème de réduction de la matrice de l’opérateur L, donné dans une 
représentation arbitraire, à une matrice diagonale (41.7). 


1) Un déterminant à nombre infini de lignes et de colonnes doit être considéré 
comme la limite vers laquelle tend le déterminant d’un système dont le nombre N 
d'inconnues c, est fini, lorsque N-> oo. L'’équation (41.5) n’a de sens que si cette 
limite existe effectivement. Le lecteur peut trouver un exemple concret d'équations 
de ce type dans: E.T. Whittaker, G.N. Watson, À course of modern 
analysis, 4!h edition, Cambridge, At the University Press, 1927. 

3) La fonction Ya (x) peut être obtenue directement par résolution de l'équation 
différentielle £d = Lb. En général, la résolution de (41.4) et (41.5) n’est pas plus 
facile que celle de l'équation différentielle dont il est question. Cependant chaque 
fois qu'il s’agit de solutions approchées des équations (ch. XI) la mise de celles-ci 
sous forme matricielle s'avère avantageuse. 
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Comme les opérateurs commutables ont un système commun de 
fonctions propres, leurs matrices peuvent être simultanément ramenées 
au type diagonal. 

Les formules correspondant au cas de matrices continues s’obtiennent 
en remplaçant dans les formules que nous avons déjà établies les som- 
mations par des intégrales. La démonstration est tellement simple que 
nous pouvons nous contenter d’en donner les résultats. La valeur moyenne 
d’une grandeur L sera égale à 


L= \ c* (p') Lip C(p) dp' dp (41.27 
(représentation en impulsion) ou à 
L= { ( ÿ (x) Lis Ÿ (x) dx' dx (41.2) 


(représentation en coordonnée). A la place de l’équation (41.4) on aura 
respectivement 


( Ly? c(p) dp = Le(p"), (41.4) 
(Le 9 (x) dx = Lh (x). (41.4”) 
Et enfin à la place de (41.7) nous aurons 
Pyp = p'8(p'—p}) (41.7) 
Xxs = X'8 (x — x). (41.7) 


Les équations (41.4’) et (41.4) peuvent être selon les cas soit des équa- 
tions différentielles, soit des équations intégrales. 


$ 42. Forme matricielle de l’équation 
de Schrôdinger et de la variation en fonction 
du temps des opérateurs 


L'équation de Schrôdinger (28.3) peut être mise sous forme de matrice 
à condition de développer & (x, ft) en série suivant les fonctions propres 
Ÿn (x) de l’un des opérateurs. En portant dans (28.3) le développement 
de d(x, r) 


px, 1) = _ Cn (t) Ÿn (x), 


puis multipliant à gauche par 4° (x) et en intégrant par rapport à x on 
obtient 


ih LEZ Hmn Cas m=—1,2,3,..., (42.1) 


166 FONDEMENTS DE LA THÉORIE DES REPRÉSENTATIONS (CH. vu 


où 
Han =( (x) À ün (x) dx (42.2) 


est l'élément de matrice du hamiltonien A. Cette équation permet de déter- 
miner Cn (f) (c.-à-d. db (x, r)) à partir de la valeur de cx (0) fixée à l’instant 
initial (donc à partir de 4 (x, O)). 

Supposons que À soit l’opérateur de l'énergie totale. Posons que les 
fonctions A (x) soient les fonctions propres de l’opérateur À. Dans ces 
conditions les ca (ft) représentent les amplitudes des états stationnaires 
et la matrice de HA, sera diagonale: 


Hnn = ( ge, À Un dx = En Ômn- (42.3) 


En reportant ces valeurs de Hyn dans (42.1) on retrouve l'équation de 
Schrôdinger pour ce cas particulier: 


Te (42.4) 
dt 
D'où l'on tire 
Ent 
Cm(t)=cCm(Oe ?, (42.5) 


ce qui signifie que les amplitudes des états stationnaires dépendent du 
temps suivant une loi harmonique. Ce résultat coïncide avec les conclusions 
que nous avons tirées du & 30. 

Utilisons maintenant l’équation de Schrôdinger sous sa forme matri- 
cielle pour le calcul de la dérivée par rapport au temps d’un opérateur. 
En différentiant par rapport au temps la valeur moyenne (41.2) on trouve 


d(£) dL OLms 


— —= —- == S" Sc € = 
dt dt 2 2 " & 
LS Sal DS bee 
EE era dt m n 7 dt 


D'après (42.1) on a 


= 
Cm. > Hxce it 2 use 
a(D on obtient 
dt 


En substituant ces dérivées dans l'expression de 


dt LUE n 


LD LS ZE, Et en + >>> que 


e F 
— — > SH te Lun Cn- 
RERTF 
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Du fait du caractère autoconjugué de l’opérateur on a, d’une part, 
Hnx = Him, 


et, comme d’autre part, les indices m, n et k parcourent tous les mêmes 
valeurs, on peut récrire l'équation précédente sous la forme suivante 
(après avoir remplacé dans le deuxième terme l'indice A par l'indice n, 
et dans le troisième lindice £ par l’indice m) 


d(1) > Yc me PR 


di a 
Le à 
+ rs 2 2 Cn (Z Lx Hen — 2 Hynx ) Cn- 
En remarquant que d’après la règle de multiplication des matrices on a 
Z Lnk Hin a (Lma 
2 Hnk Lin = (HË)mn, 
on arrive au résultat suivant 
d(L) di ete La fs se 
= — = QE Ets —(LH— H | 
dt dt > 2 ë, ( EA + îh (L Da) Cn, (42 6) 


m 


où 


(LA — Hl}mn = _ Z mt Hen — Hmk Len) = (A, Êlmn (42.7) 


est l'élément de matrice du crochet de Poisson. Par comparaison avec la 
formule (41.2) il s'ensuit que l'élément de matrice de l'opérateur est 
L2 
| dt 
Les formules (42.6) et (42.8) sont les formes matricielles respectives des 
formules (31.4) et (31.7). 

Examinons un cas particulier de grande importance. Posons que le 
hamiltonien À ne dépende pas du temps, de sorte que À est l'opérateur 
de l'énergie totale. Adoptons tout spécialement la représentation en énergie 
(représentation en « E»). La matrice de À sera alors diagonale: 

Hin = Ex din,  Hmk — Emômt. 


Si nous supposons encore que l’opérateur £ ne dépend pas explicitement 
du temps, on peut tirer de (42.7) et (42.8) 


(É). = (En — En) Lo 


] = = + LÀ, Êlnn- (42.8) 
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#] on LE: (42.9) 
dt ]mn 
où ‘ 


dus Be (42.10) 
est la fréquence de Bohr. En particulier la matrice de l’opérateur de vitesse 


aura pour éléments 
+) = LOmn Xmn: (42.1 1) 
dt ]mn 


Xmn étant les éléments de la matrice de la coordonnée x. Nous voyons 
que la corrélation entre la vitesse et la coordonnée est exactement la même 
que celle établie pour un oscillateur de fréquence on. 

La signification de la formule (42.9) devient particulièrement nette 
lorsqu'on fait appel à la méthode de Heisenberg de repré- 
sentation des opérateurs. L'idée de cette méthode est de 
bâtir la matrice de n'importe quel opérateur £ à partir des fonctions d'onde 
d’états stationnaires considérés à un instant r: 

Ent 


—i 
(XD = ne ?. 


C’est parfaitement réalisable, puisque %, (x, ?) de même que %, (x) for- 
ment un système complet de fonctions orthogonales. En conséquence 
dans la représentation de Heisenberg l'élément de matrice de l’opérateur 
Ê se laisse définir par la formule 


Lun () = (5. Ces 0) La (x, 1) dx = Lun €". (42.12) 


Pour tout opérateur ne dépendant pas explicitement du temps, on doit 
donc avoir: 


(). = es = iomn Lmn (). (42.9) 


dt di 


Cette dernière formule ne se distingue de (42.9) que par le fait que la 
dépendance temporelle des fonctions d’onde est assumée par les opé- 
rateurs. 

Selon (42.12) dans la représentation de Heisenberg les éléments de 
matrices d’opérateurs ne dépendant pas explicitement du temps varient 
avec le temps suivant une loi harmonique avec des fréquences de Bohr mn. 

Si on a affaire à des matrices continues, on aura à la place de (42.1) 


in SI = (Hynetp)dp, (42.1) 
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et dans une représentation en «x» 


in HE = ( Hez Ÿ (D dx. (42.1") 
De même à la place de S 8) on écrira: 
(+ =) or (A Lhe, (42.8') 
pp êt 
= CLrr Â L : Je" 
(£ à #) SE + (A, Îles (42.8”) 


En ce qui concerne les autres formules de ce paragraphe on se rappellera 
qu’on les a spécialement rattachées à une représentation en « E». 

La prise en ligne de compte de matrices continues (illustrée par les 
données des $$ 39-42) permet de rendre la méthode matricielle d’écriture 
des opérateurs parfaitement uniforme, en ce sens que toutes les repré- 
sentations possibles d'opérateurs et de fonctions d'onde deviennent toutes 
également légitimes. C'est pour cette raison que la méthode matricielle 
d'écriture des opérateurs est d’un emploi particulièrement commode 
dans les considérations théoriques générales. 

Mais lorsqu'il s’agit de problèmes concrets on utilise surtout la repré- 
sentation en coordonnées. Cela tient à ce qu’en théorie non relativiste 
l'énergie d’interaction ne dépend que des coordonnées de position. et que 
l'énergie cinétique n'est alors qu’une fonction simple de l'impulsion = 

em 
Pour ces raisons dans la représentation en coordonnées l'équation de 
Schrôdinger se présente sous forme d’une équation différentielle du second 
ordre relativement simple. S'il s’agit de solutions approchées, les autres 
modes de représentation peuvent s'avérer plus avantageux que la repré- 
sentation en «x». 


$ 43. Transformations unitaires 


Nous nous proposons de passer d’une certaine représentation d'un 
opérateur quelconque G à une autre représentation de ce même opé- 
rateur. Posons que dans la première représentation l'opérateur G soit 
représenté par la matrice G’ dont les éléments sont numérotés suivant 
les valeurs propres L = L,, Le,..., Ln,..., Lm.... de l'opérateur L 
(représentation en « L»). Supposons que dans sa deuxième représentation 
l'opérateur G soit représenté par la matrice G’’ dont les éléments sont 
numérotés suivant les valeurs propres M — Mi, M:,..., Ma ,..., Ms... 
de l'opérateur M (représentation en « M »). Admettons pour fixer les 
idées que Ê et M présentent tous deux des spectres discrets. Si initiale- 
ment l'opérateur G est donné dans une représentation en «x» 


G=6G CF mn À ; x) et que les fonctions propres des opérateurs Z et 
8 4 


M sont respectivement 4, (x), %e (x), ..., Un (x), . .., ‘Um (X),... et pi (X), 
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Po (X), ..., Ga (X),..., pa (x). ..., les éléments de matrice de l'opérateur 
G dans sa représentation en « L» sont déterminés par la formule 


* À .. Ÿ , 
Ga = À dn C0 G [in > x] En C9 dx, (43.1) 
24 
et dans la représentation en « M» par 
Gas = ( g: @ 6 [- ih 2. x] gs(x) dx. 432) 


Il importe de savoir quel lien existe entre la matrice G” à éléments Ga 
et la matrice G”’ à éléments G.s. Développons les fonctions Prop de 
l'opérateur M suivant les fonctions propres de l'opérateur L: 


ga) = 2 Un (x) Sng, PL) = 2 Ÿn (x) Sa + (43.3) 
avec 
Sas = À 4x() 9209 de. Sue = Um (9 gd (434) 


La substitution de (43.3) dans (43.2), en tenant compte de (43.1), nous 
donne 


Ge = > DA Sms Grn Sas (43.5) 
m n 


Nous pouvons considérer l'ensemble des quantités S,4 comme une 
matrice S dont les lignes sont indexées par les valeurs propres de la gran- 
deur Z, et les colonnes par les valeurs propres de la grandeur M. Conjoin- 
tement avec la matrice S nous considérerons la matrice conjuguée S+, 
qui a pour éléments 


(Sam = Sna (43.6) 


de sorte que S+ = S*, et de ce fait les lignes de cette matrice conjuguée 
sont indexées par les valeurs propres de M, et les colonnes par les valeurs 
propres de L. En vertu de (43.6) la formule de transformation de Ga 
en Gag (43.5) peut s’écrire 


Gas —, 22 (S +) Gnn Su8 ; (43.7) 


en appliquant la règle de multiplication des matrices, cette formule s'écrit 
aussi sous forme matricielle 


G" = S+G'S. (43.8) 


La matrice S et la matrice S+ qui lui est conjuguée peuvent donc être 
considérées comme des matrices assurant la transformation d’un opé- 
rateur d'une représentation (en «L») à une autre représentation (en 
« M»). La matrice S présente une propriété importante. Par multipli- 
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cation des fonctions @ et ps(x) et intégration par rapport à x du 
produit obtenu, on obtient en vertu de l’orthogonalité des fonctions 
propres: 


22 Sma Sn Smn = da8 » (43.9) 
mn 


que l'on écrira aussi 


ZE S,n = 5e, (43.10) 


ce qui s'écrit sous forme matricielle 
S*S = 1. (43.11) 


En développant les fonctions YA (x) suivant les fonctions o: (x), on pourra 
constater de même que 


2 Sa Sir = Dm. (43.12) 


ce qui se ramëne à 
SS+ = 1. (43.11) 


Toute matrice satisfaisant aux conditions (43.11) et (43.11”) est dite matrice 
unitaire. Puisqu’en multipliant St par S ou S par S+ on obtient 
unc matrice unité, on peut dire que S+ est une matrice inverse de S, 
c.-à-d. 

St = Si. (43.13) 


On remarquera qu’une snatrice unitaire n'est pas hermitienne puisque dans 
ce dernier cas on aurait eu S+— S. D’après ce qui précède nous pouvons 
dire que la transformation d’un opérateur de l’une de ses représentations 
à une autre s'effectue à l’aide d’une matrice unitaire S dont les éléments 
sont définis par (43.4). La transformation (43.8) elle-même pourrait être 
qualiriée d’unitaire. 

On peut considérer la formule (43.1) elle aussi comme une transfor- 
mation unitaire de la représentation en coordonnées en une représentation 


en «L». Pour le montrer il suffit de mettre l'opérateur G — in À x) 
IX 
sous forme matricielle. On obtient alors à la place de (43.1) l'expression 
suivante 
Gmn = (4 (x°) Gaz Ÿn (x) dx dx”. (43.1) 


En posant Sk.— ®, (x) et Szn — Yn (x) nous ramenons la transfor- 


mation (43.1') à la forme de (43.8). Il s'ensuit que les fonctions d’onde 
ÿ®, (x) et VA (x) ne sont rien d'autre que les éléments de matrice des 
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matrices unitaires S+ et S, assurant le passage de la représentation en 
«x» à la représentation en « L». 

Nous avons déjà remarqué (cf. $ 41) que le problème de détermination 
des valeurs propres de n'importe quel opérateur peut être traité comme 
un problème de transformation d’une matrice représentant l’opérateur 
à une forme diagonale; en termes de transformations unitaires ce pro- 
blème se laisse libeller de la manière suivante: trouver une transformation 
unitaire S à l’aide de laquelle la matrice de l'opérateur G pourrait être 
amenée à la forme diagonale. Pour trouver cette transformation multi- 
plions à gauche par S les deux membres de (43.8). Mettant à profit (43.11') 
il vient 

SG” = G'S, (43.14) 


ou sous une forme explicitée 
2 Smx Gas == 2 Gmn Sn8. (43.15) 
Si la matrice G;3 cest diagonale, on doit avoir 


Sma Gaz — 2 Gms Sua- (43.16) 


Or comme nous ignorons les valeurs propres de G:,, nous devons sup- 
primer l'indice «, ce qui donne 


Sn C = Ÿ Gmn Sn, (43.17) 


résultat qui coïncide avec l’équation (41.4) si l’on pose 6 = L et Sy = Cn. 

Notons une propriété importante de la transformation unitaire: une 
transformation unitaire laisse inchangée la somme des éléments diagonaux 
de la matrice. Cette somme porte le nom de trace de la matrice; on la 
désigne par le symbole 


SpG= D Gun. (43.18) 


De (43.7) on tire 
D: Ga = > > > (Sam Cmn Sna = D 2 Ga (Sam Sue = 


= > 2 Gnn mn — > Gnns (43.19) 


ce qui montre que la rrace de la matrice est un invariant de la transfor- 
mation unitaire. Cette propriété est largement mise à profit dans les appli- 
cations. 
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$ 44. Transformations unitaires assurant 
le passage d’un instant à un autre. 
Matrice de diffusion 
La méthode de la transformation unitaire peut être utilisée pour l'étude 
des changements que subissent dans le temps les fonctions d’onde. Soient 
& (x, to) la fonction d’onde à l’instant #, et ÿ (x, t) la même fonction 
d'onde à l'instant sr. Posons 


dx,t) = S (1, 10) L(X, to), (44.1) 
où $(r,r9) est l'opérateur unitaire. Dans le cas particulièrement simple 
où le hamiltonien À du système ne dépend pas du temps, l’opérateur 

(t, to) a une forme simple 


SG 1D=e ? (44.2) 


Effectivement, en prenant la dérivée partielle par rapport au temps de 
la fonction (44.2), on obtient 


+ 0 _., d$(r, 1) " 
ee = il ee CN (x, to) FE 


a 

= AË (1, to) Ÿ (x, 10) = HV (x, 1). (44.3) 
Il s'ensuit que % (x, r) satisfait à l'équation temporelle de Schrôdinger. 
Par ailleurs les équations (44.1) et (44.2) montrent que la condition initiale 
dx, 1) = Y (x, tr.) est respectée pour 1 =1t,. Enfin, du fait que l’opé- 
ra teur de Hamilton est hermitien il découle que l'opérateur $ (1, 1.) est 

effectivement un opérateur unitaire 
At at + ft) 
S+(, 19) = e? —e* = S”1 (+, to). (44.4) 
Subdivisons l'intervalle de temps r, r, en des intervalles plus étroits 


ti — lo ta —t%..., 1 —t,. Nous pouvons alors mettre la formule (44.1) 
sous la forme 


PC, 1) = S (1, 1x) É (tas 12) + + + S (tas 13) S (lv to) Ÿ (x, to). (44.5) 
On en arrive à conclure que le mouvement d’un ensemble quantique peut 
être assimilé à une succession de transformations unitaires. 

Un cas particulier de la transformation (44.1), ayant de multiples 
applications dans la théorie de diffusion des particules, est celui où l’état 
initial est fixé non pas pour t, = 0, mais pour f, = —, et l'état final 
d (x, r) est considéré pour ? = +; (44.1) s'écrit alors 


A 
- H (It) 


ÿ (x, +00) = $Y (x, — oo), (44.6) 
où il est explicitement indiqué que #, — —o, l'opérateur $ étant défini 
par la formule 

$—=S$(+o,—œ)— lim (1,1). (44.7) 
++ oo 


Q— © 
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Cet opérateur porte le nom de matrice de diffusion: son 
importance toute particulière pour la théorie de la diffusion des particules 
(cf. $ 80) tient à ce que dans cette théorie les états initiaux sont généra- 
lement définis sous forme d’ondes caractérisant des particules se trouvant 
d’abord éloignées les unes des autres, mais qui par la suite se rencontrent 
(intervalle de temps compris entre 1, = — et { = 0), entrent en inter- 
actions mutuelles à un instant voisin de t = 0, puis se trouvant diffusées, 
s’éloignent les unes des autres pour f -> + co. Selon sa définition (44.7) 
la matrice de diffusion réalise la transformation de l’état donné pour 
t—=—œ en un état qui s'établit pour t = +. 

On doit remarquer que la simplicité apparente de l'expression (44.2) 
est dans une large mesure illusoire, puisque son application directe aux 
calculs n’est possible que si l’on connaît les valeurs propres Ex de l'opé- 
rateur À, ainsi que ses fonctions propres Ÿ, (x); or cela présuppose qu'on 
dispose déjà des solutions de l'équation stationnaire de Schrôüdinger, 
chose qui est loin d’être facile à faire. 

_ Le plus souvent on se trouve en présence de situations où l'opérateur 

H peut être scindé en deux parties: une partie fondamentale H, ct 
une partie supplémentaire W qui est petite: H— H,+W. On 
admet que l’on connaît les valeurs propres E, et les fonctions propres 
Ÿn (x) du hamiltonien «non perturbé» Â,. On peut alors développer 
(44.2) en une série suivant les puissances d’une faible « perturbation » 
W et obtenir ainsi une expression approchée de l’opérateur $. Ce procédé 
de mise en œuvre de la matrice S est largement utilisé dans la théorie 
moderne de la diffusion de particules. 

Les éléments de matrice de l'opérateur $ (1, to) définissent les proba- 
bilités de transitions d’un état quantique à un autre. Supposons qu’à 
l'instant initial f —/, une certaine grandeur dynamique L avait une 
valeur bien déterminée L == Ly. Cela veut dire qu’à l'instant : —1,, 
D(x, fo) = Pr (x), Pn (x) étant une fonction propre de l’opérateur L, 
de sorte que Lon = Lan. D’après (44.1) la fonction d’onde à Pinstant 
t sera alors égale à 


dx 1 = S (1, 10) Pn (x). (44.8) 


Mais d’un autre côté, conformément à la théorie générale ($ 22) la 
probabilité de ce que L = Lm à l’instant # est égale au carré du module 
du coefficient cm (*) du développement de la fonction d(x,r) suivant 
les fonctions 1 (x). Ce coefficient vaut 


Em (1) = À on, 09 3 (x, D dx = 
= \ p2, (x) $ (E, 10) p, (x) dx = Sn (6, to), (44.9) 


ce qui veut dire que l’amplitude c,, (t) est égale à l’élément de matrice de 
l'opérateur unitaire $, pris entre les états nr et m. 
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Il s'ensuit que la probabilité de trouver à l'instant sr une valeur L = Ly, 
si à l'instant r —1#,, L était égal à La, est donnée par la formule 


Pinn (£, to) = | Cm @)F = | Snn (, to) F. (44.10) 


Cette probabilité porte le nom de probabilité de transition 
quantique de l’état L— Ln à l’état L= Ln. 

On utilise largement en statistique quantique le principe de la 
balance détaillée. Selon ce principe la probabilité de transition 
d’un état nr à un état m est égale à la probabilité de transition de l’état 
m à l’état n durant ce même laps de temps. En fait l'importance de ce 
principe est fort limitée, et il n'est valable que dans la première approxi- 
mation de la théorie de perturbation. T1 s’applique également dans certains 
cas particuliers, notamment lorsque les forces d’interaction des particules 
sont centrales. 

Le principe de la balance détaillée aurait été rigoureusement valable 
si la matrice $ avait été hermitienne; en fait c'est une matrice unitaire 
et la quantité | Sn |? n’est pas égale, en général, à la quantité | Sum |?. 

On ne doit cependant pas inférer à l’irréversibilité de la mécanique 
quantique. Il est connu en mécanique classique que dans le cas où les 
forces sont indépendantes des vitesses, l’inversion des vitesses de toutes 
les particules conduit à ce que tout le mouvement se reproduit dans l’ordre 
inverse. 

On peut démontrer qu'en l'occurrence de ces mêmes conditions dans 
le domaine de la mécanique quantique, on observerait exactement la même 
réversibilité. Effectivement la probabilité d’effectuer, au cours d’un inter- 
valle de temps #, une transition d’un état caractérisé par les impulsions 
P9, p$, ... des particules (état x) à un état où les impulsions sont p,, Ps, ... 
(état B) est égale à la probabilité d’effectuer, au cours d'un intervalle de 
temps égal, une transition d’un état caractérisé par les impulsions —p;, 
—Pr,... (état B inversé) à un état d’impulsions —p9, —p9,... (état x 
inversé) !). 

Il ressort de ce bref exposé des transformations unitaires que tout l'ap- 
pareil mathématique de la mécanique quantique pourrait être formulé en 
termes d'opérateurs, présentés sous forme de matrices et en termes de 
transformations unitaires. 


$ 45. Représentation de Heisenberg et la représentation 
des interactions en mécanique quantique 


Dans ce livre nous avons adopté presque exclusivement une description 
de systèmes quantiques, telle que les opérateurs £, constituant la contre- 
partie des variables dynamiques classiques, sont indépendants du temps. 
Toute la somme d'informations concernant l’évolution du système dans le 


1) A ce sujet le lecteur peut se référer à la publication de l’auteur parue dans 
JETF 17, 924 (1947) où cette question est débattue en détail. 
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temps est concentrée dans la fonction d’onde (x, r) qui, elle, est fonction 
explicite du temps et satisfait à l'équation non stationnaire de Schrôdinger 
(28.3). Ce mode de description est connu sous le nom de représen- 
tation de Schrôdinger des opérateurs L et des fonctions d'onde 
Ÿ (x, t). Le pendant en mécanique classique est la méthode de Hamilton- 
Jacobi, où le rôle essentiel revient à la fonction d’action S (x, t) satis- 
faisant à l'équation de Hamilton-Jacobi (cf. $ 35). 

Par ailleurs on utilise en mécanique classique les approches de La- 
grange et de Hamilton. Il s'avère qu’à ces rapports on peut faire corres- 
pondre des formalismes quantiques convenables. L'établissement de la 
mécanique quantique dans le cadre de l’approche de Lagrange est examiné 
à la fin de cet ouvrage au $ 138 (traitement de la mécanique quantique 
selon Feynmann). En ce qui concerne les équations canoniques de Hamil- 
ton. nous avons déjà montré au $ 32 qu'elles demeuraient valables dans le 
cadre de la théorie quantique (cf. (32.2) et (32.2’)). Cependant dans le 
cadre de la représentation de Schrôdinger que nous utilisons ici, ces équa- 
tions ne peuvent décrire l’évolution dans le temps des opérateurs, mais 


définissent de nouveaux opérateurs ae: partir de Ÿ,Ê — 
= —ihÿ et À. fes ca 


Dès la première phase de développement de la mécanique quantique 
(1927 à 1929), Heisenberg a mis en œuvre la méthode des équations cano- 
niques de Hamilton pour définir des opérateurs quantiques en fonction 
du temps ainsi que pour déterminer les valeurs propres de l’opérateur 
de l'énergie À. 

Il a utilisé pour ce faire la représentation des opérateurs de la forme 
(42.12). Dans cette représentation les équations de Hamilton (32.3) et 
(32.2) s’écrivent de la façon suivante 


+] = [É, Êlun, (45.1) 
{ a). = [, Êun. (45.2) 


Les éléments de matrice des opérateurs Ê et À dépendent maintenant 
du temps, conformément à (42.12). Le problème consiste à déterminer 
les matrices de À, P(r) et Ÿ(r) satisfaisant aux équations ci-dessus et 
aux conditions supplémentaires suivantes 

LÀ, P z] = 1, 
[LŸ, Êz] = 0, etc. 
Sous forme matricielle ces crochets s’écrivent 
L#, Êz mn — Smns 
[Ÿ, Prlmn = 0, etc. 
Il est à noter que la multiplication des opérateurs Z et P représentés 


sous leur forme matricielle (42.12) doit s'effectuer d’après la règle de mul- 
tiplication des matrices (40.11). 
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Dans la grande majorité des cas il est beaucoup plus facile de résoudre 
l'équation différentielle de Schrôdinger que de trouver les solutions des 
équations matricielles (45.1) et (45.2). 

Cependant dans la théorie quantique du champ le domaine d’ap pli- 
cation de la représentation de Heisenberg est plus étendu. C’ést pourquoi 
nous allons établir ici le rapport existant entre la représentation de Heisen- 
berg et la représentation usuelle de Schrôdinger. Nous utiliserons pour 
cela l'appareil des transformations unitaires dans le temps (cf. $ 44). 

A un certain instant f, les opérateurs donnés dans les deux représen- 
tations doivent coïncider. Posons que ce soit à l'instant 1, = 0; désignons 
la fonction d’onde à cet instant par ® (x): ® (x) = 4 (x, 0). A un instant 
t cette fonction peut être représentée selon (44.1) par une expression de 
la forme 


dx, t)= S$(,0)D(x) avec S(,0)=e ñ Eu (45.3) 


A partir de là on peut suivre deux voies de calcul. 

On peut adopter des opérateurs indépendants du temps et utiliser 
pour le calcul des éléments de matrice les fonctions d’onde 4 (x, r). On 
aboutit dans ce cas à la représentation de Schrôdinger. 

L'autre voie consiste à incorporer toutes les dépendances temporelles 
dans les opérateurs en utilisant pour ce faire la transformation 


L (D = 51 (r,0) LS (+, 0). (45.4) 


Dans ce dernier cas les fonctions d’onde ® (x) ne dépendent plus du temps. 
Ce mode de représentation des opérateurs et des fonctions d’onde est 
connu sous le nom de représentation de Heisenberg. 
Si nous différentions (45.4) par rapport au temps, nous obtenons 
l'équation de mouvement pour les opérateurs de Heïisenberg 


d£() __ 8L() 
Dan er ai (4, LG, (45.5) 


où (4. L(r)] = _ (L(«) 4 — HE (+) est le crochet quantique de Poisson 


(31.5). 
Tout formellement l'équation (45.5) coïncide avec (31.7). Cependant 
sa signification physique est maintenant différente: elle ne sert plus à 


définir un nouvel opérateur . mais à décrire l’évolution dans le temps 


de l'opérateur de Heisenberg ÎL (+). 

L'équivalence des deux méthodes découle de l'égalité des éléments 
de matrice des opérateurs donnés dans les deux représentations, celle 
de Schrôdinger et celle de Heiïisenberg 1). 


1) On doit remarquer à ce propos que les éléments de matrice des opérateurs 
déterminent des grandeurs physiquement observables, et de ce fait ne peuvent être 
différents dans des représentations équivalentes. 
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Effectivement dans la représentation de Schrôdinger l’élément de 
matrice L;. de l’opérateur L pour deux états quelconques ‘, (x, ft) et 
(x, 1) vaut 


ki = (x (x, 0) L bete 1) dx. 


En exprimant 4 (x, 1) et d. (x, r) en termes de ® (x) et ®, (x) à l’aide 
de (45.3) on obtient 


Lye= so: GC$+ (1, 0) LS (r, 0) D, (x) dx = 


_ (o (9 L (9) De (©) dx = Lis (1). 


+ rosss. que nous avons fait usage du caractère unitaire de l’opérateur 
. —1 


Nous avons déjà considéré au $ 42 un cas particulier de passage de la 
représentation de Schrôdinger à celle de Heisenberg. On y a ramené 
le hamiltonien À à une forme diagonale, ce qui a rendu $(r, 0) égal à 
A 
e n ” Snm- 

En plus des représentations de Schrôdinger et de Heisenberg, on uti- 
lise encore surtout dans la théorie quantique du champ la représen- 
tation d’interaction. Elle se fonde sur les considérations sui- 
vantes. Posons que le hamiltonien soit de la forme 

= H+W(n), 
l'équation de Schrôdinger incorporant le hamiltonien À, 
LEA n = En Ÿn 


a une solution exacte, tandis que l’opérateur W(x, r) constitue une petite 
perturbation 1). Il est alors tout indiqué de poser que la fonction d’onde 
U (x, t) régie par l’équation non stationnaire de Schrôdinger ayant pour 
opérateur À — À, + W(x, t). est de la forme 
ER 
(x t)=e À D(x, 1). (45.6) 
En effet en portant (45.6) dans l'équation 
ï ÉD (Ho + WC 0) x,0) 
on obtient 


in LED 2 PDO (0) (45.7) 


1) Par exemple H, décrit le mouvement libre d’une particule, tandis que # (x,r) 
caractérise l'action qu'exerce sur cette particule un champ extérieur faible. 
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où 

2 Lit SEA 

V(xt)=e" Wxtje *? 
est l’opérateur de l'énergie de perturbation donné dans la représentation 
d'interaction, et ® (x, r) est dans la même représentation la fonction d'onde. 
Comme on admet que les perturbations W (x, r) et V(x,r) sont petites, 
les transformations (45.6) et (45.7) permettent de définir la fonction d’onde 
® (x, r) dont la variation est lente (pour Ÿ—0, ® (x,r) est constante). 

Ceci montre que dans la représentation d’interaction aussi bien les 

opérateurs que les fonctions d’onde sont des fonctions explicites du temps. 
La variation des opérateurs en fonction du temps est déterminée par celle 
du hamiltonien «libre» À, 


din & 
0) 


tandis que la perturbation W(x, t) détermine la variation dans le temps 
de la fonction d’onde 
re CDint (x, £ 
in ED À Win (6, 0 Din (6 D). 


Dans le $ 83 consacré à la théorie des transitions quantiques provo- 
quées par une perturbation faible, on aura à mettre en œuvre la représen- 
tation d'interaction; le passage à celle-ci étant effectué en termes éner- 

++E,t 


i A 
2e x ++ Het £ & 
gétiques, les opérateurs e À ‘ se ramènent à des nombres e * * . 
$ 46. Matrice de densité 


Supposons que l'opérateur Ê nous soit donné dans une représentation 
en coordonnées sous forme d’une matrice Lz,. Dans l'état de (x) la 
valeur moyenne L, sera égale à (cf. (41.2”’)) 


L = \ dx' dx 49 (x') Lez Ve À). (46.1) 
Si, partant d’ensembles purs caractérisés chacun par une fonction d'onde 
Ya, On forme un ensemble mixte tel que la probabilité de présence de 


chaque état pur y est égale à P,, la valeur moyenne ZL dans l’ensemble 
mixte est (cf. (22.18)) 


L=Z>P.L- > Pa] dx dx’ V°(x) Liz La(X) (46.2) 
C3 « 
(à condition que ZP, — 1). On peut mettre l’égalité (46.2) sous la forme 


L=— \\ dx' dx pos La'z (46.3) 
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où p,;z" est donné par 
Pzz’ => Pa La (x) Va (x). (46.4) 


L'opérateur 8 représenté par une matrice d’éléments (46.4) est appelé 
opérateur de densité®. 

L'expression (46.3) n’est rien d’autre que la somme des éléments diago- 
naux de l’opérateur B£. Ceci nous permet d'écrire (46.3) sous la forme 


L = Sp (GË). (46.5) 
Si on utilise une autre représentation le développement de %,(x) suivant 
les fonctions propres Ÿ, (x) d’un opérateur M présentant un spectre discret 
de valeurs propres M,, M:,..., Mn,... nous permettra d'obtenir par 
application de (46.2) 
EDP 2 Pa Cam Lan Can (46.6) 
L 2 m n 
c.-à-d. 


Pnm = D Pa Cam Can (46.7) 


où Can Sont les amplitudes des termes du développement de d, (x) suivant 
les @1(x). Nous avons donc dans cette nouvelle représentation 


L= ZE pan Lan = Sp(BL). (46.8) 


L'élément diagonal de la matrice p a la signification d’une probabilité 
(ou d’une densité de probabilité). Si l’on pose en effet x’ — x dans (46.4), 
il vient 


bu ZPe he DIE = w (x), (46.9) 


ce qui représente la densité de probabilité de la coordonnée x dans un 
ensemble mixte. Similairement on peut tirer de (46.7) 


nn = À Pa | Can (= Wn (46.10) 
[-2 


cæe qui exprime la probabilité de trouver dans un ensemble mixte une 
valeur de M égale à Ma. 


Examinons maintenant l’évolution dans le temps de l'opérateur $. 
La matrice (46.4) définit à un certain instant, que nous pouvons prendre 
pour le temps initial (? = 0). L'ensemble mixte que caractérise cette matrice 
est un ensemble de systèmes indépendants; chacun de ces systèmes indé- 
pendants se trouve (avec une probabilité P.) dans un des états purs 
Ya (x) = Ya (x, 0). Le système qui à l’instant : — 0 se trouvait dans un 


1) Cet opérateur a été introduit par I.V. Neumann (cf. I. V. Neumann, 
Gott. Nachr., 1927). 
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état pur Ya (x, 0), se trouve à un instant : > O0 également dans un état 
pur (x, r) que l’on détermine à l’aide de l’équation de Schrôdinger 


ih een = (# Ja (@°, 1) dx”, (46.11) 
la fonction conjuguée 4, (x’, r) pouvant être tirée de l’équation conjuguée 
— ih MED = (#. pe @, 1) de. (46.11) 


H>- représente ici l’élément de matrice du hamiltonien pris dans une 
représentation en «x». 

Il est évident que les probabilités P,, qui sont les probabilités des 
données initiales, sont indépendantes du temps) (Paest la probabilité 
de ce qu’à l’instant # — 0 le système se trouve dans l’état à, (x, 0) — 
—=%e(x)). Par conséquent à un instant 1 >0, lam atrice p sera égale à 


Par (1) = Z Pa Ya (', 1) Ya (1). (46.4) 


En différentiant cette équation par rapport au temps et en exprimant les 
dérivées des fonctions d’onde à l’aide de (46.11) et (46.11”) par l’opérateur 
de Hamilton, nous obtenons 


de _ 1 de À dx 
ner (A Pre F (e Hs dx (46.12) 
(nous avons profité ici de ce que H}.. = H.--); cette expression peut 
s’écrire aussi sous forme d’une équation d’opérateurs 


À = — 18,8, (46.13) 
où [À, 6] est le crochet quantique de Poisson. 

Cette équation d’opérateurs permet de déterminer l’opérateur 8 pour 
n'importe quel instant f, partant de sa valeur connue à l'instant s — 0. 

La description d’un ensemble à l’aide de l’opérateur B présente vis-à-vis 
de la description à l’aide de la fonction l'avantage de permettre l'étude 
aussi bien d'ensembles purs que d’ensembles mixtes sur une seule et même 
base. 

Examinons maintenant les altérations que subit l’opérateur 8 du 
fait de mesures. Supposons que l’on effectue une mesure complète (mesure 
d’une seule ou d’une collection de valeurs de M). Désignons par @n (x) 
les fonctions propres de l’opérateur M. La probabilité de trouver une valeur 
de M égale à M, sera alors donnée par (46.10). Après ces mesures apparaît 


à 1) Les probabilités P« peuvent cependant varier du fait de mesures. Voir ci- 
lessous. 
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un nouvel ensemble mixte, dont les nouveaux états purs on (x) y figurent 
avec des probabilités w,, ce qui signifie qu'après mesure on aura 1) 


Per = D wa pi (x’) Pa (X), (46.14) 


autrement dit on aura alors affaire à un ensemble mixte complètement 
différent. 

En statistique quantique on ne caractérise jamais les états par des 
mesures complètes. Aussi y a-t-on toujours affaire à des ensembles mixtes 
et c'est pour cela que l'opérateur de densité 8 joue un rôle particulièrement 
grand dans les problèmes de statistique quantique. 

A l’aide de la matrice de densité on peut décrire non seulement le mou- 
vement d’une microparticule, mais aussi celui de systèmes macroscopiques, 
ainsi que les interactions de systèmes microscopiques avec des systèmes 
macroscopiques. 

Il est bien connu qu’en statistique classique un ensemble de systèmes 
indépendants (que l’on appelle généralement ensemble de Gibbs) est 
caractérisé par une densité de probabilité D (p, x) qui est telle que la 
quantité D(p, x) dp dx a le sens de la probabilité de trouver un système 
dont l’impulsion est voisine de p et la coordonnée de position voisine de 
x?). Selon le théorème de Liouville cette densité est constante, ce qui 
permet d'écrire 


dD ôD 
— = — H, D == 0, . 
à à [A, Dja (46.15) 
où [A, Dja = RL en LE est le crochet classique de Poisson. 
dp dx ôx ôp 


Il s'ensuit de (46.15) que 


_. = — [H, Du. (46.15) 


La similitude de (46.15’) et de (46.13) est évidente. 


Un ensemble classique de Gibbs et un ensemble quantique mixte sont 
identiques par essence (collection de systèmes indépendants). C’est pour 
cette raison que l'opérateur f est appelé, par analogie avec la densité 
de probabilité D, opérateur de densité. On peut établir un lien plus étroit 
entre 6 et D en introduisant à la place de p. la matrice R(p, x) dont 


1) A condition toutcfois qu'on n'ait pas sélectionné un sous-ensemble défini, 
par exemple, par M :: MA. Dans lc cas d’une telle sélection, l’ensemble qui apparaît 
après mesure sera un ensemble pur (avec ® = x (x)). 

2) Nous utiliserons ici les notations correspondant à un ensemble de systèmes 
ne possédant qu’un seul degré de liberté x. On peut entendre par p et x la collection 
des PUIS ct des coordonnées de toutes les particules appartenant au système 
considéré. 
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les lignes sont indexées par les impulsions et les colonnes par les coor- 
données: 


srter) 
e L} 
R(p, x) = \ Per ——— dx". (46.16) 
On pourra écrire alors 
(r (p. x) dp = \ bee (x — x’) dx = w (x), (46.17) 


h 

e nee , 
(RG, x) dx = e= x dx = Ppp = W(p}, (46.17) 
où w(x) et w(p) sont les densités de probabilité pour la coordonnée x 
et l'impulsion p !). Ces formules sont parfaitement analogues aux formules 
classiques: 


(o (P, x) dp = war (x), (» (p, x) dx = War (p). (46.18) 


En outre on démontre que la matrice R (p, x) satisfait à une équation 
qui dans certaines conditions (champs lisses et fonction R (p, x) lisse) 
se ramène à l’équation classique (46.157) ©). De ce fait la quantité R (p, x) 
est parfaitement similaire à la probabilité classique (densité de probabilité) 
D(p, x) et on peut donc la considérer comme une généralisation de la 
notion de probabilité au cas de grandeurs non mesurables simultané- 
ment («quasi-probabilité »). Quant à la quantité p. elle est analogue 
aux composantes de Fourier de la densité D(p, x), c.-à-d. à la quantité 

mr) 


ae = (te 2 . (46.19) 


1) Pour établir (46.17) on doit tenir compte de ce que 
FA 


HE 


( pe (x) dx = c(p). 


e 
27h 


?) La matrice R(p, x) a été introduite dans la théorie par l’auteur (cf. J. Phys. 
U.R.S.S., 2, 71 (1940)). 


CHAPITRE VIN 


THÉORIE DU MOUVEMENT DE MICROPARTICULES 
DANS UN CHAMP DE FORCES DÉRIVANT 
D’UN POTENTIEL 


$ 47. Oscillateur harmonique 


Nous nous proposons d'examiner dans ce chapitre quelques problè- 
mes simples de la mécanique atomique relatifs au mouvement de par- 
ticules dans des champs de forces dérivant d’un potentiel. Si les forces 
sont invariables dans le temps, le problème essentiel de la mécanique 
atomique se ramène à la détermination des états stationnaires d’un système. 
Dans ce cas en effet, conformément à (30.8), un état quelconque % (x, t) 
peut être représenté par la superposition d’états stationnaires caractérisés 
par des amplitudes c, constantes: 


Ÿ (x, 1) => 4 Un (X, 1), 


Et 


Yn (6 1) = Ÿn (x) e mn, 


où les ‘L, (x) sont les fonctions d'onde des états stationnaires et les E; 
les valeurs correspondantes de l'énergie. Les fonctions d’onde 4, (x) 
sont les fonctions propres de l’opérateur de l’énergie À. Selon (30.4) elles 
se laissent déterminer de l'équation de Schrôdinger pour les états station- 
naires 


AY = Ey. 


Le problème consistant à trouver les états stationnaires est en même temps 
celui de la détermination du spectre d'énergie E. 

L'importance toute particulière que présente ce problème pour la méca- 
nique atomique réside en ce que, contrairement à la mécanique classique, 
la mécanique quantique conduit dans de nombreux cas à la quantification 
de l’énergie, c.-à-d. à un spectre discret de ses valeurs E,, E:,..., En, ... 
On désigne souvent ces valeurs sous le nom de niveaux quanti- 
ques ou de niveaux énergétiques. 

Dans le cas où un système présentant un tel spectre d'énergie (par 
exemple, un électron faisant partie d’un atome, d’une molécule, etc.) 
est soumis à une action extérieure faible, ses niveaux quantifiés ne sont 
pas altérés (ou plus exactement ne le sont que faiblement). Cependant 
sous l'influence d’une action extérieure le système peut passer d’un état 
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énergétique à un autre, ce qui peut modifier notablement son état. Nous 
calculerons dans ce qui suit les probabilités de ces transitions. 

Or, une détermination des valeurs permises de l'énergie nous rensei- 
gnera immédiatement sur les changements possibles de l’énergie du sys- 
tème considéré lorsque celui-ci entre en interaction faible avec un autre 
système ou un champ extérieur !). Si les niveaux énergétiques qui ont 


été déterminés sont Æ,, E:,..., En, ..., Em,... les échanges d’énergie 
ne peuvent s'effectuer que par des portions égales à 
AE ne En — En. 


Considérons le cas particulier simple de mouvement d’une particule 
dans un champ potentiel — celui d’un oscillateur harmonique. En méca- 
nique classique la fonction de Hamilton d’un oscillateur harmonique à 
une dimension s'écrit: 


2 


2 
Hs ne (47.1) 
2u 2 


Pz est l'impulsion de la particule, 4 sa masse, x l'écart par rapport à la 

position d’équilibre (élongation) et «, la pulsation de l'oscillateur. 
Remarquons que puisqu'il s’agit d’oscillations mécaniques le concept 

d’oscillateur harmonique est une idéalisation étant donné que l’expression de 


5 : CSST 
l'énergie potentielle U = 


x° suppose qu’à mesure que l'on s’écarte 


de la position d’équilibre, la force de rappel augmente indéfiniment. Dans 
tous les cas réels, à partir d’une certaine valeur de l'amplitude, on observe 
des déviations notables à la loi harmonique, et pour les grandes valeurs 
de x la force de rappel tend vers zéro (et U vers une valeur constante). 
Cependant lorsque les amplitudes x des oscillations sont petites on peut 
fort bien utiliser le concept d’oscillateur harmonique. 

La théorie de l’oscillateur harmonique unidimensionnel joue un rôle 
important dans les applications, puisque par un choix convenable des 
coordonnées (« coordonnées normales »), le mouvement de tout système 
de particules effectuant des oscillations faibles peut être ramené au mou- 
vement d’un ensemble d’oscillateurs indépendants *). 

En mécanique quantique on entend par oscillateur harmonique à une 
dimension un système qui peut être décrit par l'opérateur de Hamilton 
À qui, en parfaite analogie avec (47.1), s'exprime par 


Ê 2 
FT D € (47.2) 
2u 2 


1) Dans le cas où la liaison entre les systèmes est forte, nous avons affaire à un 
système unique. Si l'intensité du champ extérieur est forte, les niveaux d'énergie du 
système en sont fortement affectés. Aussi l’hypothèse d’une interaction faible est-elle 
essentielle. 

3) Cf. $ 109. La théorie des oscillateurs harmoniques quantiques trouve des 
applications importantes dans la théorie quantique du champ. 
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où À, est l'opérateur de l'impulsion et À l'opérateur de la coordonnée 1). 
En correspondance avec ce hamiltonien, l'équation de Schrôdinger dans 
la représentation en «x» s'écrit pour les états stationnaires de l’oscilla- 
teur sous la forme 


S A 
me nc le en pur (47.3) 
Pour trouver une solution à cette équation, introduisons les quantités 
sans dimensions 


= x h 2E 
= —+ Xp = » = . (47.4 
nr 0 as ras ) 


En notant la différenciation par rapport à £ par un accent (‘) et en consi- 
dérant comme fonction de Ë nous ramenons, après quelques transfor- 
mations élémentaires, l’équation (47.3) à la forme 


g+A—E) ÿ = 0. (47.5) 


Nous devons trouver des solutions de cette équation qui soient finies, 
continues et univoques dans tout l'intervalle — < E < +00. L’équa- 
tion (47.5) ne peut avoir de solutions de ce type que pour certaines valeurs 
du paramètre À, à savoir 


A=2n+I, n—0,1,2,3,... (47.6) 
Les fonctions Y, correspondantes seront alors égales à 
LE 
YO =e * HE), (47.7) 
où H;(E) est le polynôme de Tchébychev-Hermite d’ordre n°), défini 
par la formule 
H,@ = Ê (47.8) 
Vantÿr CE 


le facteur devant ef" est choisi tel que la fonction 4, (£) soit normée à l’unité 
par rapport à & 


+o +o 
| Œ@4E— \ et HÈ(E) dé = 1. (47.9) 


1) On peut se demander pourquoi a-t-il fallu appeler oscillateur harmonique 
un système décrit par le hamiltonien (47.2)? La raison en est que le système décrit 
par le hamiltonien (47.2) n‘émet et n'absorbe qu'une seule fréquence «, (cf. $ 90, 
A) et pour 4 > 0 se ramène au système classique décrit par la fonction de Hamilton 
(47.D (cf. $$ 34, 35). 

2) Le lecteur trouvera dans l’annexe IX toutes les précisions utiles concernant 
la solution de l'équation (47.5) et la condition (47.6). 
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Nous voyons donc qu'il suffit que Ÿ soit continue et finie pour que le 
paramètre À n’assume que des valeurs discrètes définies par (47.6). Or 
selon (47.4) ce paramètre détermine les valeurs de l’énergie. Par identi- 
fication de (47.4) avec (47.6), nous trouvons que les valeurs permises de 
l'énergie E, sont 


En = hi {r ”: —| n=0, 1, 2, 3,... (47.10) 


Cette formule montre que l’énergie E de l’oscillateur ne peut assumer 
que des valeurs discrètes. Le nombre n déterminant le numéro d’ordre 
du niveau quantique est appelé nombre quantique prin- 
cipal. 

Finalement nous exprimerons la fonction propre appartenant à la 
n-ième valeur propre dans la représentation en « x » sous la forme suivante 


Ÿn (x) = Ti Hn (), 7-11) 
avec E — x/Xxo. 


Ces fonctions sont normées de telle sorte que 
+o 


( dE (x) dx = 1. 


Nous attirons l’attention du lecteur sur la parité des fonctions d’onde 
de l’oscillateur. Les formules (47.11) et (47.8) montrent clairement que la 
parité des états de l’oscillateur est déterminée par la parité du nombre 
quantique principal n 

A laide des formules (47.7) et (47.8) écrivons quelques fonctions pro- 
pres de la forme (47.11): 


Vo = —1— e "1%, n=0, (47.12) 
xŸr 

DE ES 7 1 (47.127) 
2x fr %0 

Dao) = 2} 75 /250 («#—2), n=2. (47.12") 
2.27 x 


La première de ces fonctions ne s’annule en aucun point (sauf pour 
x = +o). La deuxième s’annule pour x = 0. Nous appellerons n œ u d 
tout point où la fonction d’onde devient nulle. La troisième fonction 


devient nulle pour x = + F et présente donc deux nœuds. Nous remar- 


quons que le nombre de nœuds est égal au numéro n de la fonction. Cette 
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propriété reste valable quel que soit #1). Le nombre quantique principal 
est donc égal au nombre de nœuds de la fonction propre. Ces différentes 
fonctions d'onde sont représentées fig. 23,a. L’allure générale des 
fonctions 4, (x) est analogue à celle de la fonction U;, (x) représentant 
les oscillations d’une corde fixée aux deux extrémités. On a représenté 
à titre de comparaison fig. 23, b la fonction U, (x) pour le ton fonda- 


Pr G 
NE à 2 
Pr F b by, \ 
a) b) 


Fig. 23. Fonctions d'onde: 


a) fonctions d'onde d'un oscillateur pour n = 0, 1, 2; Re oscillations d'une corde fixée aux deux extré- 
mités: U; ton fondamental, U:;, U, les deux premiers harmoniques 


mental (7 = 0), le premier harmonique (n — 1) et le deuxième harmonique 
(n = 2). 

La similitude que l’on décèle entre les oscillations d’une corde et celles 
de la fonction d’onde d’un oscillateur n’est nullement fortuite. Elle tient à 
deux circonstances. En premier lieu on a affaire dans les deux cas à des 
problèmes unidimensionnels. En second lieu les oscillations d’une corde 
sont des oscillations propres. Selon 
le théorème général sur les nœuds 
de fonctions propres (voir note en 
bas de la page), le nombre de nœuds 
de la fonction % (x) doit être 
le même que celui de la fonction 
Un (x). 

Pour nous faire une idée plus 
précise sur les états quantiques de 
l'oscillateur nous avons représenté 
fig. 24 la fonction d'énergie po- 
tentielle de l’oscillateur 
Fig. 24. Diagramme des niveaux quan- pus 
tiques Ex et de l'énergie potentielle U(x) = 

U(x) d'un oscillateur harmonique 


» 
. 


On porte en ordonnées l'énergie potentielle, et en abscisses les élongations 
x; les droites horizontales représentent sur la figure les positions des 
niveaux énergétiques En (47.10) correspondant à différentes valeurs de 


1) Le numéro de la fonction propre est toujours égal au nombre de nœuds. La 
démonstration générale de ce théorème est donnée dans l’ouvrage de R. Courant 
et D. Hilbert, Methods of mathematical physics. 
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n. Les diagrammes de cette sorte où sont représentés en même temps le 
spectre énergétique et l’énergie potentielle sont d’un emploi assez courant. 
Ils permettent de faire une comparaison simple du comportement quantique 
et du mouvement classique. Considérons par exemple le niveau E,;. Selon 
la mécanique classique, une particule d’énergie E, ne pourrait se trouver 
que dans la région AB. En effet les points À et B sont les points où 
l’énergie potentielle est égale à l'énergie totale du système. En ces points 
l'énergie cinétique T est nulle puisque 
E=T+U, T=E—U. (47.13) 
Les points À et B sont appelés points de retour. Il est clair que 
OA = OB est l’amplitude d’oscillation de la particule d’énergie E.. 
Calculons selon la mécanique classique la probabilité w (x) dx de pré- 
sence d'une particule dans la région comprise entre x et x + dx. Cette 
probabilité est proportionnelle au temps df nécessaire pour que la par- 


ticule parcoure le segment dx. Si la période d’oscillation est T = 2 r/w,, 
nous pouvons poser 


Wor(x) dx = = = 2 =. (47.14) 


où v est la vitesse de la particule. Exprimons v en fonction de x; nous 
avons 
x = a sin of, (47.15) 


où a est l'amplitude des oscillations 


2E 
a = Ê 
tu 
On tire de (47.15) 
D = Aug COS Wof, (47.16) 
et 
v = a Ul 1 —£. (47.17) 
Il s'ensuit que 
PA a (47.18) 


2xa V x 
a 


Cette probabilité est représentée fig. 25. Comme on pouvait s’y attendre 
la plus grande probabilité correspond aux points de retour À et B. 

La probabilité de présence d’une particule dans la région x, x + dx, 
selon la mécanique quantique est (pour #7 = 1) 


Waa(x) dx = (x) dx, 
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Ÿ, doit être prise dans (47.12’), ce qui donne 


Wau (x) dx = ee e 15 Er dx s 
Yz x Xo 


(47.19) 


Le graphique de cette dépendance cest également représenté sur la fig. 25. 
On voit que la probabilité quantique présente, elle aussi, des maximums 


à proximité des points limites classiques | pour E, = L fios. OA = OB -- 


h 
Ho po 
calcul classique, la probabilité de présence d’une particule est différente de 
zéro même au-delà des points limites. Cependant ce résultat ne comporte 
aucune contradiction puisque l'égalité (47.13) n’est pas valable en mécanique 
quantique car l'énergie cinétique T et l’énergie potentielle U ne sont pas 
susceptibles d'être mesurées simultanément. 


La différence entre le comportement classique et le comportement 
quantique se révèle avec le plus de force lorsqu’on considère l’état de plus 
petite énergie. Selon la théorie classique la plus petite énergie que peut 
avoir un oscillateur est E — O0, ce qui correspond à une particule se trou- 
vant au repos dans sa position d'équilibre. L'évolution de la probabilité 


= J = , tandis que O4’ — OB' — | |. mais à la différence du 
0 


æ 
Lei 
&. 
€ 
0 T 
Fig. 25. Comparaison de la proba- Fig. 26. Probabilités classique et 
bilité quantique et de la probabilité quantique de l’état d’énergie mi- 
classique de présence d’une particule nimum Æ, d’un oscillateur 


(pour n = 1). 
A, B points de rebroussement, 4’, B’ posi- 
tions des maximums 


Wei (x) se présente comme indique fig. 26: elle est partout nulle, sauf au 
point x — 0. Selon la théorie quantique l’énergie minimum d’un oscil- 
lateur vaut 


ho 


E= 


LA 
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et on l'appelle énergie au point zéro. La probabilité wa (x) 
est dans ce cas égale à 
s/z2 


1 _ 
Wu (X) = (= -— € 0, 


x V7 


Wqu (x) est également représentée fig. 26. Examinons plus en détail les 
propriétés de l'énergie au point zéro. Il est évident que cette énergie rési- 
duelle ne peut être extraite de l'oscillateur puisque par essence elle repré- 
sente le minimum d’énergie que peut et doit posséder un oscillateur. On 
ne pourrait la réduire qu’en modifiant l'oscillateur lui-même, notamment 
en diminuant la pulsation w,, ce qui revient à faire varier son coefficient 
d’élasticité. L’existence d’une énergie résiduelle au point zéro est une 
manifestation typique du comportement des systèmes quantiques et résulte 
directement de la relation d'incertitude 


(Ap}-(AxE > > À. (47.20) 


Effectivement les valeurs moyennes p et x sont nulles dans le cas d’un 
état d’une énergie déterminée: 


i= { La XŸn dx = À Ye x dx == 0 (47.21) 
(ceci résulte du caractère impair de la fonction sous le signe intégrale), 


p= \ Yn Pr Ün dx =— in a _ ee = #@| = 0. (47.22) 


De ce fait la relation d’incertitude s'écrit pour un oscillateur sous la forme 


FRS > : (47.20') 


Mais d’un autre côté, l'énergie moyenne de l’oscillateur vaut 


E- En dE nr (47.23) 


En comparant (47.20') et (47.23) on voit aussitôt qu’en faisant diminuer 
l'énergie potentielle nous provoquons un accroissement de l'énergie_ciné- 
tique et inversement. L'état ayant la plus petite énergie potentielle Ü-—0 
est l’état possédant une énergie cinétique infiniment grande T — ©. En 
combinant (47.20’) et (47.23) on obtient 


(47.24) 
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On en tire aisément la valeur minimum de Ë; en posant 
dE 


il vient 
mnË> ee. (47.25) 


ce qui veut dire que l'énergie au point zéro est bien la plus petite valeur 
de l'énergie compatible avec la relation d'incertitude. 

En qualité d’exemple de particules effectuant des oscillations de faible 
amplitude on peut citer les atomes faisant partie d’une molécule ou d’un 
corps solide. L'existence d’une énergie au point zéro et d’oscillations 
atomiques correspondantes peut être démontrée expérimentalement par 
observation de la diffusion de la lumière par les corps cristallins. La dif- 
fusion de la lumière est déterminée par les oscillations des atomes; selon 
la théorie classique à mesure que la température s’abaisse, l'amplitude 
des oscillations doit décroître indéfiniment et la diffusion de la lumière 
doit donc en fin de compte disparaître. Or l’expérience montre que l’inten- 
sité de la diffusion tend vers une certaine valeur limite lorsque la tem- 
pérature baisse, ce qui signifie que même au zéro absolu les oscillations 
des atomes subsistent. Ce fait expérimental confirme l'existence des oscilla- 
tions au point zéro. 


$ 48. Etude de l’oscillateur dans la représentation 
en énergie 


Considérons la représentation où on adopte en qualité de variable 
indépendante l’énergie E de l’oscillateur. Dans cette représentation l’opé- 
rateur de l'énergie totale À est une matrice diagonale dont les éléments sont 


Hnn = En Snns (48.1) 
et d’après (47.10) 
Ps. 9 0 0 
2 
À = 0 — ho 0 O0 (48.2) 
0 0 — ho 0 


Tout état de l’oscillateur d (x, f) peut être représenté par une superposition 
d'états stationnaires (cf. & 30): 
Ejl 


dx ND= De n(me 1 = Den on(x) (48.3) 
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Van (x) étant donné par la formule (47.11) et Ex par la formule (47.10). 
L'ensemble de tous les c, constitue la fonction d’onde dans la représen- 
tation en « énergie ». La probabilité de trouver dans l’état d (x, f) une 
valeur E, de l'énergie vaut 


w (En) = | Cn (G) À = | en (0) F. (48.4) 


Cette probabilité est indépendante du temps, puisque l'énergie est l’inté- 
grale de mouvement. 

Calculons l'opérateur de la coordonnée À dans la représentation en 
«E ». D’après la théorie générale il doit pouvoir être représenté par une 
matrice d’éléments 


Xmn = \ Lo x Ÿn dx. (48.5) 


En y portant les expressions de Y» et a (47.7): 
+o 


xnn = % (HOMO %= | 1. (49 
0 
Cette intégrale peut être calculée 
ri 
ÿ+ pour m—=n—1, 
+o 2 
_E = —— 
\ € HnkHadé Eee = 2 pourm=n+l, 650 


0 dans tous les autres cas. 


Disposant de ces résultats nous pouvons écrire (48.6), en utilisant le sym- 
bole Smn, sous la forme suivante 


ni =x(|+ Rare IE ET Gus, «) (48.8) 


Ecrivons la matrice x. Il s’ensuit de (48.8) que ne sont différents de zéro 
que les éléments voisins de la diagonale principale: 


1 2 
= Vi à IE ou (48.9) 


194 MICROPARTICULES DANS UN CHAMP DE FORCES POTENTIELLES [CH. VIII 


Dans la représentation de Heisenberg les éléments de matrice de l'opé- 
rateur À seront égaux à (cf. (42.12)): 


Xnn () = Xmn mnt (48.10) 


avec 


Omn — re = © (nu — à). (48.11) 
l 
Comme xnn # 0 seulement pour =” := n -- |. tous les éléments de matrice 
de la coordonnée de l'oscillateur oscillent à une seule et même fréquence 
qui est la fréquence propre «, de l'oscillateur. 
Calculons maintenant la valeur moyenne de la coordonnée # de l'oscil- 
lateur pour un état arbitraire de celui-ci. D'après la formule générale 
(41.2) nous avons 


xD = De) Xmncn 0) = D D 2, (0) xmn (1) Cn (0). (48.12) 
m n m n 

D’après ce que nous savons des éléments de matrice xwn (t) la Valeur 

moyenne X sera une fonction harmonique du temps, de fréquence «,. 


Autrement dit, X varie en fonction du temps comme le fait la coordonnée 
d'un oscillateur classique !): 


x(t) = a cos (ot — &), (48.13) 


a est l'amplitude et © la phase. 


La matrice de l'opérateur d’impulsion dans la représentation en « E » 
peut être déterminée en calculant les intégrales: 


Pa = Ÿ 95 Pr du de = — inf ve Le dx, (48.14) 


ou plus simplement encore à partir des équations de mouvement quanti- 
ques. D’après ces équations 


Ê=u Fa (48.15) 
{4 
c.-à-d. : 
Pmn = el). (48.16) 


3) Nous pouvons arriver directement à ce même résultat en appliquant le théo- 
rème d’Ehrenfest. Dans le cas d’un oscillateur l'équation (34.1) s'écrit 


dx à 
Fa ee 


et en intégrant on trouve 
* = a cos (of + p). 
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En appliquant la formule (42.1) nous avons 


Pnn —= iOmn UHXmn, (48.17) 
que l’on écrit 

Pmn = iuo (m — n) Xmn. (48.18) 
Il est clair que le calcul de l’intégrale (48.14) fournit le même résultat. 


$ 49. Mouvement dans le champ d’une force 
centrale 


Le champ créé par une force centrale présente la propriété que l'énergie 
potentielle qu’acquiert une particule soumise à l’action de ce champ ne 
dépend que de sa distance r à un point central (centre de force). Les lois 
de mouvement dans un tel champ constituent la base de la mécanique 
de l’atome puisque la solution du problème du mouvement des électrons 
au sein de l’atome se fonde pour une bonne part sur les résultats relatifs 
au mouvement d’une seule particule dans le champ d’une force centrale. 

Désignons par U (r) l'énergie potentielle d’une particule; l'opérateur 
de l'énergie totale H (33.12) peut s’écrire alors 


a. M? 
H = Î + TT + U(r), (49.1) 


où M° est l'opérateur du carré du moment cinétique et f; l’opérateur de 
l'énergie cinétique pour le cas d’un mouvement radial. 

H s'ensuit de la théorie générale des intégrales de mouvement ($ 33) 
que dans le cas d’une force centrale les intégrales de mouvement seront 
données d’une part par l'énergie totale E, et d’autre part par le moment 
cinétique (c.-à-d. M°, Mz, My, M2). Nous nous proposons de déterminer 
les états stationnaires d’une particule se déplaçant dans le champ U'(r). 

Dans le cas considéré l’équation de Schrôdinger pour les états station- 
naires est de la forme 


Tr + es Y+U(r)v=E. (49.2) 
2ur° 


Il est tout indiqué de chercher la fonction d’onde 4 sous forme d'une 
fonction des coordonnées sphériques r, 6, 6. Nous devons obtenir des 
solutions Ÿ de l’équation (49.2), telles que dans tout le domaine de variation 
des variables r, 6,p(0<r< ©, 0<80< 7, 0< p< 2 x) elles soient 
univoques, continues et finies. Comme les opérateurs À et sont com- 
mutables, ils doivent avoir des fonctions propres communes, et ceci nous 
permet d'écrire une deuxième équation en : 


M2 4 = M°4. (49.3) 
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D'après les données du $ 25 les valeurs propres de M: sont égales à 
#1(1+ 1); nous pouvons donc substituer dans (49.2) la quantité #°{ (1 + 1)È 


os 


à ÿ, ce qui nous donne 


T0 + MOD 4 + VE = Ev. (49.3) 

Zur 
Cette équation ne comporte qu’une seule variable explicite r. En posant 
® (r, 8, @) = R(r) Yim (8, p), (49.4) 


où Yim (0, æ) est la fonction propre de l'opérateur MP, nous arrivons à 
satisfaire simultanément aux équations (49.3) et (49.3), à condition toute- 
fois que la fonction R (r) satisfasse à l’équation 


1 R+IUED RE UG)R= ER. (49.5) 
2ur° 
Cette dernière équation s'obtient en divisant (49.3) par Yi, et nous la 
désignerons sous le nom d’équation de Schrôdinger de la fonction radiale 
R(r). 

Rappelons (cf. $ 25) que les fonctions Yi» sont aussi les fonctions 
propres de l’une des projections du moment cinétique, dans le cas de notre 
choix des coordonnées de la projection A. De ce fait dans le cas du 
champ d’une force centrale l'énergie totale, le carré du moment ciné- 
tique et la projection du moment cinétique sur un axe OZ arbitrairement 
choisi sont des grandeurs pouvant être, toutes les trois, mesurées en même 
temps. 

Les valeurs possibles de l'énergie ÆE se laissent déterminer à partir 
de l’équation (49.5) et dépendent donc de la forme de la fonction U (r). 
Elles peuvent dépendre aussi de la valeur du moment cinétique M? (par 
l'intermédiaire de la valeur de /), mais elles sont indépendantes de la pro- 
jection M, du moment cinétique (et donc du nombre m), et ce, parce que 
M, ne figure pas dans l'équation (49.5). Cela tient à ce qu'ayant affaire 
à un champ de symétrie centrale toutes les directions spatiales sont phy- 
siquement équivalentes, et l'énergie ne peut donc dépendre de l'orientation 
dans l’espace du moment cinétique. En vue des développements ulté- 
rieurs nous devons préciser la forme de la fonction U (r). 

Quel que soit le système physique réel, l’interaction à une distance 
infiniment grande est infiniment faible. Cela signifie que pour r —+ co, 
l'énergie potentielle tend asymptotiquement vers une valeur constante, 


U (r)r30 = Const = C, (49.6) 


où C est une constante arbitraire, dont la valeur définit le niveau de 
l'énergie potentielle à l'infini. 

Nous verrons dans ce qui suit que la forme de la solution de l’équa- 
tion (49.5) est différente selon que l’énergie totale E est plus grande ou 
plus petite que l’énergie potentielle à l'infini (C). Or, puisque C est une 
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constante arbitraire, on posera qu’elle est égale à zéro dans tous les cas, 
sauf exceptions, ce qui nous permet de traiter deux cas: £ > O0 et E < 0. 

Déterminons encore la forme de la fonction U (r) à proximité immé- 
diate du centre de forces (r—> 0). Nous admettrons qu'en r — 0 se situe 
un pôle de la fonction, qui est d’un ordre de grandeur inférieur à 2 


U(r)30 = _— « < 2. (49.7) 


Nos hypothèses relatives à la forme de U (r) permettent d'embrasser un 
grand nombre de problèmes de la mécanique de l’atome. Ainsi, par exemple, 
dans le problème du mouvement d’un électron de valence dans un atome, 
il s’agit du mouvement d’un électron donné dans le champ créé par le 
noyau lorsque celui-ci est entouré d'électrons se trouvant plus près du 
noyau que l’électron considéré. 


Lorsque les distances en cause sont petites, l'influence de ces couches 
électroniques est négligeable, car le seul champ important est le champ 
coulombien du noyau atomique. L'énergie potentielle d’un électron sou- 
mis à l’action d’un champ coulombien est de la forme A/r et appartient 
donc à la classe (49.7). Dans le cas d’une interaction à petite distance de 
deux atomes, la force d'interaction la plus importante est celle de la répul- 
sion mutuelle des noyaux atomiques obéissant à la loi de Coulomb, et 
l'énergie potentielle est là encore de la forme A/r. Dans ces deux exemples 
U présente en r —0 un pôle du premier ordre. 


Afin de pouvoir procéder à une étude de la solution de l’équation 
(49.5) supposons que cette solution soit de la forme 


R() = “©. (49.8) 


r 


En portant cette expression de R dans (49.5) et en remarquant que d’après 
(26.7) on a 


Ê B 1 9 ôR B3 1 d'u 
Reed Le ner 49.9 
$ 2% LV êr 2u r dr (22 
nous arrivons à l’équation en x suivante: 
ie En LION) Es ur (49.10) 


2u dr 2ur 


Considérons tout d’abord les solutions asymptotiques de cette équation 
lorsque r > co. Comme on peut négliger pour les grandes valeurs de r 
les termes en 1/r? et U(r) (puisque nous avons posé C dans (49.6) égale 
à zéro) nous obtenons une équation très simple 


ner, (49.11) 
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En introduisant les notations 


= #E pour E>0 et x = — pour E<0, (49.12) 
nous obtenons la solution générale de (49.11) sous la forme suivante 

u = Cie + Ce, E>0, (49.13) 

u= Ce“ + Ce, E<O0, (49.14) 


où C, et C; sont des constantes arbitraires. D'après (49.8) la solution 
asymptotique de (49.5) doit être de la forme 


RG CT EE (49.15) 
r r 
ex e* 

REG ECS, Eed (49.16) 
r r 


Dans le premier cas avec E > 0, la solution R est finie et continue quelles 
que soient les valeurs des constantes. On peut constater que cette solu- 
tion se présente comme la superposition d’ondes sphériques convergen- 
tes et divergentes. Dans ce cas la probabilité de présence d’une particule 
ne s'annule pas même pour de grandes valeurs de r. Effectivement la pro- 
babilité de présence d’une particule entre r et r + dr est proportionnelle 
à | R|° et au volume d’un anneau sphérique 4 xr°dr1) 
w(r)d&/|RF4zrdr=47|Cier + Cie-tkri? ar. 

Ces états correspondent à des orbites apériodiques de la mécanique classique, 
lorsque la particule arrive de l'infini vers le centre de forces, puis s'en 
éloigne à nouveau à l'infini. Comme l’état considéré est un état stationnaire, 
le flux de particules qui arrivent doit être égal au flux de particules qui 
s’éloignent du centre de forces. Cela signifie que les amplitudes C, et C: 
des ondes qui viennent et qui partent sont égales en module. Si on pose 


C, -- 37 As et Ce =—— Ae, où À et x sont des quantités réelles, 
1 Li 
la solution asymptotique (49.15) peut s’écrire 
R == A nr Pa (49.16’) 


> 
ce qui correspond à une onde sphérique stationnaire. 

La situation est toute autre si £ < 0. On doit poser dans ce cas C: = 0, 
sinon R—>@@ lorsque r-> co. La solution convenable sera telle que 


R=C,—< (49.16”) 
r 
1) Il n'est légitime de négliger dans (49.10) l'énergie potentielle U (r), ainsi que 
nous l'avons fait, que si pour r—> © U(r) tend vers zéro plus vite que 1/r. Dans 
le cas d’un champ coulombien U(r),++ = B/r,les deux solutions asymptotiques 
(49.15) et (49.16) deviennent quelque peu différentes, mais pas au point d’invalider 
tous nos raisonnements ultérieurs. 
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Pour ces états on a . 
w(r)dr &4x]C.fe-** dr, 

de sorte que lorsque r devient grand w(r) 0, ce qui signifie qu'on ne 
saurait trouver La particule qu’à proximité du centre de forces. Ces étais 
correspondent aux orbites périodiques de la mécanique classique, lorsque 
la particule se meut autour du centre de forces. 

Examinons maintenant le comportement de nos solutions au voisinage 
du centre de forces (r —> 0). Nous chercherons u(r) sous forme d’une 
série de puissance 

u(r)= r*(1l + ar + aer° + ...). (49.17) 
Portons cette expression de u dans (49.10). La plus petite puissance de 
r sera alors r'-? ou rY-%; si &« < 2 la puissance la plus petite est rY-2?. Le 
terme en r*-* sera le plus grand de tous les termes (lorsque r —> 0); aussi, 
négligeant les quantités d'ordres supérieurs, nous obtenons que le résultat 
de la substitution de (49.17) dans (49.10) est 


[x —1)—1(4+ D]rT-? + termes d'ordres supérieurs — 0. (49.18) 


Pour que cette égalité soit une identité pour toutes les valeurs infiniment 
petites de r, il faut que 
YG—D=1(0+ D. (49.19) 
Il s'ensuit que 
y=l+l où y=—{. (49.20) 
Par conséquent lorsque r —> 0, la solution R égale à u/r est de la forme 
R= Cir'(l+ar + agr®+...)+ Cor 1(l+ar+ar+...), (49.21) 


où C; et C< sont des constantes arbitraires. 
Afin que la fonction reste finie il faut poser C: = 0. Nous arrivons 
ainsi à la conclusion que la fonction propre R s’exprime pour 7 petit par 


R= Cir'(l + ar + œr? +...) (49.22) 


Lorsque r —> æ cette solution particulière se ramène soit à (49.15) (pour 
E > 0), soit à (49.16) (pour E < 0). En posant & = 0, nous choisissons 
la solution particulière de l’équation (49.10). De ce fait le rapport des coef- 
ficients C, et C, figurant dans (49.15) et (49.16) sera parfaitement déter- 
miné (les valeurs absolues de ces coefficients importent peu, puisque 
l'équation (49.10) est homogène). Ce rapport ne dépend donc que des 
paramètres de l’équation (49.10), notamment de E. En conséquence avec 
C;=0,0ona 


Ca 
ef (49.23) 


où f est une certaine fonction de E, qui dépend de la forme de l'équation 
(49.15), c.-à-d. de Ur). nu 
Si l'énergie de la particule Æ > 0, les deux solutions particulières 
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(49.13) sont finies et donc, quel que soit le rapport C/C,, la solution (49.15) 
est une solution acceptable, même pour la valeur de C,/C, qui satisfait 
à la condition C: = 0. Aussi n'est-il plus nécessaire d’imposer aucune 
limitation nouvelle à la valeur du rapport C:/C,; 1). Quant au paramètre 
E il peut prendre toute valeur que l’on veut. Il en résulte que si E > O, 
l'énergie ne sera pas quantifiée et pourra prendre toute valeur comprise 
entre O et + oo. 

Nous constatons ainsi que pour E > 0 nous avons affaire à un spectre 
continu de l'énergie. La situation est différente lorsque Æ < 0. En impo- 
sant que la fonction R soit finie en passant par zéro (C; = 0), on n’impose 
pas que C; — 0, de sorte que dans le cas général, R ayant une valeur 
finie au zéro, la solution croîtra indéfiniment à l'infini. Pour que les solu- 
tions restent bornées même à l'infini, on doit imposer que C;, = 0. Or 
ce faisant, nous limitons le nombre des valeurs possibles de l’énergie EÆ, 
puisque dans ce cas il s’ensuit de (49.23) que 


Cette fonction de EÆ est une certaine équation transcendante, dont les 
racines 


E= Ey En. Em... (49.25) 


seront les valeurs propres de l’opérateur de l’énergie, puisque ce n'est 
que pour ces valeurs de Æ que la solution R reste finie pour r = 0 et pour 
r = ©. Il s'ensuit qu'avec E < 0, on obtient un spectre discret de valeurs 


1) C’est précisément en imposant que C; = 0 qu’on arrive à l'expression asympto- 
tique de R (49.15). En posant C; == 0, nous sélectionnons par cela même une expression 
de 4 ne présentant aucune singularité au point zéro. Aussi l'équation de conservation 
de 4} (29.7) restera valable (voir aussi annexe VIII). On tire de (29.7) pour les états 
stationnaires 


ES dS = 0 


pour n'importe quelle surface fermée. Prenons, par exemple, la surface d’une sphère 
dont le centre occupe le point zéro. On aura alors Jy = J,. On tire de (29.5) et (49.4): 


ä 
En portant cette expression dans l’équation précédente et en remarquant que 


dS = r 40, { Yim Ye, dO = 1, 


on obtient 
2R° _ ps R, 


êr êr 
On se rend aisément compte que cette égalité cesse d'être valable si | C11=£ 1 C3 |. 


R 


$45] MOUVEMENT DANS LE CHAMP D'UNE FORCE CENTRALE 201 


permises de l'énergie. Nous obtenons dans ce cas un système de niveaux 
quantiques (49.25). 

Examinons maintenant plus en détail quelques types d’énergie poten- 
tielle U(r). Nous admettrons dans tous les cas que pour r = 0 l’énergie 
potentielle présente un pôle (s’il existe) situé plus bas que 1/r. Nous convien- 


AL à 


0 r 

Fig. 27. Variation avec r de Fig. 28. Variation avec r de 

l'énergie potentielle dans le cas l'énergie potentielle dans le cas 
d’une répulsion. d’une attraction. 

Le spectre énergétique E > 0 est continu Pour E>0 le spectre énergétique est 


continu: pour E < 0 le spectre est consti- 
tué par des niveaux discrets E;, E,,..., En. 
I est l'énergic d'ionisation 


drons qu’à l'infini l'énergie potentielle est nulle. La fig. 27 représente la 
variation de l’énergie potentielle U en fonction de la distance r pour le 
cas où la particule est soumise à une force de répulsion. Dans ce cas l'éner- 
gie totale de la particule est positive 1). Lorsque E > 0 le spectre éner- 
gétique est continu, et par conséquent dans le cas de forces de répulsion 
l'énergie peut prendre toutes les valeurs comprises entre O et +oc. Le 
résultat est représenté sur la figure par la zone hachurée. La fig. 28 repré- 
sente l'énergie potentielle dans le cas de forces d’attraction. On doit envi- 
sager alors deux cas différents: E > 0 et E < 0. Dans le premier de ces 
cas le spectre d’énergie sera continu (région hachurée sur la figure), et 
dans le second nous obtenons un spectre de valeurs discrètes E;, E:,..., E,. 
Ces niveaux quantiques sont représentés sur la fig. 28 par des lignes hori- 


1) En mécanique classique ce résultat découle de ce que l'énergie cinétique 
T> 0, de sorte que si U > 0, E> 0. La même situation se retrouve en mécanique 
quantique: 


ir re ES Le +(w UY dr. 
2u 
Le premier terme du second membre représente l'énergie cinétique et ne peut être 


que positif, puisque sont positives les valeurs propres de l'opérateur É%. Donc, si 
U>0,E> 0. 
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zontales. Ce spectre d'énergie comportant une partie continue et une 
partie discrète est précisément le spectre énergétique propre à un électron 
en interaction avec un noyau atomique ou avec un ion positif (force d'at- 
traction obéissant à la loi de Coulomb). 

Nous avons déjà mentionné ci-dessus que les niveaux discrets corres- 
pondent au mouvement d’un électron au sein d’un atome (la probabilité 
de présence de l’électron à grande distance de l’atome est indéfiniment 
faible). Quant au spectre continu, il correspond à un atome ionisé, puisque 
l'électron peut se trouver dans ce cas aussi loin que l’on veut de l'atome. 
L'énergie requise pour provoquer l’ionisation, dit travail d’ionisation J, 
se laisse aisément déduire du diagramme énergétique de la fig. 28. En 
effet dans un atome se trouvant à l’état normal, c.-à-d. non excité, l’éner- 
gie de l'électron est E;. Pour que l’atome devienne ionisé il faut que l’éner- 
gie de son électron soit plus grande que zéro, et par conséquent le plus 
petit travail qui doit être dépensé pour ioniser un atome se trouvant à 
l'état normal, est 


1=0—E, = —E,. (49.26) 

Considérons un autre exemple de l'allure de la courbe d'énergie poten- 
tielle qui est caractéristique des molécules biatomiques AB. Lorsqu'ils 
se trouvent à grande distance l’un de l’autre, les atomes À et B n'’intera- 
gissent aucunement, aussi peut-on poser que U := 0 pour r — o. Lorsque 
la distance diminue, une attraction mutuelle commence à se manifester. 
puis quand la distance de séparation devient petite, ils se repoussent 
mutuellement par suite de la répulsion des noyaux et des couches électro- 
niques, qui se manifeste lorsque 

se produit leur interpénétration. 

C'est pour cela que la courbe 

de la fig. 29 a l’allure représen- 

2255 tée. Pour E > 0 on retrouve un 


EL, 7 Spectre Spectre continu. La probabilité 
CL U PR w(r) reste finie même pour 

LG / LISEZ E>0 y; >, ce qui signifie que les 

SSII SSI SSII IST TITI IIS À} atomes 4 et B peuvent se trou- 
É Spectre ver l’un de l'autre à une distance 
Ê E< aussi grande que l’on veut (la 
74 molécule est dissociée). Lorsque 
Fig. 29. Energic potentielle de deux ato- E < 0 on obtient une série de 


mes constituant une molécule, en fonction niveaux discrets £;, E2,..., En. 
de leur distance de séparation R Dans ce dernier cas w(r) —> 0 


lorsque r —> oo, et les atomes se 
trouvant à petite distance l’un de l’autre forment la molécule 4B. 
Pour provoquer la dissociation d'une molécule se trouvant dans son 
état normal (c.-à-d. le plus bas en énergie) on doit dépenser un travail 
de dissociation D: 


D = —E,. (49.27) 
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Notons que selon la théorie classique ce travail serait égal à D’ = —U;in, 
Ur:in étant la plus petite énergic potentielle; D est plus petit que D’, la 


Lei: : e Se : : : ho 
différence étant égale à l'énergie au point zéro a - 


Les exemples que nous venons de donner montrent que connaissant 
l'énergie potentielle U (r), on peut se faire une idée de l'allure du spectre 
d'énergie, sans avoir à résoudre l'équation de Schrôdinger. 


$ 50. Mouvement dans un champ coulombien 


Le problème le plus simple de la mécanique atomique est celui du 
mourement d’un électron dans le champ coulombien créé par le noyau. 
Nous nous trouvons en présence de ce problème dans le cas de l'atome 
d'hydrogène H, dans celui de l’ion hélium He, de l'ion lithium deux 
fois ionisé Li*+ et de différents autres ions, dit hydrogénoïdes. 
En désignant par --eZ la charge du noyau, où e est la charge élémentaire 
et Z le numéro du noyau dans le système de Mendéléev, nous trouvons, 
conformément à la loi de Coulomb, que l'énergie potentielle de l’électron 
se trouvant dans le champ créé par le noyau atomique vaut 


HE: (50.1) 
r 


Pour pouvoir déterminer les niveaux quantiques de ce mouvement de 
l'électron, nous aurons à résoudre l'équation de Schrôdinger correspon- 
dant à la fonction radiale R. En posant 
=" (50.2) 
" 
nous trouverons pour #, d'après les résultats du $ 49, l'équation (49.10). 
En y portant U défini par (50.1) et en entendant par x la masse de 
l'électron, nous obtenons l'équation suivante 
# h° 
LS RL RE ES (50.3) 
24 dr° 2u r r 
Le cas que nous considérons est celui d’une force d'attraction (cf. 
fig. 28), aussi conformément à la théorie générale du mouvement dans un 
champ de forces centrales, nous devons avoir un spectre continu pour 
E > 0, et un spectre discret pour E < 0. Nous nous proposons de déter- 
miner ce spectre discret ct les fonctions propres R correspondantes. Pour 
faciliter le calcul nous introduisons à la place de r et de E les quantités 
sans dimension 


r E = 
s =... et =z—-". 50.4 
e : . (50.4) 
avec 
4 eue 2 
a = = 053910 Sem, E= = = 13,55eV. (50.5) 
Le? 2h 2a 
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La substitution de (50.4) dans (50.3) entraîne que l’équation ne renferme 
plus les constantes atomiques x, e, h. A la place de (50.3) nous avons 
alors 

2Z 1ŒG+71 
— 


Conformément à l'étude du comportement asymptotique de la fonction 
u, qui a été donnée dans le paragraphe précédent, nous essayerons pour 
u la forme suivante 


] u= 0. (50.6) 


u(p)=e-wf(e), a =Y—e, (50.7) 


où f(£) est la nouvelle fonction que l’on doit déterminer. 
En portant (50.7) dans (50.6) nous obtenons l’équation de la fonction 

f(e). Après quelques calculs simples on trouve 

&f df 2Z 1@+1) 

eh [ : = | f=0. (50.8) 
Nous chercherons une solution de cette équation sous forme d’une série 
de puissance de p. Selon la théorie générale nous savons qu’une solution 
de (50.3) qui soit finie pour r = 0 doit être telle que la série commence 
par le terme rtt!. Il résulte alors de (50.7) qu’une solution de (50.8) qui 
reste finie pour r — 0 doit commencer par le terme pl. Nous cherche- 
rons donc f(p) sous la forme 


Se) = pl+t Sa D'a (50.9) 
0 


où les a sont les coefficients de la série qu'il nous reste à déterminer. 
La série (50.9) doit être telle que la fonction R (r) que nous pouvons, 
à l’aide de (50.2) et (50.7), écrire sous la forme 


R (e) = A®, (50.9’) 


ne croisse pas jusqu’à l'infini lorsque p —> co. Pour déterminer les coeffi- 
cients a, de la série, nous porterons (50.9) dans (50.8) et grouperons les 
termes en p de même puissance, ce qui donne 


Z'taul@+1+2(6+14+1—10+ 1) + 
+a2Z—2a(v+1+1]}e"#=0 (50.10) 


Afin que la série (50.9) soit solution de l’équation (50.8), il faut que (50.10) 
soit identiquement satisfaite pour toutes les valeurs de p comprises entre 
0 et co. Or cela n’est réalisable que si les coefficients des termes de toutes 
puissances en p sont nuls, c’est-à-dire si 


Qi [Cv +142) G+HI4D—IC + D] + 
+af2Z—-2a(v+ 1+1]=0 (50.11) 
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pour toutes valeurs de v. Cette formule donne la formule de récurrence 
entre a et @,41: 
_ 2a(v+1+1)—2Z : 

G,+1 SL DORE 00 dv, v=0, 1,2, 3,... (50.12) 
Il va de soi que le premier coefficient a, peut être choisi arbitrairement, 
puisque l’équation est homogène. En lui assignant une valeur quelconque 
on tire de (50.12) la valeur de a,; connaissant a, on trouve a, et ainsi de 
suite. Ayant calculé les valeurs de tous les 4, nous arrivons à la solution 
cherchée sous la forme d’une série de puissances de p. 

Il est facile de se rendre compte que cette série sera convergente pour 
toute valeur de p, bien que pour les grandes valeurs de p la somme croît 


tellement vite que pour p-> o R = £ doit tendre vers l'infini D: 


p 

On voit donc qu’en accord avec la théorie du $ 49, la solution qui est 
finie pour p = 0 ne l'est généralement plus pour p — © à moins que 
la série ne s’arrête à un terme quelconque. Dans ce dernier cas f(p) se 
présente sous la forme d’un polynôme et R tendra vers zéro lorsque p > co. 

Une telle solution définit la fonction propre de l'équation considérée, 
puisqu'elle est univoque et finie dans tout l'intervalle de valeurs de p = 0 
jusqu’à p = ©. 


1) En posant 1= re s = 21 + 1 nous écrivons (50.12) sous la forme 


C2 
2@ 2 


a, nn Vo mn ip : 
"#1 941 v+s+i ® 


a 
On voit alors que le rapport ae La 2 lorsque v > ©. D'autre part on peut 
v 
choisir v — v’ tel que 
+ +1 _, 


GES) 
v'+s+i 2 


avec e>0,—( +e) <1. 


A partir de cette valeur de v les coefficients à, croissent plus vite que les coef- 
ficients de la série définis par la formule de récurrence 


Or la série ayant ces coefficients fournit le résultat suivant 
fi (0) = e« (1+e) , 


De ce fait / (p) croît plus vite que /, (pb), et la fonction (50.97) doit donc tendre vers 
œ lorsque p —+ 00. 


206 MICROPARTICULES DANS UN CHAMP DE FORCES POTENTIELLES  [CH. VIII 


Il est facile de se rendre compte que la série ne peut s'arrêter à un 
terme quelconque, par exemple, au terme numéro v — nr, que pour une 
valeur donnée du paramètre « de notre équation. Posons par exemple 
que le coefficient a,, n'est pas encore nul. Pour que le terme suivant 
Gn,+1 devienne égal à zéro il faut que 


2a(m +1+1)—2Z —0, 
c'est-à-dire 


Mas (50.13) 


Il est évident qu’à cette condition non seulement a,,;, mais aussi tous 
les coefficients suivants s'annulent, puisqu'ils sont tous proportionnels 
à @,41. II s'ensuit que (50.13) est une condition nécessaire et suffisante 
pour que la solution f(p) se réduise à un polynôme, la fonction R (e) 
restant partout finie. En posant 


n=n+l+i (50.14) 

et en substituant la valeur de « de (50.7) dans (50.13) on obtient 
Z? , 
nine à (50.14) 


Compte tenu de ce que (50.4) exprime £ en terme de = nous arrivons à 
la conclusion que les solutions R ne peuvent être finies et univoques que 
pour les valeurs de l’énergie de l’électron données par la formule 


En = — — (50.15) 


où d’après (50.14) x peut assumer les valeurs suivantes 
n=1,2,3,.., n=0, 1,2, 3,... (50.16) 


Nous voyons que le nombre nr détermine l'énergie de l’électron, aussi 
l'appelle-t-on nombre quantique principal. 

La formule que nous avons obtenue pour les niveaux quantiques E; 
d’un électron se déplaçant dans un champ coulombien, a été initialement 
établie par Bohr dans le cadre de la théorie quantique semi-classique. 
Dans cette théorie où la quantification était un artifice, il était nécessaire 
de justifier l'impossibilité de la valeur n — 0. En mécanique quantique 
cette dernière valeur s’exclut d’elle-même, puisque / assume les valeurs 
0, 1,2, ..., et nr est le numéro d’ordre du terme de la série (50.9) dont la 
plus petite valeur est 0. 

Avant de passer à une étude détaillée des niveaux quantiques E:. 
nous avons à examiner la forme des solutions propres R(e). Pour les 
solutions propres « — Zn, de sorte que la formule (50.12) se simplifie 


2Z n—-(+v+1) 


. (50.16”) 
n G+1)2/+v+02) 


Gi = — 
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En calculant l'un après l’autre les différents cocfficients et en portant 
leurs valeurs dans (50.9) on obtient 


= sf] — n—1—1 SE GI G—-I—-2) 2) ; 
JR) — a: | 112142 \ n 2C21+2@1+3 Un} 7 


(a—1—1)(n—1—2)...1 


PR a en ne EURE OUR 
ù ) n!'21+2021+3)...2l+n +1) 


228 l (50.17) 
n |] 


On voit aussitôt qu'il est tout indiqué d'introduire une nouvelle variable 


;_ 22 _ 2Z, 
n na : 


- 


(50.18) 


En groupant tous les facteurs constants en un facteur global N,: nous 
tirons de (50.9') que la fonction R,r (9) appartenant aux nombres quan- 
tiques » ct / sera égale à 


Le 
Rai) =: Nue © A LT (EN (50.19) 
où par LA} ; on a désigné le polynôme figurant entre crochets dans la for- 
mule (50.17). Cette notation est usuelle en mathématiques, puisque le 
polynôme de (50.17) s'exprime par les dérivées des polynômes de Lagucrre 
qui sont définis par la formule 


Le () = et (e-5 ër). (50.20) 
dés 
On entend alors par polynôme Lÿ(E) le polynôme défini par 
EL) = —— Ly(E). .2 
Le (©) Æ & (È) (50.21) 


En y posant &# = n +1 et s = 2/+ 1, on constate aisément que nous 
avons retrouvé le polynôme figurant entre crochets dans (50.17). 

A l’aide des formules (50.20) et (50.21) on calcule sans difficulté les 
fonctions Ru. Dans la formule (50.19) le facteur Nr sera choisi tel que 
la fonction Ru soit normée à l'unité: 


\ Rat dr = 1. (50.22) 
0 
D'après (49.4) la fonction propre complète sera égale au produit de Ry 


par la fonction propre de l'opérateur du moment cinétique: 


Vnim (r, 6, P) = Rai (r) Yim (6, @). (50.23) 
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L'énergie Eh ne dépend, conformément à (50.15), que du nombre quan- 
tique principal #7. Si ce nombre est donné, il s'ensuit de (50.14) que le 
nombre /, dit nombre orbitall), ne peut assumer que les valeurs 


1=0,1,2,...,n—1 (nm=n—1l,n—2,...,0). (50.24) 


Nous savons que d’autre part, le nombre / étant donné, le nombre ma- 
gnétique parcourt les valeurs suivantes: 


m=0, +1,42... +l. (50.25) 


Evaluons maintenant le nombre de fonctions d’onde distinctes appar- 
tenant au niveau quantique En. À chaque valeur de / nous avons 2/+1 
fonctions se distinguant les unes des autres par le nombre m. Or comme 
[ peut prendre toute valeur comprise entre O et 7 — 1, le nombre total 
de fonctions d’onde sera 


n—1i 


2 2l1+1)=r. (50.26) 


On voit donc qu’à chaque niveau quantique E, correspondent n° états dif- 
férents. Nous avons donc affaire à un cas d’une dégénérescence d'ordre n°. 


$ 51. Spectre et fonctions d’onde 
de l’atome d’hydrogène 


En substituant dans la formule (50.15) les valeurs des constantes uni- 
verselles e, & et h, nous pouvons calculer les niveaux quantiques d’un 
électron se déplaçant dans le champ coulombien d’un noyau de numéro 
atomique Z. Les niveaux quantiques de l’atome d’hydrogène (Z = 1) 
sont représentés fig. 30. 

Les nombres portés le long de l'échelle verticale de gauche expriment 
l'énergie en électron-volts (l’énergie est évaluée alors non pas à partir 
de zéro, mais à partir du niveau inférieur Æ;). On voit qu’à mesure que 
le nombre quantique principal n augmente, les intervalles entre les niveaux 
deviennent de plus en plus petits et pour n — oo, E, = 0; au-delà se 
situe la région du spectre continu Æ > 0, qui correspond à un atome 
ionisé. L'énergie d’ionisation de l’atome d’hydrogène vaut 


pole 
=— E, De 13,55 eV. (51.1) 


Pour expliquer la signification des nombres portés sur l’échelle ver- 
ticale de droite, rappelons que la fréquence w de la lumière émise lors 


1) On appelle le nombre / nombre quantique orbital parce que dans l’ancienne 
théorie d: Bohr il déSnissait, l'énergie étant connue, la forme de l'orbite; le nombre 
m est appelé nombre quantique magnétique pour la raison qu'il 
joue un rôle essentiel dans les phénomènes magnétiques (cf. $$ 74, 75, 129, 130). 
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de la transition du niveau Em au-niveau Eyrm est déterminée, confor- 
mément à la théorie quantique de la lumière, par l'équation de Bohri) 


ho a Enim = Ent. (51.2) 


CRETE 


une, HS 


7000 

3 + 
(1 
1938 
Brackell : 


El 
Série de Ri tz-Paschen 


| 
Série de 


È 
È 
CS 
Ÿ 
Ÿ 
a 


121868 = 
Cr 
912,54 


e 


Série de Lyman 


Fig. 30. Schéma des niveaux quantiques d’un atome d’hydrogène 


En v portant l'expression (50.15) de l’énergie Exim, on obtient 


PR dl NRA (51.3) 


Cette formule détermine (avec Z = 1) la fréquence de la lumière émise 
ou absorbée par l’atome d’hydrogène. La quantité —#® est désignée 


sous le nom de terme spectral. La différence de deux termes 


1) Nous le démontrerons dans ce qui suit. Ici nous utilisons les données du $ 2. 
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spectraux définit la fréquence. Pour l’atome d’hydrogène le terme spectral 
vaut 


Es _vu 21, n = 1,2, 3,... (51.4) 
û 2P rm 
La quantité 
= LE 23,27: 106871 (51.4) 
ar 


est connue sous le nom de constante de Rydberg-Ritz; elle 
a été calculée pour la première fois par Bohr. En spectroscopie les valeurs 


de. M À E : 
des termes sont le plus souvent indiquées non en fréquences Fe mais en 


nombres d’onde, qui est le nombre de longueurs d’onde À par centimètre 
de longueur. Si la fréquence angulaire de la lumière est w, la fréquence 


usuelle est v — - C’est cette fréquence-là que l’on exprime en 1/À, de 


sorte que la fréquence spectroscopique (nombre d’onde) est égale à la fré- 
quence v usuelle divisée par la vitesse de la lumière c: 
1 v o 1, 


v m= = — = —— Cm 
ii À c 2xc 


Exprimée en nombres d’onde la constante de Rydberg-Ritz vaut 
R= “È — 109737,30 cm1, (51.4) 


rTC 


En utilisant ces mêmes unités les termes de l’atome d’hydrogène sont 
égaux à 
R __ 1:09-105 


m nm 


> nh=], 2:3;... (51.47) 


Les nombres portés sur l'échelle de droite du diagramme des niveaux 
énergétiques de l'atome d’hydrogène (fig. 30) représentent les termes 
spectraux en cm”. Les longueurs des segments de droite joignant diffé- 
rents niveaux sont proportionnelles à l'énergie du quantum de lumière 
émis ou absorbé lors de chaque transition de l’électron d’un niveau à 
l’autre. Les nombres marqués sur ces droites indiquent la longueur d’onde 
À de la lumière en À. 

Toutes les fréquences concernant les transitions vers le même niveau 
inférieur forment ce qu'on appelle série spectrale. Nous indi- 
quons les séries de l’hydrogène parmi les plus importantes. Les transitions 
vers le niveau inférieur # — 1 forment la série de Lyman. Les fréquences 
de la série de Lyman sont données par la formule 


er n= 2, 3,... (51.5) 
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De toutes les raies spectrales c’est la raie avec 7 — 2 qui a la plus grande 
longueur d’onde À = 1215,68 À; cette raie se situe dans la région ultra- 
violette du spectre. 

Les transitions vers le niveau # = 2 s’accompagnent de l'émission de 
lumière dans la région visible du spectre. L'ensemble de ces raies spec- 
trales forment la série de Balmer. Les fréquences de cette série 
sont 


VERIÉSE)) Head e (51.6) 


La formule (51.6) a été établie par Balmer en 1885 sur la base de données 
empiriques sur le spectre de l'hydrogène. Par la suite cette formule joua 
un rôle exceptionnel pour le dépouillement des spectres et servit de picrre 
de touche à la théorie quantique dc l’atome. Les raies spectrales de la série 
de Balmer sont indexées par des lettres 


H:in=3), Hp(n=4), H,(n= 5), etc. 


On a indiqué sur le diagramme, en plus des séries de Lyman et de Balmer, 
d’autres séries correspondant aux transitions vers les niveaux n — 3, 4, 5 
(séries de Ritz-Paschen, de Brackett et de Pfund). Les raies de ces séries 
spectrales se situent dans la région infra-rouge du spectre. 

Les spectres des ions hydrogénoïdes He, Lit+, etc. sont semblables 
au spectre de l’hydrogène, mais toutes les raies se trouvent décalées vers 
les plus courtes longueurs d’onde; cela tient à ce que dans ces différents 
cas la constante de Rydberg doit être multipliée par Z®. Selon (51.3) et 
(51.4) les fréquences de ces ions se laissent calculer à l’aide de la formule 


v=ZR(——) n'<n. (51.7) 
n° rÊ 


Examinons maintenant de plus près les états quantiques et les fonctions 
propres correspondantes aim (r, 0, ) (50.23). Tout état défini par indi- 
cation de trois nombres quantiques n, !, m représente un état propre de 
trois grandeurs pouvant être mesurées simultanément: l’énergie, le carré 
du moment cinétique et la projection du moment cinétique sur un certain 
axe OZ. Dans l’état Yuim Ces trois grandeurs ont des valeurs bien déter- 
minées, à savoir 
__Z4u 


1 
= nr 1. 
jé 2H nm SL 
MÈ= RPIG+N, 1=0,1,2,...,n— 1, (51.9) 
M:=hm, m—0, +1, +2,..., +1 (51.10) 


Ceci montre que le rôle dynamique des nombres quantiques n, {, m réside 
en ce que le nombre principal n caractérise l'énergie Eh, le nombre orbital 
Î la valeur du moment cinétique M? et enfin le nombre magnétique m la 
valeur de la projection du moment cinétique M, sur un axe OZ arbitraire- 
ment choisi. 
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Les trois grandeurs E, M?, M, caractérisent pleinement la fonction 
d’onde Ym et constituent donc un ensemble complet de grandeurs. Comme 
il se doit elles sont au nombre de trois, qui est le nombre de degrés de liberté 
(cf. $ 14). 

Le carré de la valeur absolue de Yurm (r, 6, ©) (représentation en coor- 
données) définit la probabilité de ce qu’un électron, occupant un état 

quantique caractérisé par n, /, m, se 

Z (8) trouve à proximité du point r, 6, ©. 

& r Val Plus exactement cette probabilité est 
° € . définie par 
sin9d0dp 


Wnim(r, 6, ®) r® dr sin 6 dû de = 
= | Lam (r, 8, o)[? r° dr sin 0 d6 de. 
(SL.11) 


Pour se faire une idée plus concrète de 
la nature de cette probabilité, nous 
nous reporterons au système de coor- 
données sphériques représenté fig. 31. 
L'axe polaire OZ est précisément la 
direction sur laquelle se trouve la pro- 
jection du moment MODE M; = him. 
i ; En désignant par dQ l'élément d’angle 
re moe solide sin 6 d6 dp axé sur 6, ®, et en 
utilisant la formule (50.23) définissant dm, nous pouvons exprimer la 
probabilité (51.11) par la formule 


Waëm (r, 0, @) r° dr dQ = R(r)r® dr | Yim (0, )|°dQ. (51.12) 


En étendant l'intégration de (51.12) à tous les angles dQ nous obtenons 
la probabilité de présence de l’électron dans l’espace compris entre deux 
sphères concentriques de rayons r et r + dr. Désignons cette probabilité par 


Wai (r) dr = Rä(r) r? dr. (51.13) 


La fig. 32 illustre l’évolution de cette probabilité pour différents états. 
Les nombres apposés sur les courbes indiquent les valeurs des nombres 
n et {(n7 =n—1—1). Par exemple, le nombre 31 signifié n —3 et 
[= 1(n = 1). Le long de l'axe des abscisses on indique la distance jusqu’au 
centre de forces p = r/a (cf. (50.4)). Ces graphiques montrent que le nombre 
nr (que l’on appelle nombre quantique radial) est égal au nombre de 
nœuds de la fonction d’onde Rm. Ce ne sont cependant pas des nœuds 
ponctuels mais des surfaces nodales, puisque R;z s’annule pour une cer- 
taine valeur r’ de r, et cela représente la surface d’une sphère de rayon 
r'. Par suite, dans un état caractérisé par les nombres », /, on trouve 
nr =n—1Îl—1 surfaces nodales de forme sphérique. 
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Précisons maintenant la signification de la longueur a que nous avons 
introduite ci-dessus. De la forme de la fonction Ry (p) (50.19) on infère 
que pour les grandes valeurs de r (p -> co) la fonction radiale Rs se réduit à 


Rn(e) = Nues (22) “us (51.14) 


Donc pour de grandes valeurs 
de r la probabilité w;s(r) sera 
égale à 


"GL. 15) D 3 
Il en résulte que la longueur Q)états s (1-0) 


na|2Z détermine les dimensions 22 
de l’atome, puisque pour r > 2 


Lx] 
la probabilité wy(r) est prati- 
quement nulle. 
Effectuons un calcul plus ÿ g . 20 d0 
détaillé pour l’état quantique le ) états p (l°1) 
plus bas (n — 1). On tire de 2 
(50.19) 


Se. 01 
Rio(P) = Moe * : (51.16) 
: = 


Par conséquent 70 20 7 
8) étatsd{l"2) et états 4f. 


2Zr 
=Næe « [2Ÿ. 
Mages [=] Fig. 32. Répartition de la charge dans les 
51.17 premiers états de l’atome d’hydrogène. 
( ‘ ) Le long de l'axe des abecisses on a porté la distance 


La 
2 . ca unité du de la première orbite de 
Cette probabilité atteint sa plus Bobr: le long do l'axe des ordonnées on a porté la 


grande valeur pour p=Zr/a=1. Pie de press de fleen dre ne on 

Il s'ensuit que dans l’état nr — 1 

(= m = 0) la plus grande probabilité de présence de l’électron se situe 
pour 


Em cer 1078 cm. (51.18) 


C’est précisément le rayon de la première orbite de Bohr 
dont la valeur a été évaluée en 1913 par N. Bobr dans le cadre de l’an- 
cienne théorie de quantification. 

Selon la théorie de Bohr l'orbite électronique inférieure est circulaire, 
par conséquent la probabilité de trouver un électron dans l’état n = 1 


214 MICROPARTICULES DANS UN CHAMP DE FORCES POTENTIELLES  [CH. VIli 


n'est différente de zéro que sur la surface d’une sphère de rayon r = rs. 
Mais selon la nouvelle mécanique quantique cette probabilité est diffé- 
rente de zéro dans tout l'espace. Sur la fig. 33 on a représenté à titre 
de comparaison la répartition de la probabilité de présence de l’électron 
selon l’ancienne (wa) et la nouvelle (wu) théories pour l'état n — 1 de 
l'atome d’hydrogènc. On observe le même type de correspondance entre 
Wel €t Mau pour d’autres états: elle 

w est loin d’être complète, comme on 
Uet peut le constater en remarquant que 

selon la mécanique quantique moderne 

dans l'état le plus bas le moment 

Wu cinétique M? = 0 (/= 0) tandis que 

selon l’ancienne théorie dans le même 

état M? = fr. Malgré le manque de 

concordance la carte de la répartition 

des probabilités devient plus concrète 

du fait de cette juxtaposition qui con- 

tribue à établir un lien entre la méca- 

nique quantique et la mécanique clas- 


D M sique, lien qui existe d’ailleurs effec- 
Fig. 33. Comparaison de wa (r)avec  tIvVement (cf. ch. VD. , 
Wau!(r) pour l'étatn=1(/{= m0) Considérons maintenant la répar- 


tition angulaire. En intégrant (51.11) 
par rapport à r de 0 à co, on trouve la probabilité wym (6, æ) d{2 de ce 
que l’électron se trouve quelque part à l’intérieur d’un angle solide dQ 
(cf. fig. 31) à proximité du rayon (0, œ). Par suite de la normation des 
fonctions Rmi, On obtient 


Wim (8, @) dQ = | Yim (0, æ) |° dQ. (51.19) 


On conclut de la forme des fonctions Yi» (8, ®) que la probabilité est 
indépendante de l'angle @ et vaut) 


Wim (6) dQ = NE, [P|"! (cos 6) dQ. (51.20) 


Ceci montre que la répartition angulaire présente la propriété de symétrie 
d’un corps de révolution autour de l’axc sur lequel on détermine la valeur 
de la projection du moment cinétique (nous avons choisi l’axe OZ). 

Sur la fig. 34 nous avons représenté les diagrammes de répartition des 
probabilités Wim pour différents états /, m. Nous y avons adopté le système 
de coordonnées polaires 6, wyn, de sorte que la valeur de wz- est portée 
le long du rayon vecteur. A titre de comparaison nous indiquons égale- 
ment les orbites selon Bohr, qui sont orientées de manière correspondante 
au système de représentation adopté. Pour / = 0, m = 0 la probabilité 


Woo (0) = [PSP = — (51.21) 


1) Nim est un facteur de normation (cf. annexe V). 
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ne dépend pas de l’angle 0 et présente de ce fait une symétrie sphérique. 
L'état pour lequel le moment cinétique est nul (/ = 0) est dit état 5, 
ct le terme correspondant est appelé terme s; l’état s se caractérise 
donc par une symétrie sphérique. On ne trouve pas dans la théorie de 
Bohr d'’orbites correspondantes, et c'est ce qui constituait une de ses 
difficultés, puisqu'il était nécessaire d’associer au terme s optique des 
états avec { = 1 (m = 0, +1) bien que l’expérience fournissait la preuve 
indubitable que le terme s ne possède ni moment orbital mécanique ni 
magnétique. 

L'état pour lequel / — 1 (m = 0, +1) est appelé état p et le terme 
spectral correspondant terme p. Les probabilités sont alors données 
par les fonctions Pl(cos 0) et P?(cos 6). En portant les cxpressions 
de ces fonctions données par (25.16) dans les formules des probabilités, 
on obtient : 


wi, a1 (8) = —- sin? 0, (51.22) 
8x 
wo (0) = —À cost 0. (51.22') 
7 électrons 
$s 
ml 
Z Z 
ce à 
INK m2 


S |. 
M0 mz=-1l électrons 
TR 


A Z 
1°24 m2 a À LS m=-2 pélecirons 
Z Z à Z Z 
3 se % # mSp 4 # élrtrans 


m2 m=-J f 


&, 
" Y CA 
, - ” \ 
é7 Le ù 


Fig. 34. Répartition angulaire w1:(0) des électrons pour les états s, p, d et f 


La fig. 34 représente les probabilités w1, 41 et w19, ainsi que les orbites 
correspondantes selon la théorie de Bohr. Ces diagrammes montrent que 
d’après la théorie de Bohr la probabilité de présence de l'électron dans 
l'état m — +1, par exemple, n’est différente de zéro que dans le plan 
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des orbites (0 = &/2), tandis que selon la mécanique quantique cette 
probabilité est différente de zéro aussi bien pour d’autres valeurs de 0 
(sur les surfaces coniques 6 — const). La concordance des deux théories 
se manifeste en ce que la probabilité est maximum pour 0 — x/2 dans 
les deux cas. La même conclusion reste valable pour l’état m1 — 0 (maxi- 
mum de probabilité pour 6 = O). 

L'état pour lequel / — 2 (m = 0, +1, +2) est dit état d et le terme 
spectral correspondant terme d. On a indiqué sur la fig. 34 la pro- 
babilité w>, pour / — 2 et m=— 1. On tire des formules des fonctions 
sphériques 


was (0) = NA [PE (cos 0)}° — sin 0 cos! 6. (51.23) 


Avec / = 2 et m=— 1, la théorie de Bohr prévoit un ensemble d’orbites 
dont les normales forment un faisceau conique d’axe OZ et d'angle 
d’ouverture égal à 60°. Sur cette surface conique se situe d’après la théorie 
de Bohr le maximum de probabilité de présence de l'électron. Selon la 
mécanique quantique ce maximum correspond à un angle de 45°. . 

L’allure de la répartition des probabilités wim (0) représentées fig. 34 
permet de se faire une certaine idée de la forme de l’atome dans différents 
états. Cette forme dépend de la valeur 
du nombre orbital /, tandis que le nombre 
magnétique m détermine, lui, l'orientation 
spatiale de l’atome. 

Les formules des probabilités wm (0) 
montrent que la fonction P} avec / — 0 
ne présente aucun nœud, avec / = 1, et 
m = 0 elle présente une surface nodale 
(plan 6 — x/2) et avec 1=2 et m—1 
également une seule surface nodale (plan 
60=7x/2). En général l'équation P7 (cosû) 0 
possède /—|m\| racines réelles 6,, 6:,..., 
0-1", Ces angles sont les angles d'ou- 
verture des cônes (8 — const) constituant 
les surfaces nodales. La partie de la fonc- 
tion d’onde im qui dépend de l’angle 
g, à savoir ei“®, ne présente aucun nœud, 

: mais soit sa partie réelle cos my, soit 

ARR ae er l8 sa partie imaginaire (i sin m) présente 

Ynimr, 8, p). m nœuds: @y, Per... Pms QUi forment 

n,=n—1—1 sphères, Em] cônes, Im] dans l’espace des plans nodaux passant 
da par l’axe polaire. 

La fig. 35 représente une famille de surfaces nodales de la fonction 
Ynim, Constituée par des surfaces sphériques (nœuds de la fonction Rai), 
coniques (nœuds de la fonction P") et planes (nœuds de la fonction 
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cos mp ou de celle sin m9). Le nombre de sphères est égal à n,, de cônes 
à 1—]|m}| et de plans à |m|. Au total on am+l—|m|+|ml|= 
= nr + l = n—T1 surfaces nodales. Nous confirmons donc encore une 
fois la validité du théorème général dont il a été question ci-dessus. 


Les surfaces nodales de la fig. 35 se caractérisent par la même géo- 
métrie que celle des surfaces nodales d’une sphère oscillante. De ce fait 
les fonctions aim (r, 0, æ) ressemblent aux fonctions caractérisant les 
oscillations d’une sphère, de même que les fonctions propres YA (x) d’un 
oscillateur présentent des similitudes avec les fonctions décrivant les 
vibrations d’une corde. 


$ 52. Mouvement de l’électron 
dans les atomes monovalents 


On connaît plusieurs atomes ne disposant que d’un seul électron de 
valence, ce sont les atomes des métaux alcalins Li, Na, K,... Nous 
dirons de ces atomes que ce sont des atomes hydrogénoïdes. 
Dans tous ces atomes il existe un groupement d'électrons internes, et l’élec- 
tron de valence se déplace dans le champ créé par le noyau et ces élec- 
trons internes. 


En toute rigueur nous avons affaire dans ce cas à un problème à grand 
nombre d'électrons. Cependant les atomes dont il s’agit présentent une 
particularité permettant de ramener tout le problème à celui du mou- 
vement d’un électron unique se déplaçant dans un champ de forces cen- 
trales. Si on dépouille un de ces atomes de son électron de valence, les 
électrons restants forment une couche électronique caractéristique des 
gaz rares. L’ion Lit, par exemple, a une couche électronique analogue 
à celle de l’atome He. Aussi bien la théorie que l’expérience montre que 
les couches électroniques des atomes de gaz rares constituent des systèmes 
fort stables présentant une symétrie sphérique, qui ne se déforment que 
fort peu sous l’action de forces externes. De manière approchée on peut 
donc procéder comme suit: admettre que l’électron de valence externe 
n’exerce aucune action sur les électrons internes et ne considérer ainsi 
que le mouvement de l’électron de valence dans le champ créé par le 
noyau et les électrons internes. 

Du fait de la symétrie sphérique de la distribution des électrons 
internes, le champ qu'ils créent sera un champ de forces centrales 1). Com- 
mençons par déterminer l’énergie potentielle U (r) de l’électron de valence 
soumis à l’action du champ créé par le noyau et les électrons internes. 
Désignons par V(r) le potentiel de ce champ; on aura alors 


U(r) = — er (r). (52.1) 


1) Soulignons encore une fois que ce n'est qu’approximativement exact, car 
l’électron externe ne peut manquer de polariser la couche électronique interne. 
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Soit p (r) la densité moyenne de charge électrique due aux électrons inter- 
nes !}. La charge électronique totale [—eN (r)] contenue à l'intérieur 
d'une sphère de rayon r, sera égale à 


—eN(r)=4% | p(r)ri dr. (52.2) 
0 


Tenant compte de la charge du noyau eZ, la charge totale contenue 
dans ‘la sphère de rayon r sera 


eZ*(r)=e[Z —N (r)]. (52.3) 


où Z* est le numéro effectif du noyau atomique à la distance r. En appli- 
quant le théorème de Gauss, nous trouvons que le champ $; vaut 


8-22, (52.4) 
ra 
et le potentiel V(r) 
V(r}=—e ( ere dr. (52.5) 


co 


Il s'ensuit de (52.3) que l'effet de la couche d'électrons internes se réduit 
à un effet d'écran vis-à-vis du champ du noyau atomique eZ/r?, cet effet 
d'écran étant différent à différentes distances du noyau. À proximité du 
noyau, le champ qu'il crée n'est pas modifié. En effet lorsque r > 0 
im VO = __4 xp (0) lim (ra = 0. 
r#0 ri 10 Co 


Aussi dans cette région 


et 


V (r) = # + const. (52.69 


Par contre, dans la région où r ÿ> a, a étant le rayon de la couche électro- 
nique, on a 


N(rk>a=N, 


1) La probabilité p (r) peut être calculée par les méthodes de la mécanique quan- 
tique. Ainsi pour Li+ il s’agit du mouvement de deux électrons dans le champ du noyau 
atomique. Le problème est similaire à celui de l'atome He, qui est analysé au & 121. 
D'autre part p (r) peut être déterminée par des procédés expérimentaux (cf. $ 79). 
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N étant le nombre total d'électrons dans la couche électronique: le champ 
est donc 
ÉEEEN 
rm 
et le potentiel est égal à 
e(Z—N) . 
ne 


V (r) = (52.7) 
valeur correspondant au potentiel du noyau, dont la charge serait diminuée 
de celle de la couche électronique. 

Souvent on fait une approximation encore plus grossière en négli- 
gvant la dépendance du numéro atomique effectif Z* (r) avec r: on adopte 
alors la valeur constante la plus convenable pour 


Z*=Z—N (ro). (52.8) 


Cependant c'est une approximation trop grossière qui ne permet pas 
d'obtenir de résultats satisfaisants 1). L'énergie potentielle U (r) — —eV (r) 
que nous avons trouvée pour l’électron de valence de l’atome hydro- 
génoïde, fait partie de la classe que nous avons analysée au $ 50 (pôle de 
l’ordre de 1/r). Comme N < Z, nous nous trouvons dans le cas d’une 
force d’attraction. Il en résulte que le spectre énergétique d’un atome 
hydrogénoïde sera constitué par une région d’énergie continue (E > 0) 
correspondant à l’atome ionisé, et d’une région d'énergies discrètes (E < O0), 
formant l’ensemble des niveaux quantiques de l’atome. 

Nous ne nous occuperons pas de la résolution de l'équation radiale 
(49.5) pour cette sorte d’énergie potentielle, puisqu'elle peut être effectuée 
par les procédés d’intégration numérique. Nous nous contenterons donc 
d'en exposer les résultats. 

La circonstance la plus essentielle est que l’énergie E dépend dans ce 
cus non seulement du nombre quantique principal #7, mais encore du 
nombre radial »,. Il est facile de s’en rendre compte. Dans l'équation 
(49.5) définissant les fonctions R, à partir de laquelle on détermine éga- 
lement les niveaux quantiques Ex, figure le nombre quantique orbital /. 
Aussi E doit-elle dépendre en général du nombre quantique /. En outre 
la valeur de ÆE dépend du numéro d'ordre de la fonction propre de 
l'équation (49.5), donc du nombre radial n.. Nous voyons donc que dans 
le cas général les valeurs propres de E dépendent de deux nombres quan- 
tiques n», et /; et puisque n = n; + [+ 1, on peut dire qu’elles dépen- 
dent de net de /. En conséquence la numération complète des niveaux d’éner- 
gie et des fonctions propres doit être la suivante: 


Gatm (r, 0, p) = Raz(r) Yim, l = 0, l, 26.4 n— 1, | 
m—=0, +1,..., +1 (52.9) 
E = En, nel, 2 3,5%; | 


1) Il est évident que la validité ou la non-validité de telle ou telle approximation 
dépend encore de la précision que l’on cherche à obtenir. 
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et non pas Er, comme dans le cas d’un champ coulombien. Le fait que 
dans un champ coulombien l'énergie ne dépend que de »# est une des 
particularités de ce champ qui se laisse interpréter 1). Dans le cas d’un 
champ coulombien les nombres quantiques n, et / figurent dans l’expres- 
sion de l'énergie sous la forme de la somme n = n7 + 1+ 1. 
Par conséquent, ainsi qu’on l’a déjà 
E eV noté ci-dessus, dans un champ coulom- 
bien se manifeste une dégénérescence 
(dégénérescence «/») qui consiste en ce 
que le nombre quantique principal n étant 
donné, l'énergie ne dépend pas de la 
valeur du moment cinétique ({). Dans 
le cas général d’un champ de forces 
centrales U(r) cette dégénérescence «/» 
est levée et les termes spectraux de même 
nombre quantique principal #7 mais de 
différents nombres orbitaux / sont donc 
différents. La fig. 36 représente la dis- 
position des niveaux d’énergie de l’atome 
de potassium. On voit, par exemple, 
qu’au nombre quantique principal 7 = 2 
correspondent deux niveaux / —0 (termes) 
et / = 1 (terme p). Dans le cas de l’atome 
d’hydrogène ces deux niveaux sont con- 


Jstn°2,l"0) 


2pto”2, l°1) 


1s(n°1, 1*0) 


0 fondus. 
Fig. 36. Levée de la dégénéres- En ce qui concerne le nombre quan- 
cence «/» dans les atomes mo- tique magnétique m, il détermine, comme 
novalents. on l’a déjà dit, l’orientation de l'atome 


On indique les trois premiers niveaux de dans l’espace, et l'énergie de l’atome ne 
2 s qui sont confondus dans l'aomc peut donc dépendre de ce nombre quan- 
d'hydrogène 


es dans l'atome tique (en l'absence de champs extérieurs). 


$ 53. Courants dans les atomes. Magnéton 


Calculons la densité du courant électrique circulant dans l’atome, 
dans le cas où l’électron se trouve dans un état stationnaire et possède 
une valeur déterminée de la projection du moment cinétique M, = him. 
La fonction d’onde d’un tel état est 


Ynim (r, 0, g) = Rai (r) P}"! (cos 6) eine. (53.1) 
D'après (29.11) la densité du courant électrique dans l’état Yann s’exprime 
par la formule 


J=— 2 {Van Lin — Van V Latm} (53.2) 


1) Cf. V.A. Fock, DAN, n° 2, 169 (1935). 
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(nous mettons devant e le signe —, étant donné que la charge de l’électron 
est —e, avec e — 4,778-10710 unités C. G. S.). Il est commode de cal- 
culer le vecteur J en coordonnées sphériques r, 6, +. Notons à cette fin 
que dans le système sphérique les projections de l'opérateur gradient V 


sont il L 0 -"par-suite les projections du vecteur J 


ôr r 60 rsin8 4% 
sur le rayon, un méridien et un parallèle sont respectivement égales à 


ihe ED À nt 
Jr — on [um a — on ue = 0, (53.3) 
Lie É Es = 1e Be | — 
2 [nm ne Van 28 (53.4) 
is, ihe On 4 Staue) _ __ __€hm 1 ; 
- 2 ur sin 6 Ê 1 ê Pnim êe du L> sin 0 | Ontm |? 
(53.5) 


Les deux premières expressions s’obtiennent immédiatement si on 
se rappelle que P}"i et R« sont des fonctions réelles des variables 
8 et r: la troisième expression résulte de 
ce que Vyim est proportionnel à eï"®. 
Donc dans les états stationnaires les pro- 
jections du courant sur le rayon et un 
méridien sont égales à zéro (ce résultat 
vient directement de considérations géo- 
métriques; si par exemple, J; # 0, les 
charges doivent ou bien se disperser ou 
bien s'accumuler quelque part) et le courant 
circule le long des parallèles de latitude 
(fig. 37). Cette circulation de courant 
correspond parfaitement au courant 
moyen calculé selon la mécanique classique 
pour toutes les orbites ayant le même 
moment cinétique total M° et la même 
projection M, de ce moment sur l’axe 
OZ. 

IH est maintenant facile de déterminer 
à l'aide de la formule (53.5) le moment Fig. 37. Circulation des courants 
magnétique M; de l’atome. L'intensité dans un atome lorsque le mo- 
de courant d] passant à travers l’aire de ment de rotation M° et sa pro- 


située dans le plan méridien (fig. 37), vaut jection M: sont donnés. 
di = J, do. (53.6) 
Le moment magnétique créé par ce courant est 
a, — diS _ JSdo, (53.7) 


Ca c 
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où S est l'aire embrassée par le courant dJ(S = xr* sin? 0 (fig. 37)). On 
écrira donc 


rer? sin? 0 rrsin?0 efñm 


dM, — Je d6 = — ———— ——— | Luim |F do. (53.8) 
c ur sin 0 
Pour obtenir le moment magnétique total :, on doit sommer les 
moments magnétiques produits par tous les courants élémentaires. On 
trouve 


ge. = — (2 zr sin 0 do | Yu |. (53.9) 
2uc 


Or 2zr sin O0 do est le volume d’un tube de courant élémentaire, et 
comme à l'intérieur de chaque tube la valeur de | Wim |* est constante, 
l'intégrale (53.9) est tout simplement l'intégrale de | Yyim |? étendue à 
tout le volume concerné. Par suite de la normation adoptée cette intégrale 
est égale à 1, et par conséquent la projection du moment magnétique sur 
l'axe a pour valeur: 


MR = Mes er (53.10) 
2uc 
avec 
— “h_ _ 927.018. 
My — >. = 9,27.-10 ë (53.11) 


Ce résultat montre que la projection Af; est quantifiée et égale à un nombre 
entier de magnétons de Bohr Mg (cf. $ 3). Le signe moins tient à ce que 
la charge de l'électron est négative. 

Ces calculs montrent que dans les états pour lesquels M, # 0, un 
courant électrique circule au scin de l'atome. Ce courant fait apparaitre 
un moment magnétique donné par (53.10), et l’atome sc comporte donc 
comme un dipôle magnétique. Le rapport de la projection du moment 
magnétique M; à la projection du moment cinétique M, vaut 


LL ARR TRE (53.12) 
M: 2uc 


et sa valeur est exactement égale au rapport de ces grandeurs dans la 
théorie classique pour une charge —e de masse x circulant sur une orbite 
fermée. Notons que puisque l’axe OZ a été choisi arbitrairement nous 
trouverons la même valeur du rapport %/M quelle que soit la direction 
de l'axe de projection. On doit donc interpréter (53.12) de la manière 
suivante: le rapport du vecteur moment magnétique % au vecteur moment 
cinétique M est égal à — — - 


5 54] NIVEAUX QUANTIQUES D'UNE MOLÉCULE BIATOMIQUE 223 


$ 54. Niveaux quantiques d’une molécule 
biatomique 


Considérons une molécule formée par deux atomes À et B de mas- 
ses m4 et mp. Désignons par PV (r) l'énergie potentielle en fonction de la 
distance de séparation r des deux atomes. L'évolution de cette énergie 
potentielle avec r est de la forme représentée fig. 38. Nous nous conten- 
terons de ne considérer que le mou- 
vement relatif des atomes À et B. V 
Selon la mécanique classique le 
mouvement relatif de deux parti- 
cules dont l'énergie d'interaction 
est U(r), s'effectue comme celui 
d’un point matériel de masse ré- 
duite pu: 


Lee, (ai 


dans le champ de forces centrales 
U (r), tandis que le mouvement de 
translation résultant s'effectue com- Fig. 38. Energie potentielle des atomes 
me le mouvement libre d'un point d'une molécule biatomique et spectre 
matériel de masse n114 + mp. On énergétique correspondant. 
démontrera au $ 104 qu’il en est ’onoscveune spsseiion de mneaut PRE, ee 
de même en mécanique quantique. 

Partant de là, nous pouvons écrire l'opérateur de l'énergie totale pour 
le mouvement relatif des atomes 4 et B sous la forme 


A=t+ Mi u(), (54.2) 


où r est la distance de séparation des atomes, et les angles 0 et © (qui 


figurent dans l’expression de M?) déterminent la direction de la ligne 
reliant les atomes 4 et B. 

L'équation de Schrôdinger pour les états stationnaires sera la même 
ag (49.2). On cherchera une fonction d'onde qui soit à nouveau de la 
orme 


(54.3) 
R= 


r 


ct u sera déterminé à l'aide de l'équation 


à (r,0, p)=R(r) Yim (6. . 


RO du, [AIG+I). 


ed) es vu Eu. (54.4) 
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Le terme Se _S 


peut être considéré comme un complément d’énergie 


potentielle, de sorte que l’énergie potentielle totale correspondant au mou- 
vement des atomes le long du rayon s'exprime par 


CITÉE 


W)=U(G)+ ——— (54.5) 
2ure 
Nous pouvons donc réécrire l’équation (54.4) sous la forme 
#3 diu 
— — — + W, — Eu. 4 
2x de + Wi(r)u = Eu (54.4) 


La fig. 39 représente le graphique de la fonction WA(r) pour différentes 
valeurs de [. 

Tant qu'il n’y a pas de mouvement de rotation (/ — 0), W, (r) = U(r) 
et nous retombons sur le cas qui a été considéré au $ 49 (fig. 29). Si la 
rotation est modérée (/ petit), Wz(r) ne se distingue pas trop de Ur), 
et la courbe correspondante n'est que déformée. Enfin si / est très grand, 

la courbe W(r) assume la forme repré- 
# sentéc fig. 39 pour le cas / > 1. Nous 

savons déjà que pour / = 0 la molécule 
présente un spectre discret lorsque E < 0 
et un spectre continu lorsque E > 0. 
Dans le cas d’une rotation intense WA(r) 
est partout positif; d'après le théorème 
démontré au $ 49, l'énergie ÆE > 0 et le 
spectre sera donc continu. Cela signifie 
que la molécule sera dissociée en atomes 
A et B. Cette dissociation résulte de 
l’action d’une force centrifuge qui apparaît 
lors de la rotation de la molécule. 

Considérons le cas d’une rotation 
modérée, où W ne se distingue que 
faiblement de U (r), tout au moins dans 
la région du minimum de U(r) (r= ri). 
Développons W1 (r) suivant les puissances 
des élongations (r— r;). La position d’é- 
quilibre r; dépend de la valeur de / et 
se laisse déterminer en rendant Wi(r) 
Fig. 39. Corrélation entre les minimum: 
oscillations et les rotations dans dW du BEL 1) 


une molécule biatomique —— = —— ———"—0. (54.6) 
dr dr ur 


On entire r = r. On peut écrire alors 


1 dWi(r) 


Wir) = Wir) + So 


(—n), (54.7) 
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avec * 
RI(+1) 
Wa (ro) = Ur) + ——— (54.3) 
Zur 
Introduisons les notations 
MW e 
(S 1 =poi, uè=l, x=r—r. (54.9) 


rer] 


En portant l’expression (54.7) de W;(r) dans (54.4’) et en utilisant les 
notations (54.9) on arrive à 


_ = ss + (U(rD + rm Del RHuf x) u = Eu. (54.5') 
En désignant par Æ’ la quantité 
Ps EU) CE, (54.10) 
2H 
nous pouvons mettre (54.5) sous Si forme 
Lu d? [2 & LLA 
Fo a FL 7 uoi 2xu = Eu (54.5) 


Or c’est l’équation des états stationnaires d’un oscillateur (47.3) caracté- 
risé par la fréquence propre «y. D’après (47.10) ses valeurs propres E” 
sont 
E=hoi|n +=). n = 0, 1, 2,..., (54.11) 
et ses fonctions propres d’après (47.11) s’écrivent 
Un (9) = PE Ha), EL: (54.12) 
Xo 


En utilisant (54.10) nous pouvons déterminer l’énergie interne totale de 
la molécule 


Em = U(r) + ñon fr ++ 7}+ . (54.13) 
= LS TSOL eu (54.13) 

Les fonctions propres de la molécule sont 
aim (r, 8, 9) = = un (r) Yim (6, 9). (54.14) 


Ces fonctions d’onde caractérisent aussi bien la rotation de la molécule 
que ses oscillations. L'énergie de la molécule E;z s’avère être égale à 
la somme de l'énergie d’oscillation de la molécule à la fréquence «y et 
de celle de sa rotation 


mI(+1). 


E1 = 
; 2H 


(54.15) 
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En remarquant que // (1 + 1) cst le carré du moment cinétique M2, nous 
voyons que la formule exprimant en mécanique quantique l'énergie de 
rotation de la molécule est identique à celle de la mécanique classique, ceci 
pour la raison que d’après (54.9) Z, est le moment d'inertie de la molécule ?). 
La formule (54.15) montre que l’énergie de rotation est quantifiée, l’inter- 
valle entre les niveaux adjacents valant 


AE = + 1) (54.16) 


(à condition de négliger la faible dépendance du moment d'inertie avec 
I, c.-à-d. en négligeant la distension de la molécule sous l'infiuence de 
la force centrifuge). 

Les solutions que nous venons d'obtenir ne sont bien entendu que 
des solutions approchées. Nous avons en effet négligé l'anharmonicité 
des oscillations de la molécule en rejetant les termes supérieurs du déve- 
loppement de W (r) suivant les puissances de (r — rs). Ceci est admissible 
si les élongations r —r, sont petites devant la distance de séparation 


ri (ou r,) des atomes. D'après la théorie de l’oscillateur la valeur moyenne 


=" [" +=) (pour le démontrer il suffit de calculer l’élément de 


HOo 
matrice xnn à l’aide de la matrice xmx (48.8)). Il s'ensuit que 


x1=VE =) Bt, 
HOo 2 
et la condition de la validité de notre approximation s'exprime donc par 


Xl @1 ou V- fr++<r (54.17) 
Ho 


ro 


ce qui montre que l’approximation est d'autant meilleure que la masse 
des atomes formant la molécule est grande, que la fréquence des oscilla- 
tions «, et la distance r, entre les atomes sont grandes. En outre le 
niveau des oscillations ne doit pas être trop grand (n petit). Pour de 
grandes valeurs de n et de / le couplage entre les oscillations et la rota- 
tion de la molécule devient suffisamment fort pour invalider notre appro- 
ximation. Si par contre n et / sont petits nous pouvons négliger com- 
plètement la dépendance de r; avec / et adopter, pour / = 0, Z, et 
à la place de Z,; et «y. ° 

Les valeurs de 1, ct de w, sont généralement telles que le « quantum » 
de l'énergie d’oscillation fw, est beaucoup plus grand que le « quantum » 
de l'énergie de rotation #?/21. Aussi, par exemple, on trouve pour la 
molécule d’hydrogène 


fo, = 8,75 1074 erg, = 1,15-10-4 erg. 


3 
1) Nous rappelons qu'en mécanique classique l'énergie de rotation vaut a 
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De ce fait le spectre énergétique de la molécule comporte d'une part un 
système de niveaux d'oscillation (différentes valeurs de n) et d'autre 
part un système de niveaux de rotation (différentes valeurs de /): notons 
que ces derniers se trouvent à faibles distances les uns des autres. Le 
schéma du spectre énergétique d’une molécule biatomique est représenté 
fig. 40. La ligne en poin- 


tillé marquant la limite on péttiqisserongessiirs 

du spectre continu se LISE EE LE 20 
situe en E—0 et corres- 7} 
pond à l'énergie de dis- 1 


nl ñn 
sociation de la molécule. 
Cette valeur de l'énergie _  _____|[_________________ 
peut être atteinte quel Î 13 
que soit n, lorsque les }-ÿ n°2 
valeurs de / sont suffi- ,.3 
samment grandes. DRE 
On a montré au $ 49 tan LD n=1 
que l'énergie de disso- S È S 
ciation D d’une molécule SN À to 
se trouvant à l’état nor- ty su 
mal (7 = / = 0) vaut (n°0) 
D = U, — Po, Fig. 40. Schéma de répartition des niveaux de vibra- 
2 tion net des niveaux de rotation / d’une molécule 
(54.18) biatomique. 


Le champ le plus important de phénomènes où se manifeste la quanti- 
fication du mouvement de la molécule est celui des spectres moléculaires. 
Désignons par Ex les niveaux d’énergies permises de l'électron au sein 
de la molécule. L’énergie totale de la molécule et de son électron optique 
sera alors égale à 


PSErhe (r Pe ++ 10+ 1) const. (54.19) 


En adoptant cette forme d'expression de l’énergie nous avons supposé 
que le couplage entre le mouvement des électrons et celui des atomes 
dans la molécule est faible, ce qui permet de représenter de façon ap- 
prochée l’énergie totale comme la somme de l’énergie des électrons et de 
l'énergie des atomes. Cependant ce couplage existe bien, et même s’il 
est faible toute variation de l'état de l’électron (transition d'un niveau 
Ex à un autre niveau EY) entraîne une variation de l’état des atomes. 
Il en résulte que si la molécule absorbe un quantum de lumière ñ«, me 
partie de cette énergie sera dépensée pour exciter l’électron et le restant 
pour exciter le mouvement des atomes de la molécule. Inversement un 
quantum de lumière ñ#« peut être émis non seulement aux dépens de l'éner- 
gie de l'électron, mais aussi aux dépens de l'énergie de mouvement des 
atomes de la molécule. Aussi lorsqu'on cherche à déterminer les fré- 
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quences «w de la lumière émise ou absorbée par la molécule, on tiendra 
compte de ce que dans la règle des fréquences de Bohr 


how = E’— E 


on doit entendre par E l'énergie de la molécule tout entière. En substi- 
tuant dans cette égalité l'expression de E (54.19) on obtient 


ho = Ex— Ey + hog(n' — n) + L'Œ+1)—I(I+ DI (5420) 


En désignant par w,., la fréquence EE qui est déterminée par 


les transitions électroniques, nous pouvons mettre (54.20) sous la forme 
ñ 1 2? 112 
— y0 des Re PÉTER Eee 22e ui ù 
© = va, + © (nr m + [(: + 7. [r+ a | (54.21) 


Comme w., est généralement beaucoup plus grand que w, et a fortiori 
plus grand que A/2 1 on observe dans les expériences de spectroscopie, à 
côté de la raie spectrale correspondant à une transition purement électro- 


nique (de fréquence v° , toute une série de raies très rapprochées, se 
NN 


confondant presque totalement !). Un tel spectre est dit cannelé 
(ou de bandes). Ce type de spectre est caractéristique pour les molécules 
biatomiques (les spectres des atomes comportent des raies assez espacées 
dont certaines se dissocient en quelques rapprochées). Les raies faisant 
partie de bandes sont dues aux variations du mouvement de rotation 
des molécules, aussi appelle-t-on souvent ces bandes bandes de 
rotation. En plus des raies dues aux variations du mouvement de 
rotation (nombre quantique /) on observe également des raies dues aux 
variations des mouvements d’oscillation (nombre quantique n). Ces raies 
sont souvent appelées raies d’'oscillation (ou de vibration). 

La complexité des spectres moléculaires est donc déterminée par le 
fait que dans les échanges d'énergie entre la molécule et la lumière par- 
ticipe la molécule tout entière: ce ne sont pas seulement les états de l'élec- 
tron optique qui changent, mais tout aussi bien les états d’oscillation 
et de rotation de la molécule elle-même. A l'heure actuelle la théorie des 
spectres moléculaires constitue un domaine assez bien élaboré de la méca- 
nique atomique, qui est cependant loin d'être épuisé. 

Le caractère quantique des mouvements de molécules se manifeste 
non seulement dans les spectres moléculaires mais aussi dans la capacité 
thermique des gaz biatomiques. Selon la théorie classique la capacité 
thermique par degré de liberté vaut 1/2 k, & étant la constante de Boltz- 
mann, dont la valeur est 1,38:10716 erg/deg. Une molécule biatomique 


1) Le fait que ces raies se confondent ou non, dépend évidemment du pouvoir 
séparateur du spectroscope. 
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possède six degrés de liberté, et’sa capacité thermique devrait donc, 
d'après la théorie classique, être constante et égale à 7/2 k1). 

Or l'expérience montre qu’aux températures moyennes la capacité 
thermique est effectivement constante mais vaut 5/2 k, et aux basses 
températures 3/2 k seulement. Cc résultat expérimental trouve une expli- 
cation exhaustive dans la mécanique quantique. 

Si à une température T l’énergic moyenne du mouvement de transla- 
tion de la molécule, égale à 3/2 AT, est inférieure à h«,, le mouvement 
oscillatoire de la molécule ne s'excite pas (plus exactement ne s’excite 
que rarement). On peut considérer alors la molécule comme un corps 
rigide et admettre que son nombre de degrés de liberté est égal non pas 
à 6, mais à 5. On dira que les oscillations sont « gelées ». La température 
T; à laquelle cela se produit est donnée par 


3/2 KT, < hs. (54.22) 


Pour H, la température de «congélation» T,— 4300°. C'est précisé- 
ment parce que cette température est élevée que la capacité thermique 
des gaz biatomiques à la température ambiante est égale à 5/2 k. 

Lorsqu'on abaisse la température il arrive un moment où l'énergie 
du mouvement de translation devient inférieure au «quantum de rota- 
tion » #°/21 et à partir de ce moment la rotation cesse et ne participe 
plus au bilan thermique. Le mouvement de rotation est lui aussi « gelé ». 
La température de bloquage de la 
rotation 7; est donnée par 


3 rm 
PE SE 54. 
5 Tr < Si (54.23) 


Lorsque T € T; la capacité thermique 

de rotation devient nulle. Il ne sub- 

siste alors plus que la capacité ther- 

mique de mouvement de translation 0 100 200 TK 
3/2 k. 

F Fig. 41. Capacité thermique de la 

La fig. 41 représente la dépendance molécule H, Ont out de 


de la capacité thermique de rotation c, grés de liberté déterminés par ses 
avec la température. On peut constater mouvements de rotation. 


que l'accord entre la théorie quantique 

et l'expérience est parfait. La ligne en pointillé représente la capacité 
thermique selon la théorie classique. On voit qu’aux basses températures 
cette dernière théorie est en contradiction avec l'expérience. 


1) Un des degrés de liberté est du type oscillatoire, et comme l’énergie cinétique 
est alors égale à l'énergie potentielle, la contribution de ce degré de liberté vaut non 
pas 1/2 k mais 2-1/2 k. 
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$ 55. Mouvement d’un électron dans un champ 
périodique 
Un cas important est celui du mouvement d’un électron dans un champ 
potentiel périodique U (x, }, =). Si le champ a une période a dans la direc- 
tion OX, b dans la direction OY et c dans la direction OZ, la périodicité 
du champ s'exprime par les égalités 


U(x + a,7,2z) = U(x, 7,2), (55.1) 
U (x. + b,2:) = U(x. r.2), (55.1”) 
U(x,7,2+c) = U(X, r.2). (55.1”) 


Un tel champ périodique existe dans des cristaux parfaits où les ions et 
la charge électrique moyenne qui leur est associéc, présentent une répar- 
tition périodique. II va de soi que lc potentiel du champ électrique sera 
lui aussi une fonction périodique des coordonnées x, }', z. Si on introduit 
dans un tel cristal un électron, il y possédera une énergie potentielle pério- 
dique de la forme (55.1). 

En toute rigueur on a alors affaire à un problème relatif à plusieurs 
électrons. En substituant à ce problème le problème plus simple d’un 
seul électron, on réalise donc une approximation. Cette approximation 
est sûrement valable si la vitesse de l’électron est suffisamment grande 
(et tant que nous ignorons les collisions non élastiques de l'électron). 
En ce qui concerne l'application de cette approximation à l'étude du 
mouvement des électrons du cristal lui-même, on n’a pas encore démontré 
qu'elle serait valable, bien que les conclusions auxquelles conduisent les 
calculs permettent d’interpré- 
ter nombre de phénomènes. 

La fig. 42 représente l'éner- 
gie potentielle d’un électron se 
trouvant au sein d’un cristal, 
en fonction de la coordonnée 
x, l'axe OX passant par les 
centres des atomes constituant 
le cristal. Les centres des ato- 
mes sont situés dans les points 

Fig. 42. Courbe de l'énergie potentielle de  ---—24,—Aa,0, +-a,+2a,... En 

l'électron dans un cristal. ces points U présente un pôle 

La courbe en Le eee fonction d'onde de premier srdre [- ©) . 
r 

Pour déterminer les niveaux d'énergie que peut occuper l'électron 
dans un champ périodique, ainsi que les fonctions propres de l'énergie, 
nous aurons à résoudre l'équation de Schrôdinger, que nous prendrons 
d’abord dans sa représentation en « x». Cette équation s'écrit 


— Hp +us= Es, (55.2) 
[ra 


$ss] MOUVEMENT D'UN ÉLECTRON DANS UN CHAMP PÉRIODIQUE 231 


est la masse de l'électron et U l'énergie potentielle satisfaisant à la con- 
dition de périodicité (55.1). Ne cherchant qu’à établir les principales carac- 
téristiques du mouvement dans un champ périodique, nous pouvons nous 
contenter de ne considérer qu’un système unidimensionnel. Au lieu de 
(55.1) et (55.2) nous aurons alors 


U(x+a)=U(x), (55.1°””) 
7: La ÆY Fe e 
4 L U(x) Ÿ = Ev. (55.2’) 


Pour procéder à une étude de cette équation il est commode de passer 
à la représentation en «p». A cet effet nous poserons 


4 © 
eikr 


+= few 
2 V27 
où pr est l'impulsion le long de l'axe OX. Développons l'expression de 
l'énergie potentielle U en une série de Fourier 


— dk, k=k,; = 7e (55.3) 


Qrinz 


U(D= D'Un * , Un = UV’ 
—o 


(55.4) 


Les coefficients U, de cette série ne sont autres que U(x) dans la repré- 
sentation en «p». Portons (55.3) et (55.4) dans (55.2’): 


+. es de ES) 
Eu \ ke (k) == dk + D Un \ ch) — "dk = 
2H À F2% -æ ‘a 27 

+ © 


(55.5) 


£] He 
et en intc- 


ni 


grant par rapport à x de —o à +, nous obtenons des fonctions à 


En multipliant les deux membres de cette équation par < 


+ æ@ on 


3 | He) @—kJa+ À Ün fewspÆ su —K') & = 


= £ \ c(k) D (E — K’) dk. (55.5) 


En intégrant ensuite par rapport à À et en remplaçant £” par k, nous 
obtenons 


3 ect) à > Une («+ < rs <=) = Ec (k). (55.6) 
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C'est l'équation (55.2) dans la représentation en «p». Elle présente la 
particularité de ne comporter que des c(k) dont les arguments diffèrent 
les uns des autres d'une quantité 2 rn/a (n — 0, +1, +2,...). 

Les quantités c (k), c (k + 2 xn/a) sont les inconnues que nous devons 
calculer. Elles sont toutes interconnectées par des équations de la forme 
(55.6), qu’il est facile d'écrire en remplaçant dans (55.6) k par k + 2 ma. 
m étant un nombre entier. En faisant passer dans le premier membre de 
(55.6) le terme en E, nous pouvons écrire aussitôt les équations pour toutes 
les fonctions interconnectées en c(£ + 2 xm/a): 


sens mm sms 


+EUek+# +2 = 0, 


m = 0, Æ e—rcw+Ë Une [k+ ) = 0. (55.7) 


fee 2 + 


C'est un système d'équations algébriques linéaires homogènes pour un 


nombre infini d'inconnues c {* + 2) 6m = 0, +1, +2,...). Afin que 


ce système puisse avoir des solutions non nulles, il faut que son détermi- 
nant À soit égal à zéro. Ce déterminant dépend de E et de k (ainsi que 
de tous les coefficients U;) et en général c’est une fonction transcendante 
de E. Aussi l’équation 


A(E k)=0 (55.3) 


a une infinité de racines E = ÆE,. E:,..., Ej...., et chacune d'elles est 
fonction du nombre d’onde 4. Il s'ensuit que le spectre énergétique d'une 
particule se déplaçant dans un champ périodique doit comporter plusieurs 
régions 


E= Ej(k), j=1,2,3,... (55.9) 


à l’intérieur desquelles l'énergie est fonction du nombre d’onde k. Ces 
différentes régions sont appelées bandes d'énergies per- 
mises ou plus simplement bandes d'énergie. 
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Montrons que dans les limites de chaque bande, l'énergie est une 
fonction périodique du nombre d’onde k, avec une période égale à 2 x/a. 
Pour le démontrer remplaçons partout dans le système d'équations (55.7) 
k par k + 27/a. On se rend aussitôt compte que cette substitution ne 
modifie que l'ordre de disposition des équations, ce qui veut dire que le 
système se transforme en lui-même. Donc les racines E; restent les mêmes, 
de sorte que l’on peut écrire 

E {e £ 2 = E;(k). (55.10) 
L'énergie est donc effectivement une fonction périodique de k, et peut donc 
s'exprimer par la série de Fourier 


Ejk) = S Ejm COS (mak), (55.11) 
m-0 


dont les cocfficients E; ne dépendent que de la forme de l’énergie poten- 
tielle U(x), donc de U, !). 

On a représenté fig. 43 des courbes typiques de la dépendance E; (4) 
pour les deux premières bandes E, et E:. Dans la première bande l’énergie 
passe d’un minimum E; à un maximum E;”, et dans la seconde de ÆE; à 
E;’. Les valeurs de E comprises entre E;’ et E; ne peuvent être assumées 
et cet intervalle constitue une bande interdite. Le spectre est 
donc constitué de segments d’un spectre continu (donc de bandes) s'éten- 


fifa “2tfa -#/a ‘0 +1/a ‘2ffa ‘fa k 


Fig. 43. Spectre énergétique et variation de l'énergie en fonction du nombre d'onde 
k d’un électron se mouvant dans un champ périodique. 


dant de Eï jusqu'à Ej’, de E° jusqu'à E:’, etc. En règle générale les bandes 
interdites deviennent plus étroites à mesure qu’augmente le numéro de 


1) Nous avons écrit la série toute en cosinus. La série de Fourier comporte en 
général aussi bien des sinus que des cosinus. Mais il est facile de conclure d’un examen 
de (55.7) qu'en remplaçant & par —k on ne peut faire varier les coefficients de (55.7). 
A la suite d’une telle substitution on retrouve les mêmes coefficients. Il en résulte 
que E doit être une fonction paire de k. 
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la bande, jusqu’au moment où à la limite j — le spectre devient continu. 

Il est tout aussi facile de trouver la forme générale des fonctions propres. 
A chaque valeur propre E — E;(k) correspond une solution déterminée 
du système d’équations (55.7). À une valeur donnée E;(k) correspond 
un c;(k), avec une valeur déterminée de À ou une valeur qui en diffère 


: 27 : ; 
d’un multiple de —=— - Si nous voulons exprimer c;(k) sous la forme 
a 


d'une seule fonction, nous pouvons le faire en utilisant des fonctions 3: 


+æ 2= 
cjx (K°) = cj(K*) > ÿ [e + SF (55.12) 
nn —-n a 
C'est précisément la solution qui correspond à la valeur propre E;(k) 
et qui est donnée dans la représentation en «p» (puisque k° = p'/h). 
On en déduit 4% dans la représentation en «x» 
+ 
Ujr (x) = \ ce K') — TE T2 


—< 


( S « mysfe + - ke) de 


eu n- —. V2r 
En intégrant par rapport à k” on obtient 
i(e+ LE 
ÿ nl e ® 
Djk (x) = Cj {* Sr _ —? (55.13) 
n- 2, F2r 


En mettant eilz en facteur devant le symbole somme. il vient 


je (x) = er ujx (x), (55.14) 
où u;x (x) est unc certaine fonction périodique de x avec a pour période: 
ujx (x + à) = ujx (x). (55.15) 


Ujx (x) de l'équation (55.14) est précisément la fonction propre de l’opé- 
rateur d'énergie dans la représentation en « x », correspondant à la valeur 
propre E;j (x), donc à la j-ième bande et au nombre d'onde £. Cette fonction 
représente une onde plane (ef*7) modulée avec la périodicité de l'énergie 
potentielle. La fig. 42 représente la partie réelle de cette fonction (courbe 
en pointillé). La position des noyaux des atomes (pôles de la fonction 
U (x)) est marquée par des points sur l’axe OX. A proximité de ces points 
la fonction %;x (x) est peu différente des fonctions qui sont caractéris- 
tiques pour des atomes isolés. 

Il s'ensuit immédiatement de la solution (55.13) que les états ayant 


une valeur bien déterminée de l'énergie ((AEŸ = 0) sont des états dont 
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l'impulsion p est indéterminée (comme c'est usuel en présence d’un champ). 
C’est précisément dans un état d'énergie E;(k) que l'on peut trouver des 
valeurs de l'impulsion égales à 


p= x +(Æ M}, nSOHL HE... (55.16) 

avec une probabilité 
w (pa) = 2m)À (55.17) 
pOur Pa = h [ + _ En règle générale la valeur moyenne de l'impul- 


sion dans l’état dr n'est pas nulle. 

Démontrons maintenant un théorème concernant le mouvement d’un 
paquet d'ondes dans un champ périodique: ce théorème est similaire à 
celui du mouvement d'un paquet d’ondes en l'absence de champ (cf. $ 7). 
La dépendance avec le temps des fonctions ;x (x) caractérisant des états 
stationnaires s'exprime par une loi harmonique avec une fréquence 
E® , 

h 


© = 
; E QU 
!  t)= A E 
Vie (x 1) = Va (ne S 
En partant de ces états formons un groupe en n'y incluant que les fonc- 
tions appartenant à une seule et même bande (j). On pourra donc omettre 


dans ce qui suit l'indice j. D'après la définition du paquet d’ondes nous 
avons 


(55.18) 


k+ AK 
dx 1) = \ c(&) ei et) ny (x) dk, (55.19) 
k— AE: 
où Ak est un petit intervalle de valeurs de k. En posant 


k= ko +6, © 4 = 0 Ko +[P S 4: 
0 


et en supposant que c (k) et ux (x) sont des fonctions de £ lentement varia- 
bles (dans la région £, + AK), nous aurons au lieu de (55.19) 


Û y 4x iF-(À) QC 4 ; 
ü (x, 2) = c (ko) un, (x) été) \ e & Jo 45. (55.19) 

ak 
Les facteurs se trouvant devant le signe intégrale sont des fonctions rapi- 
dement variables de x et de 1. L'intégrale par rapport à ô varie, par contre, 
lentement, à condition que A4 soit petit. On peut donc considérer cette 


intégrale comme l'amplitude du paquet d (x, r), exactement comme nous 
l'avons fait au $ 7. 
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En reprenant exactement le même raisonnement qu’au $ 7 nous arri- 
vons au résultat que le maximum d’amplitude (le «centre » du paquet) 
se déplace à une vitesse de groupe égale à 


= (2), = (+) ! (55.20) 


Il en résulte que l’impulsion moyenne d’un tel paquet vaut 
= u [dE 

=uv= —|—|. 55.21 

pou, ( 2 ( ) 

A l’aide de l'expression (55.11) de E nous pouvons obtenir la formule 

donnant l'impulsion moyenne d’un groupe d'états de la j-ième bande à 

proximité de k, = k: 
p=— Z' Ejm M sin (mak). (55.22) 


mi 
On voit qu'aux bords de la bande {k = + æ] l'impulsion moyenne 5 = 0. 
a 


En examinant la forme des fonctions ‘;r (x) (55.13) on discerne aisé- 
ment que dans les cas considérés nous avons affaire à des ondes sta- 
tionnaires modulées. Pour k # xn/a l'impulsion moyenne n'est 
pas nulle en général. Par conséquent les états caractérisés par une énergie 
bien déterminée en présence d’un champ périodique sont des états dont 
l'impulsion moyenne n’est généralement pas nulle. 

Si on se limite aux deux premiers termes de la série (55.11) (m = 0 
et m — |) on trouve 


E(k;) = Ejo + Ejncos (ka). (55.11) 


Au centre de la bande (à proximité de k = 0, cf. fig. 43), on peut déve- 
lopper (55.11') suivant les puissances de k, ce qui donne 


ER) = Ex + Eh ji +...) (55.11) 


Pour un mouvement libre l'énergie est égale à 


TE (55.11) 
24 


(cf. $ 7). On peut récrire (55.11’’) sous la forme suivante 


Ej(&) = const + © (55.23) 
2u* 
où u* est la masse dite effective 
LES se =1,#H5@) ., (55.24) 


u* 5 dk?  ]x=0 
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L’impulsion est donc 


p= hk, (55.25) 


ce qui montre qu’elle se distingue de l'impulsion d’une particule libre 
par le coefficient w/u*. En procédant de façon similaire on peut exprimer 
l'énergie aux bords de la bande (k — +x/a). Considérons par exemple 
le voisinage du point £ — +7x/a. En posant k& — +/a —E on a 


cos (ak) — cos (7 — £a) — — cos (Ea). 


Dans cette région on a 
Et a? 
E;(R) = Ejo— En É =. +. } 


ou bien 
Ej(K)=const+ ÀE, EE 4, (55.23) 
2u** a 


où u** est la masse effective au bord de la bande. Il s'ensuit de (55.24) que 
pré = —p*, 

ce qui signifie que les masses effectives au centre et au bord de la bande 

sont de signes contraires. 

Les théorèmes que nous venons d'établir présentent un intérêt excep- 
tionnel pour la théorie moderne des métaux !). Il nous est impossible de 
donner ici tous les détails de cette théorie qui connaît actuellement un 
large développement. Nous nous limiterons à quelques remarques d’un 
caractère très général. Le théorème relatif au mouvement d’un paquet 
d’ondes dans un champ périodique montre qu’en présence d’un champ 
périodique un électron se déplace avec une impulsion moyenne invariable 
qui en général n’est pas nulle (ceci a été démontré par F. Bloch dès 1927). 
L'existence d’une résistivité électrique dans les métaux ne peut être due 
qu’à ce que les métaux réels ne sont pas des milieux cristallins dont le 
champ est parfaitement périodique. Les déviations par rapport à une 
périodicité parfaite du champ déterminent une dispersion des ondes élec- 
troniques [Ÿ;k (x)] ce qui entraîne des variations de l’impulsion moyenne 
de l'électron ÿ;x et l'apparition concomitante d’une résistivité électrique. 
Ces écarts à la périodicité sont dus à deux causes principales: 1) les vibra- 
tions thermiques des atomes du métal, 2) la présence dans le réseau cris- 
tallin d’impuretés et les déformations aléatoires de taille microscopique. 
A mesure que l’on refroidit le métal l’amplitude des vibrations atomiques 
diminue, ainsi que la dispersion des ondes électroniques, et de ce fait la 


1) Nous aurions peut-être dû généraliser ces théorèmes au cas” tridimensionnel. 
Cependant cette généralisation se ramène à augmenter le nombre de variables (x, 
y, z au lieu de x, et kz, k,, kz au lieu de &), tous les théorèmes conservant leur 
pleine validité. 
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résistivité électrique décroît également. Dans un cristal qui a été élaboré 
dans des conditions spéciales, la deuxième cause de dispersion peut être 
rendue négligeable et la température baissant, la résistivité du métal 
doit tendre vers zéro (ou plutôt vers une très faible valeur!). D’après 
la théorie classique la résistivité devrait au contraire s’accroître (du fait 
d’une «congélation du gaz électronique »). 

La théorie quantitative de la résistivité électrique des métaux, qui 
a été élaborée à partir de ces considérations qualitatives, se trouve en bon 
accord avec l'expérience. 

Notons encore un détail intéressant. Bien que les expériences de Tol- 
man aient fermement établi que la conductibilité des métaux est due au 
mouvement des électrons, on dispose de données selon lesquelles, pour 
certains métaux, le signe de l'effet Hall est tel que l’on pourrait attribuer 
la conductibilité au mouvement de particules portant une charge positive. 
La mécanique quantique fournit une interprétation parfaitement satis- 
faisante de cette anomalie. On démontre que si la conductibilité d’un 
métal est assurée par des électrons localisés au bord d’une bande d’énergie, 
tout se passe comme si la conductivité était due non pas aux électrons 
mais à des particules portant une charge positive. 

Imaginons qu'un électron se trouvant au bord d’une bande soit soumis 
à l’action d’un champ électrique $. La force qui agit sur l'électron est 
alors égale à e$. Sous l'action de cette force l'impulsion moyenne doit 
varier d’une quantité qui est égale, selon le théorème d’Ehrenfest, à 


dp 


—" —eê. 
dt 
Conformément à (55.21) on trouve 
three [+ SE) Le dE &, 
dr dt \ñ dk h dk d 
D'autre part le travail produit par seconde par le champ est 
SE dE dk _ ,s,_ ,g1 dE, 
dt dk di dk 
On en tire 
Mrs; 
dt hi 


1) On ne doit pas confondre cette baisse de résistivité avec le phénomène de 
«supraconductibilité » qui consiste en une disparition subite de la résistivité électrique 
de certains métaux lorsqu'on abaisse suffisamment la température de ces derniers. 
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on arrive au résultat suivant . 


Mis (55.26) 
dt u°* 


Dans le cas général u* est une grandeur positive (on s’en rend compte 
en remarquant que lorsque l'intensité du champ périodique diminue, 
U — 0, c'est-à-dire que lorsque le mouvement tend vers un mouvement 
libre. u*—u). Mais d'après (55.25) p** = —u* < 0. 

Donc d’après (55.26) un électron se trouvant au bord d’une bande 
se déplace comme s’il portait une charge e’: 


donc une charge opposée à celle de e [puisque LR UE 


u°* 


CHAPITRE IX 


MOUVEMENT D’UNE PARTICULE CHARGÉE 
DANS UN CHAMP ÉLECTROMAGNÉTIQUE 


$ 56. Mouvement dans un champ électromagnétique 
quelconque 


Considérons le mouvement d’une particule de charge e et de masse 
dans un champ électromagnétique arbitraire. Soient & l’intensité du champ 
électrique et # l'intensité du champ magnétique. Nous pouvons exprimer 
ces intensités l’une à l’aide du potentiel scalaire V, et l’autre à l’aide du 
potentiel vecteur A: 


Len PA (56.1) 


Æ = rot A. (56.2) 


Nous avons montré au $& 27, formule (27.9), que le hamiltonien est dans 
ce cas égal à 


Am Pr (A P)+ EE div A+ At+ ep + U, (56.3) 


où U = une ne de ne que l’on associe pour tenir compte du 
cas où en dehors des forces électromagnétiques il y aurait d’autres forces. 

Nous ne chercherons pas maintenant à définir les états stationnaires, 
étant donné qu’ils n’existent pas toujours en présence d’un champ électro- 
magnétique arbitrairement choisi. Nous nous contenterons donc d’établir 
les équations de mouvement et d'en tirer quelques conclusions de caractère 
général. 

Pour établir les équations de mouvement nous pouvons nous baser 
sur la théorie générale qui a été exposée au $ 32. D’après (32.2) et (32.2’) 
le problème se ramène au calcul des crochets quantiques de Poisson pour 
les coordonnées x, y, z et pour les impulsions Ê,, Ê,, d en entendant 
par l'opérateur À le hamiltonien (56.3) 1). 


Calculons d’abord l’opérateur de vitesse 22 Re (Pet $ et — 2 seront écrits 
par analogie]- Nous avons 
= (4,x] = (P°, x] — € [A B, x. (56.4) 
24 ue 


1) Le calcul ultérieur est analogue à celui de la théorie classique, qui est donné 
à l'annexe VI 
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Nous avons déjà calculé le premier crochet (cf. (32.5)): il vaut P,/u. En 
ce qui concerne le second crochet nous pouvons écrire 


, A 1 « L 
[A À, x] = [Ar Pr, x] = —(NAr Pr — Az Pa x) = 
= _ Lx Az Pr — Az(XBz — ih)] = 42. (56.5) 


Il s'ensuit que 


dÀ x fs. € 

a 2 er LE 42], 

dÿ TRE + BB 4. 

a = | — 4), (56.6) 
d2 … e 

FE [A, z] = AR £A). 


Ces équations opératorielles coïncident exactement avec le deuxième 
groupe des équations classiques de Hamilton (cf. annexe VI, formule 
(10’)) en entendant par À non plus un opérateur mais une certaine ‘grandeur. 

L'établissement du deuxième groupe d'équations est plus compliqué. 


Commençons par calculer 2 : 
{4 


dé 


, = (A, Pa = — + AP. Pal+ PE [div A, P:)+ 


Le ee [A*, Ê:] + {ey + U, Bi]. (56.7) 


Calculons tous les crochets en commençant par le dernier: 
ov C1 


{eV + U, Pll=—e—-——; (56.8) 
2x ôx 
8 e?  2A! à Az 0Ay 04: 
—— [AS Ê;] = — —— = — Az — + Ay — + À ; 
= [AŸ, Pa] 2ue 8x (4% je +4) 
2e (div A, Pise 4 div A = Az Az + a]. 
2uc dx ES dyôx dzôx 
= AB; P1=< AE Les, + À]. 
uc 
Il s'ensuit que 
dB: au CL4 e [ 24- 
sp À. 
dt 0x : ax Te uc aile dd :) L 


24 u (8, —£4,)+ 24: (A-£4)]- 2288. (56.9) 
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Pour calculer la dérivée non pas de l'impulsion généralisée, mais de 
l'impulsion ordinaire qui vaut, d’après (56.6), 


dÿ :- 

Te = ee Az. (56.10) 
on doit retrancher de (56.9) la quantité -- DE Nous calculons d’abord 
On a 
c 

e dAz e JA; CS 
ee 2 = < = + - [H, 4, 56.11 
c à no e CHA) ( ) 


En y portant l'expression (56.3) de # on obtient 


© (A, Ar) = = [B2,4,)—< (AB, 4,1 (56.12) 
c 2uc uci 


Calculons maintenant les crochets 


[Ê*, 4,1 = 2 ( Ê,+ ep SE Ps + a Æ Pa) — in Ve 42, (56.13) 


[AB,41= 4, sn. A ve + 4, es. (56.14) 
On en tire 
e dAz e CA, e [24 (5 e 
PAR ES pe tp el 
c dt dE lé «4: 
d Th) dE [AL 4) 2% v°4+ (56.15) 
En soustrayant maintenant < as (56.15) de —— de (56.9), il vient 
Le 
d {5 e 
TP Al = 
a x :) 
(+2) << =] e](E- L 4) — 
ôx c ôt êx êx 
-<(S-Æ)fe-t4a)+ LEE SR), (56.16) 
uc | &z ex : 
mais comme 
18450 _g. Av 4e g Ae 4e | 
c à êx 7 x Er 5 ëz êx É 
LT PRE = La de 4: _— | = — rot, #. 
êx &y | dy ôx êx 
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En tenant encore compte de (56.10), l'expression (56.16) nous donne 


di dŸ dè îhe 
= — — £ Ko — —K, | — “rot, 
U a D +e r+- 7 A z a 11 a ] 2uc rOtr #. (56.17) 


Les opérateurs de vitesse F et £ ne sont pas commutables avec le champ 
(8 


(s’il n'est pas homogène), aussi est-il indiqué de symétriser l’équation 


(56.17): 


dŸÿ 1 _ih 2x 
= %X Ayl= —|l, — HX, + =, 
man ti ol, (0 les 
d? 1 5 e ih 8x, 
= = X ee LE ne x y. 
% di u v(Pe c 4] L(f L 4] cd Le ‘8z 
On en ture 
CACLARES RE 
dt 
1 . d£ d2 % ik 
Re Pro u Xy— — — — xd. fé 
, Fe = Pi dg + x] + ï rot ,# (56.18) 


En portant (56.18) dans (56.17) on obtient finalement 


d' À eu 
D net 
dÿ , dŸ gt = 
+£feide x Lx]. (6619 
L'expression 


Er be+ € (x + ax) - (x + )x)] (56.20) 


doit être considérée comme l'opérateur de la force de Lorentz agissant 
dans un champ $, À sur une particule de charge e. En effet l'expression 
classique de la force de Lorentz est 


= e6,+< mr 
di 
Les deux autres équations pour les axes OY ct OZ s’obtiennent par subs- 
titution cyclique de x, y, =. 
Passant de l’équation d’opérateurs (56. 19) à l'équation des valeurs 
moyennes (on multiplie pour cela (56. 19) à gauche par Ÿ* (x, y, z, 1) et 
à droite par % (x, y, z, tr), puis on intègre le tout en étendant l'intégration 
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à tout l’espace), on obtient l'équation d’Ehrenfest relative au mouvement 
d’une partiqule chargée dans un champ électromagnétique 


dax 
dr rares D s 


be Des + 


— (e + x) (56.21) 


Cette équation est en tout point analogue à l'équation classique de Newton 


dx au . e dy dz ; 
= = —— Sr tr {XX — —X, — |: 56.21 
n +eë+<(x+ El (6621) 


Considérons maintenant le cas particulier de mouvement dans des 
champs électrique et magnétique homogènes. 8 et # sont alors indé- 


pendants des coordonnées et sont donc commutables avec les opérateurs 


, et 2. De ce fait au lieu de l’équation (56.21) on a pour les 


champs homogènes 
dE e dj d& 
ses +< (ee =) (56.22) 


X, ÿ, Z étant les coordonnées du centre du paquet d’ondes. La comparaison 
avec (56.21°) signifie que le mouvement du centre du paquet d’ondes s’ef- 
fectue selon les lois de la mécanique classique comme celui d’une particule 
de charge e et de masse u. 

En l’absence de champ magnétique, au lieu de (56.22) nous aurons 
e &z 


12 + Dot + Xo (56.23) 
24 


cela signifie que nous aurons alors affaire à un mouvement uniformément 
accéléré du centre du paquet d’ondes. Remarquons que dans un champ 
électrique homogène les solutions stationnaires n'existent pas (les fonc- 
tions d’onde correspondantes tendent vers l'infini pour x = +, selon 
le sens du champ &,). En effet d’après (56.23) pour f — « le centre du 
paquet d'ondes doit se trouver à l'infini, ce qui s’interprète en disant que 
le champ chasse les particules dans le sens d’une diminution de l'énergie 
potentielle. 

Dans un champ magnétique il existe des solutions stationnaires (cf. 
$ 57); elles existent aussi en présence de champs magnétique et électrique 
superposés, à condition qu'ils soient mutuellement perpendiculaires. 


Il résulte de (56.1) et (56.2) que si à la place des potentiels A et F on introduit 
deux autres potentiels A’ et P” qui sont liés aux premiers par les relations 


A'= A +V/, (56.24) 


V'=V— Li 2, (56.25) 
c dt 
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où f représente une fonction arbitraire des coordonnées et du temps, les potentiels 
A’ et V”’ caractérisent le même champ que A et F. On a en effet 


1 A TL 


= ————vr= s— "+ v+i tv 
ce à c 


Æ'-rot A" Æ: rot (VS) : Æ. 


Ceci montre que les potentiels A et F sont parfaitement arbitraires, jusqu'aux trans- 
formations (56.24) et (56.25) y compris. Or comme les potentiels figurent dans l'ex- 
pression du hamiltonien # on pourrait penser que les conclusions physiques que 
l'on peut en tirer doivent dépendre du choix de A et de F”. Cependant il n'en est rien. 
Les résultats physiques ne dépendent que de la nature du champ 5, Æ ct non des 
potentiels A et F. Dans l' équation de mouvement (56.21) ne figurent que les intensités 
des champs, les potentie}s en étant exclus. Cet exemple confirme le bien fondé de notre 
affirmation. 

Nous laissons au lecteur le soin de démontrer par substitution directe le pro- 
blème suivant. Connaissant la solution de l'équation de Schrüdinger 


n À = Av, (56.29) 
C1 
où À est le hamiltonien (56.3), la solution 4’ de l'équation de Schrédinger 
ik _ = #'Y, (56.26) 


où Â’se distingue de À par la substitution de A’ et V”’ à À et F par application des 
ve ca29 et (56.25), peut être obtenue à partir de la solution connue ‘ à l’aide 
e ormule 


—1 
g=ÿer. (56.27) 
Puisque / est une fonction réelle, on doit avoir 
19 P=tgp, (56.28) 


gi ge — ge yen © ay pe = 
2u ue 


_ 2 Ge — 4 VD — TL AIYE= I (56.29) 
u ue 


— f à 
(ceci pour la raison que V4’ = Yye * = V9). 


Ceci montre que la probabilité de présence de la particule et la densité de courant 
restent inchangées lorsqu'on modifie les potentiels selon (56.24) et (56.25), le champ 
électromagnétique restant le même. On démontre de même que toutes les autres 
grandeurs physiques restent inaltérées dans ces conditions. 

Cette propriété de l'équation de Schrôdinger porte le nom d’'invariance 
électromagnétiquet). 


1) Les équations classiques de Hamilton présentent la même propriété 
(cf. annexe VI). 
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$ 57. Mouvement d’une particule chargée libre 
dans un champ magnétique homogène 


Orientons l’axe OZ le long du champ magnétique. Les composantes 
du champ seront alors X; — #, —0, X, — 
Posons que le potentiel vecteur A soit de la forme 


Az = —%Xy, Ay = Az = 0. (57.1) 


Cette équation définit précisément le champ que nous avons choisi (ce 
qui justifie le choix de A) 


L=0, LS == _. ce (57.2) 
y 


Nous supposerons qu’il n’y a pas d’autres champs (U—=0, VF = 0); 
l'équation de Schrôdinger pour les états stationnaires s'écrit donc selon 
(56.3) sous la forme 


fa a ihe La on 0 
— Vo —— XX —— X#° = E 57.3 
2u eV de + pe y 9 = Ed. (57.3) 
Nous pouvons procéder aussitôt à une séparation de variables en posant 
( (x, y, 2) = ed ? C), (57.4) 


où « et $ sont des constantes. 
Portant ie - dans (57.3) nous obtenons l’équation de la fonction o (y): 


= ER » ee. = me” 
ner ME Hyq+ Se = (E . Ze. (57.5) 


Il est facile de ramener cette dernière équation à celle de l’oscillateur har- 
monique en posant 


VV — x (57.6) 
Lee, (57.6) 
uc 
PE RL (57.6”) 
2u 


Après quelques transformations l’équation précédente se réduit à l’équation 


ss #3 d'o po 
2m dyi 


y p—=Eey. (57.7) 


Or, c'est l’équation d’un oscillateur de masse uw et de fréquence «, 
(cf. (47.3)). 
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En se basant sur les solutions connues de l'équation d'un oscillateur, 
nous pouvons écrire immédiatement les solutions que nous cherchons 


€: 


pnO)=e ? Ha), (57.8) 

Si Go r — PTS : frac 
ë J a. | : È ++ J (57.9) 
€ = fo [n +3} n=0,1,2,... (57.10) 


Il s'ensuit que les fonctions propres de la particule soumise à l'action 
de ce champ seront 
Q 
Vas (x, P,z)=eilmtle ? H,(E), (57.11) 
et les niveaux quantiques correspondants seront donnés par la formule 


En (8) = _ +=) Fe (57.12) 


avec n — 0,1,2,... 
Le dernier terme du second membre est l'énergie cinétique du mou- 
vement le long de l’axe OZ (le long du champ) tandis que le premier terme 


EO)= 27 (r g =) (57.12°) 
uc 2 

représente l'énergie du mouvement dans le plan x, y perpendiculaire au 
champ magnétique. Nous pouvons exprimer cette énergie en termes de 
l'énergie potentielle du courant, présentant dans le champ # (0, 0, %) 
un moment magnétique KR. On posera 


En =—- MA) =-MX—Mr(n+I)X (57.13) 


Cette formule montre que la projection du moment magnétique sur la 
direction du champ magnétique %, est un multiple entier du magnéton 
de Bohr Us. 

La mise en évidence de la quantification de l’énergie d’une particule 
libre se déplaçant dans un champ magnétique est un résultat important 
de la mécanique quantique, puisqu'il détermine l’apparition dans le gaz 
électronique de propriétés diamagnétiques; conformément à la théorie 
classique le gaz électronique ne saurait être diamagnétique. 

Les fonctions propres (57.11) sont parfaitement conformes à la loi 
classique du mouvement dans un champ magnétique. D’après la théorie 
classique nous devons observer un mouvement circulaire dans le plan 
x, y de fréquence «w, (c’est précisément cette composante du mouvement 
qui est quantifiée), superposé à un mouvement de translation libre le long 
de l’axe OZ). 


1) Voir annexe X où l’on donne le calcul correspondant d'après la mécanique 
classique. 
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En effet la fonction d’onde (57.11) implique que l'impulsion géné- 
ralisée le long de OX est égale à p? = ha et le long de OZ à p£ = ñ8. Le long 
de l’axe OY on observera un mouvement harmonique de fréquence w, 

0 
centré sur la position d'équilibre définie par y, == _. Selon la mécani- 
e 


que classique l'impulsion le long de OX doit être constante, ce qui ne 
s'oppose nullement à ce qu’il se produise le long de cet axe une oscil- 
lation harmonique autour d’une position d’équilibre x, puisque p, — 


e 
= pt; + Sr x et non pas ut,! 


Comme l'impulsion généralisée p? détermine la position d’équilibre 
Yo. l'énergie de mouvement E, (B) ne dépend pas de p£. 

Le fait que la solution que fournit la mécanique quantique semble 
impliquer un mouvement harmonique le long du seul axe OY, tandis 
que le mouvement circulaire prévu par la mécanique classique implique 
une oscillation harmonique le long de deux axes OY ct OX (avec une dif- 
férence de phase égale à x/2), tient à ce que la fonction d'onde #3 (x, }, z) 
(57.11) caractérise un état dont la position d’équilibre x, par rapport 
aux oscillations le long de OX reste indéterminée. 

Puisque l'énergie E; (B) ne dépend pas de «, nous avons affaire à une 
dégénérescence infiniment grande, correspondant à toutes les positions 
d'équilibre x, imaginables. Par conséquent à l’énergie Ex (B) répond non 
seulement la solution 4,8 que nous avons trouvée, mais aussi toutes 
les fonctions d’onde telles que 


+ g 
dns (x, ÿ, 2) = \ c(a)eïts+8)e 2? H,(£) da, 
—© 


c (x) étant une fonction arbitraire de «. 

Il est notamment possible de choisir une fonction c (x) telle que la 
solution 4,8 correspondrait à une position d’équilibre sur l'axe OX par- 
faitement déterminée (xo). 


CHAPITRE X 


‘ 


MOMENTS CINÉTIQUE ET MAGNÉTIQUE PROPRES 
DE L’ÉLECTRON (SPIN DE L’ÉLECTRON) 


$ 58. Preuves expérimentales de l’existence 
du spin de l’électron 


La théorie du mouvement d'une particule chargée dans un champ 
magnétique, que nous avons exposée au paragraphe précédent, est loin 
d’être complète. C’est qu'en plus des moments cinétique et magnétique 
apparaissant du fait du déplacement du centre de masse de l’électron, 
il est nécessaire de lui attribuer des moments cinétique et magnétique 
propres, comme si l’électron était non pas un point matériel, mais une 
toupie chargée tournant sur elle-même. Ces moments cinétique et ma- 
gnétique propres sont dits «de spin» (pour les distinguer des moments 
cinétique et magnétique de l'électron, que nous appellerons dorénavant 
moments orbitaux). Le phénomène lui-même porte le nom de spin 
de l’électron. 

Nous allons exposer les données expérimentales qui confirment l'exis- 
tence du spin. Une indication simple et directe témoignant de l'existence 
du spin est fournie par les expériences de Stern et Gerlach relatives à la 
quantification spatiale ($ 3). Stern et Gerlach ont observé qu’un pinceau 
d’atomes d’hydrogène dont on pouvait être certain qu’ils se trouvaient 
à l'état s était scindé en deux. Dans cet état aussi bien le moment méca- 
nique que le moment magnétique orbitaux sont nuls. Or le fait que le 
pinceau atomique était dévié par le champ magnétique appliqué, témoigne 
de ce que les atomes se trouvant à l’état s possèdent un moment magné- 
tique. Le fait que le pinceau d’atomes ne soit scindé qu’en deux et seule- 
ment deux faisceaux indique que la projection de ce moment magnétique 
ne peut assumer que deux valeurs distinctes. Les résultats de mesure mon- 
trent qu’en valeur absolue ce moment était égal au magnéton de Bobr 
Mz. On voit donc qu’un atome ne possédant qu’un seul électron et se 
trouvant dans l’état s présente un moment magnétique % dont les pro- 
jections sur l'axe du champ magnétique appliqué ne peuvent assumer que 
deux valeurs + Ms. : 

L'existence de ce moment magnétique dans un état ne pouvant pré- 
senter de moment orbital ne peut être expliquée qu’en postulant que ce 
moment magnétique est propre à l’électron lui-même. Cette hypothèse 
se trouve étayée encore par les faits suivants. Les raies spectrales des 
atomes, même de ceux qui ne possèdent qu’un seul électron optique, s’avè- 
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rent être plus complexes que l'on pourrait s'y attendre d’après la théorie 
du mouvement de l’électron dans un champ de forces centrales, que nous 
avons exposée ci-dessus. Aussi, par exemple, pour l'atome de sodium, 
on observe non pas une raie spectrale (a) (fig. 44), déterminée par la tran- 
sition 2p —> 1s, mais deux raies très proches l’une de l'autre (b, c) pro- 

venant de deux niveaux très 


29 D{ rapprochés. C'est le doubl et 
de Na (constitué par les raies 
5895,93 À et 5889,96 À). 
On doit donc admettre que 
© ë| |c le terme p de Na est constitué 
de deux niveaux très rappro- 
chés. On observe une structure 
similaire des raies spectrales 
Is ls pour d’autres atomes et on 
Fig. 44. Structure en multiplet du l'appelle structure en 
Les transitions ei naissance à deux Min Pet P ; se 
raies rapprochées (doublet) La théorie du mouvement de 


l’électron dans un champ de 
forces centrales montre que le terme 2p (n — 2, 1 — 1) est constitué de 
trois niveaux confondus (m = 0, +1) et non pas de deux niveaux très 
voisins. L’éclatement de trois niveaux confondus ne peut se produire qu’en 
présence d’un champ extérieur, tandis que le doublet (b, c) s’observe en 
l'absence de tout champ appliqué. 

L'hypothèse suivant laquelle l'électron posséderait un moment ma- 
gnétique propre Îz permet d’expliquer sans difficulté l’origine du dédouble- 
ment des termes spectraux des atomes monovalents. Dans tous les états 
de l'atome (p, d,...), exception faite de l’état s dans lequel le moment 
orbital est nul, il existe des courants électriques (cf. $ 53). Ces courants 
créent un champ magnétique interne. Suivant l’orientation du moment 
magnétique du spin de l'électron (dans le sens du champ ou en sens con- 
traire) on distingue deux états d'énergies légèrement différentes, en consé- 
quence de quoi chacun des niveaux p, d,... se scinde en deux niveaux 
voisins (cf. $ 62). 

Nous verrons dans ce qui suit que l'éclatement des raies spectrales 
des atomes en présence d’un champ magnétique (effet Zeeman, $& 74) 
exige également que l’on fasse appel à l’hypothèse de l'existence du spin 
de l’électron pour en donner une interprétation valable. 

Considérons maintenant le problème du moment cinétique propre 
de l’électron. Désignons-le par s. Si la projection s; de ce moment sur 
un axe OZ arbitrairement choisi était égale à un nombre entier de la valeur 
de la constante de Planck m,h (comme cela se produit pour le moment 
orbital) on pourrait s’attendre à au moins trois orientations différentes 
du spin: m, = 0, +1. Or les résultats cités des expériences de Stern et 
Gerlach, ainsi que le dédoublement des niveaux p, d,... montrent que 
seules deux orientations du spin de l’électron sont possibles. Ces données 
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factuelles ont conduit les physiciens hollandais Uhlenbeck et Goudsmit 
(1925) à postuler que la projection du moment cinétique propre de l’électron 
sz sur un axe quelconque serait égale à un multiple entier de la demi-valeur 


de la constante de Planck, et ne peut assumer 
que deux valeurs 


ee ++ (58.1) 


Conformément aux données factuelles Uhlenbeck 
et Goudsmit ont complété cette hypothèse en 
postulant que l’électron posséderait un moment 
magnétique propre M dont les projections M; 
sur un axe quelconque ne peuvent assumer que 
deux valeurs 

eh 


M: — + My = + : (58.2) 
2uc 


Il s'ensuit de (58.1) et (58.2) que le rapport 
du moment magnétique de spin au moment 


cinétique de spin doit être égal à nr 
uc 


M = — 5, (58.3) 
uc 


tandis que le rapport des moments orbitaux 
 (& 53). 
2uc 

L'existence du rapport (58.3) entre les mo- 
ments magnétique et cinétique a été établie dès 
1915 dans les expériences d'’Einstein et de 
Haas. En bref, l’idée de ces expériences se 
ramène à ceci: on suspend à l’aide de fils un 
barreau ferromagnétique 7 de telle manière qu’il 
puisse tourner autour de son axe (fig. 45). Si 
on inverse le sens du champ magnétique lon- 
gitudinal # on inverse le sens de l’aimantation 
du barreau, c.-à-d. son moment magnétique 
M. Mais comme le moment magnétique est 
proportionnel au moment cinétique 


m—- M, (58.4) 
2uc 


vaut — 


H# 
a 


à 


Fig. 45. Schéma illustrant 
l'expérience d’Einstein et 
de Haas. 


le moment cinétique M de tous les électrons contenus dans le barreau 
doit également changer 1). De ce fait le barreau entre en rotation et tord 


1) On notera que la formule (58.4) concerne dans ce cas le moment global de 
tous les électrons. Etant donné que cette formule est valable pour chacun des élec- 
trons contenus dans le barreau, elle doit l'être pour l'ensemble des électrons. 
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le fil de suspension. Connaissant l’angle de torsion on peut déterminer 
M et vérifier par là la valeur du rapport #. Pour les électrons ce rap- 
port doit être négatif (puisque la charge de l’électron est égale à —e). 
C’est ce que donne effectivement l’expérience, démontrant par là que l'ai- 
mantation d’une pièce de métal ferromagnétique est déterminée par le mou- 
vement des électrons. Cependant on a trouvé que le rapport était égal à 


e s e . A . 
— —— et non à — Nr Pour le mouvement orbital des électrons, aussi 

uc uc 
bien la mécanique classique que la mécanique quantique indiquent que le 


rapport doit être égal à — = Mais si on admet que l’aimantation pro- 


uc 
vient non pas du mouvement orbital de l’électron, mais de son spin, on 
trouve que le rapport 2 doit être égal à — ©, conformément au ré- 
uc 
sultat expérimental. Cette hypothèse a permis non seulement d’interpréter 
les résultats de l’expérience d’Einstein et de Haas, mais aussi de donner 
une base à la théorie moderne du ferromagnétisme (cf. $ 130). 
Notons qu'actuellement l'existence du spin de l’électron peut être 
considérée comme une conséquence de la théorie relativiste de l’électron 
élaborée par Dirac. Mais l'exposé de cette théorie se situe en dehors du 
cadre de ce livre !). 


$ 59. Opérateur de spin de l’électron 


Passons maintenant à la formulation mathématique de l’hypothèse 
d’Uhlenbeck et Goudsmit. 

Conformément aux principes généraux de la mécanique quantique le 
moment cinétique propre de l’électron (pour abréger nous dirons doré- 
navant le spin de l’électron) doit pouvoir être représenté par un opérateur 
linéaire autoconjugué. Notons par £,, £,, £, les opérateurs des projections 
du spin sur les axes de coordonnées. Pour déterminer la forme de ces 
opérateurs, nous exigerons qu'ils soient soumis aux mêmes règles de com- 
mutation que les composantes du moment orbital M, My, M,. En rem- 


plaçant alors dans (25.5) M par $, nous aurons ?) 
Éx 8y — Sy 8x = Eh$z, 
Sy 82 — 83 8y = 8) (59.1) 
8e 82 — 8x 83 = ih8y. 


?) Dirac a montré que l'équation relativiste du mouvement de l'électron conduit 
automatiquement à la conclusion que l'électron doit avoir un moment magnétique 
(58.2) et un moment cinétique (58.1); il a donc justifié par la théorie l’hypothèse 
d’Uhlenbeck et Goudsmit (cf. P. A M. Dirac, The principles of Quantum 
Mechanics, 4 ed. Oxford, At the Clarendon Press, 1958). 

2) En utilisant la théorie des groupes, on démontre que les règles (59.1) sont 
les seules qui soient acceptables. 
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Selon l'hypothèse qui a été faite la projection du spin sur une direction 
arbitraire ne peut assumer que l'une des deux valeurs: +A/2. Les opé- 
rateurs $,, Sy Sz doivent donc s’exprimer par des matrices du 
deuxième ordre, puisqu’une telle matrice une fois diagonalisée 
ne comporte que deux termes diagonaux et ne possède donc que deux 
valeurs propres. En posant 

” h Li] ñ 


$z = — On y = — On  $2—= — 6, 59.2 
= 0 = op = (59.2) 


nous pouvons donc affirmer que les opérateurs 6,, 67, 6, (matrices 
de spin) doivent s'exprimer par des matrices du deuxième ordre 


telles que 
An Ga: bu Pie 


ba bee 


= L un Gel (59.3) 


, = | 
lCa Ces 


L 


CA 


dont les valeurs propres sont +1. En portant (59.2) dans (59.1) et divisant 
par #/4 il vient 


Gr Gy — Gp Oz = 2 6 (59.4) 
Cy O2 e— Oz Gy = 2 iGz, (59.4) 
Cz0x — Oz Oz = 2 ioy- (59.4) 


Gz» Sy Gz Ont pour valeurs propres +1, les valeurs propres des opéra- 
teurs 0?, (LS oc? sont donc égales à +1. Par conséquent dans leur repré- 
sentation propre ces dernières matrices doivent être de la forme 


1 0 1 0 1 O: 
F— Un : a=| : 59.5 
5 k | d ; 1 * lo 1! GE 
ce sont donc des matrices unités 5: 
1 O0! 
5 — ; 59.6 
| si (59.6) 


Une matrice unité se conserve en tant que telle quelle que soit la repré- 
sentation utilisée (cf. $ 40). Aussi les matrices o?, cf, c? sont de la forme 


(59.5) quelle que soit la représentation utilisée. Considérons maintenant 
la combinaison 


2i(oz06y + 6y 02) = 2i020y + oy2i0z. 
En nous basant sur (59.4) nous pouvons mettre cette égalité sous la forme 
suivante 
(oy 2 — 2 0y) Oy + Gy (ou Oz — 62 Gy) = y O2 Op — 62 6 + 


+ 6 02 — Op Oz Gy = Gi C2 — Gr O5 
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mais comme Gi — $ est une matrice unité, on écrira 
Lu] 


Sy 


Gz = Gi 
et par conséquent 

Oz Oy = — Oy Or (59.7) 
ce qui signifie que les matrices 6, et 6, sont comme on dit antico m- 
mutatives. 


En combinant (59.7) et (59.4) et effectuant une permutation cyclique 
de 6, 57. 5, on obtient 


Gz Op = — Cy 6x = On 
Oy Oz = — G20y — ÎGrs (59.8) 
zx — —OxGz = lOy 


Déterminons maintenant la forme explicite des matrices o,. 64, 6. Sup- 
posons, par exemple, que la matrice o, a été ramenée à la forme diagonale. 
Etant donné que ses valeurs propres sont +1, sous la forme diagonale 
la matrice os. s'écrit 

1 0 


. 59.9 
4 (59.9) 


= 


On démontre aisément que dans cette même représentation les deux autres 
matrices c,, 5y S’écrivent 


0 1! 
1 0 


, Cy ES 


59.9” 
i 0 ( : 


Pour démontrer ces résultats formons les produits 6,6, et 5,0. D'après 
la règle de multiplication des matrices ($ 40) nous avons 


0 el 


Il O|lan &Ge an O2 
Oz Tr — | = , 
10 —lllan ax An — Qu 
An &elll 0 An —G | 
202 = le 
lan as [0 —1 an —0 | 
D'après (59.8) nous écrirons 
an Ge | Gun —@e |— An Gr 
% L 
— An A2. An —@z22 — An 
ce qui donne 
An = — du Ge Gen —Qn— —Qsgs —Qs2 = A2 


autrement dit, 
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Ainsi donc la matrice 6, s'écrira ‘ 


10 a 
oz= | 22}. (59.10) 
‘an 0 
Formons maintenant 62: 
_ | Ge it Gel _|Gean 0 
i4n É Le | 0 de An 
En l'identifiant avec (59.5) on obtient a,:a:, = 1. La matrice doit être 
autoconjuguée, soit &, = a. En conséquence | a,, [* = 1. Il en résulte que 
0 es 
Gr = | = | (59.11) 
er 0 : 
æ étant un nombre réel. 
En procédant de même nous trouvons 
10 ei! 
Gy = |. (59.11°) 
le-5 0, 


En multipliant 6; par 6,. puis 6, par 5,, et en tenant compte de (59.8 
HUpli Par Gy. P u P 
on arrive à 
eïis-B) 0 je-ila-B) 0 | 
0 eia-Bi| |o eite-8)| 
d'où 
eïta-B) — _— p-ila-B) : 


ce qui donne x — 8 — +/2. Ainsi toutes les relations se trouvent satis- 
faites, quelle que soit la valeur de x. Nous pouvons donc poser x = O0, 
B-——x7/2. Substituant ces valeurs dans (59.11) et (59.11°) on retrouve 
(59.9"). 

En vertu de (59.2) on obtient à partir de (59.9) et (59.9) les matrices 
des opérateurs $,, $7, $, dans la représentation où $; est diagonale (repré- 
sentation en : 

# 
2 #l- (59.12) 
0 


ar 


Remarquons que les indices 1 et 2 servant à indexer les éléments des matri- 
ces © et s acquièrent maintenant que nous avons fixé la représentation une 
signification concrète: l'indice 1 se rapporte à la première des valeurs 


propres Sz = + x et l'indice 2 à la seconde 5; = — : . 
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Formons maintenant l’opérateur du carré du spin électronique. D'après 
(59.12) on a 


S=s+rs+s= tm =. (59.13) 


En introduisant les nombres quantiques m1, et /;, définissant respecti- 
vement la projection du spin sur une direction quelconque OZ et le carré 
du spin, nous pouvons donner les formules de la quantification du spin, 
en complète analogie avec les formules (51.9) et (51.10) concernant le 
moment orbital 


SRI +HI), ==: (59.14) 


S& = ms. Ms= + 2. (59.15) 


$ 60. Fonctions de spin 


Nous avons vu que, en mécanique quantique, l'état du spin doit être 
caractérisé par deux quantités: la valeur absolue | s| (ou s°) et la pro- 
jection du spin sur une direction arbitraire s,;. On suppose que la première 
de ces quantités (s°) est la même pour tous les électrons; il ne peut donc 
être question que d’une seule variable s;. Ainsi donc. à côté des trois varia- 
bles définissant le mouvement du centre de masse de l'électron (x, y. z 
OU Pz; Py» Pz, etc.) apparaît une nouvelle variable s,, caractérisant le spin 
de l’électron. On peut donc dire que l’électron possède quatre degrés de 
liberté. 

La fonction d'onde % déterminant l'état de l’électron doit donc être 
considérée comme dépendant de quatre variables, dont trois se rapportent 
au centre de masse de l’électron et la quatrième au spin (s). Dans la repré- 
sentation en coordonnées, par exemple, la fonction d'onde de l’électron 
s'écrit 

D = (x, 1,5,52,1). (60.1) 


Or, comme la variable de spin ne peut assumer que deux valeurs 
(+h/2) on peut dire qu'au lieu d'une seule fonction nous en obtenons deux: 


hi = % Le 3,2 + e QE (60.2) 
be D (x st) (60.2') 


Nous écrirons parfois ces fonctions sous la forme d’une matrice à 
une seule colonne 


ie 0, 
M RS 60.3 
Ha ca 
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et la fonction conjuguée sous forme‘d'une matrice à une seule 
ligne: 


Le 1Q 
els | (60.3) 


Ce mode d'écriture nous permettra d'appliquer les règles définies au 
$ 41 (41.2). 

Il est évident que les fonctions d'onde w, et ©. ne seront distinctes 
que dans le cas où il existe un couplage réel entre le spin et le mouvement 
du centre de masse. Ce couplage existe effectivement et se présente comme 
l'interaction du moment magnétique de spin avec le champ magnétique 
des courants apparaissant du fait du mouvement du centre de masse de 
l'électron. Cette interaction constitue la cause de la structure en multiplet 
des spectres (cf. $ 58). Dans le cas où nous pouvons ignorer cette structure 
en multiplet des spectres, nous pouvons tout aussi bien négliger l’inter- 
action entre le spin et le mouvement orbital. Dans cette approximation 
on écrira 

U,21)= (X),21)= d(X », 201). (60.4) 
Cependant pour que l’on sache qu’il s’agit dans ce cas-là aussi d’une parti- 
cule à spin, on écrit la fonction (60.1) sous une forme où les variables 
sont séparées: 

D (x 3,2, 521) = D (x, y, 7, 1) Sa (52). (60.5) 
où Sx(sz2) désigne la fonction de spin. En fait c'est un simple 
symbole indiquant l’état de spin de la particule. 

La signification de ce « symbole » ou, autrement dit, de cette « fonction 
de spin » réside en ce que l'indice « peut assumer deux valeurs différentes, 
que l’on pose égales à +1/2 et à —1/2 (au lieu de 1 et de 2). La première 
valeur + 1/2 (ou 1) signifie que la projection du spin sur une direction 


donnée OZ vaut LT La seconde valeur de l'indice « caractérisant 


l’état de spin avec l’autre valeur possible de sa projection sur le même 
axe, est + L’«argument» s; de la «fonction» S,est considéré 


comme une variable indépendante, pouvant prendre deux valeurs: 
+ + Dans ces conditions 


hk ñ 
Senfs]=1 Siw[—-]-0. (60.6) 
puisque d’après la signification de l'indice « = +1/2, s, = + _ ct dans 


ce même état ne peut prendre la valeur s, = — . de sorte que la fonc- 
tion correspondante doit être nulle. On aura de même 
ñ h 
_irl—|\=0, S_yel——]—=1. 0.6” 
S-w(s] 0 Sr | =: (60.6) 
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La forme (60.1) et, comme cas particulier, la forme (60.5), lorsque le spin 
n’interagit pas avec le mouvement orbital, permettent de considérer le 
spin comme une variable dynamique similaire à toute autre grandeur 
mécanique. 

Les fonctions « d'onde » de spin S, (s:) que nous venons d'introduire. 
présentent les propriétés d’orthogonalité et de normation. Pour le démon- 
trer formons le produit 


Sa (52) Se) (52), 
où S* représente comme d’habitude la fonction conjuguée de S, tandis 
que x et B valent + Effectuons la sommation de ce produit pour 


toutes les valeurs possibles de la variable de spin se [il n'y a que deux 


valeurs possibles: + _ + Compte tenu de ce que S* — S, on tire im- 
médiatement de (60.6) et de (60.6') 
2 5252) Se (52) = Sage (60.7) 


On peut mettre la fonction S, (s.) sous la forme matricielle (60.3), ce qui 
s'écrit 


1 O0 10 0 
S. a , S_ QE , (60.8 
+ 122 | 50 1! h Al ) 

1 O0 es PO 
ST = 0 ol Li 0 0! (60.87) 
Calculons maintenant le résultat de l’action d’un opérateur de spin, 

tel que 
L = Lu Le (60.9) 
La Los 


sur la fonction d’onde. Si l'opérateur L est donné dans la représentation 
en «5, » les indices 1 et 2 indiquent les numéros d’ordre des valeurs propres 


Sz | + +] Conformément à la formule (39.5) définissant l'action de 


Popérateur, donné sous sa forme matricielle, sur une fonction d’onde 
nous arrivons à la conclusion que l'opérateur L forme à partir de la 
fonction (Y,, 4.) une nouvelle fonction ® (?,, .) suivant la règle 


pa = Lu + Lie (60.10) 
Pe = La Ÿ + LooŸe. (60.10') 


La relation (60.10) ne se distingue de (39.5) que par le fait que dans (60.10) 
on a des matrices du deuxième ordre et corrélativement une fonction à 
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deux composantes, tandis que dans (39.5) on sous-entend une matrice 
à nombre indéterminé d'éléments Lin et une fonction % d’un nombre 
infini de composantes Cn (C1, Cas. - .). 

En représentant W sous la forme de la matrice (colonne) (60.3) nous 
pouvons réunir les deux équations (60.10) et (60.10’) en une seule équation 
matricielle 


pi (60.11) 
(cf. (40.14)). Une fois développée cette équation s'écrit 


1 0 La Lie!) ol” Lu Yi + Lie Ye 0 (60.11') 
pe 0 La Lollÿe 0 Loi Yi + Los Ve 0 


et coïncide donc avec (60.10) et (60.10). Dans ce qui suit la notation 
LY signifiera qu’ayant affaire à un opérateur dépendant du spin de l’élec- 
tron on sous-entend précisément des produits similaires à (60.11’), réu- 
nissant les deux équations (60.10) et (60.10’) en une seule équation matri- 
cielle. 

La valeur moyenne de toute grandeur L dépendant du spin prise dans 
l’état 4, Y. est égale, conformément à (41.2), 


L(x, y, 2,1) = Yi La Wii + Yi Lie Ve + Vs Lai Yi + Ye Leo Ye. (60.12) 


Comme les fonctions Y, et 4, dépendent aussi des coordonnées du centre 
de masse de l’électron, nous avons écrit L(x, y, z, t) en tenant compte 
de ce que la valeur moyenne que donne (60.12) est la moyenne de L lorsque 
la position du centre de masse de l’électron est donnée. Pour obtenir la 
valeur moyenne pour un état Y,, d, lorsque la position du centre de masse 
de l’électron est arbitraire, on utilise la formule 


® — 


L (1 =| L (x, y, z, 1) dx dy de. (60.13) 


En représentant Ÿ sous la forme d’une matrice à une seule colonne, on 
peut exprimer les formules (60.12) et (60.13) de la manière suivante 


L(xy,z,1)=W+LY, (60.12°) 
L (tr) = (+2 dx dy dz. (60.13°) 
On écrira notamment 
È  g]I0 1|]U 0 
Yo ,t = + LE v1 2 | 1 | = 
Re Pare 1 olly 0 


Le d Le 0 
ARTE leurth Go 
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On écrira de même 
Su (x, p,2,1) = FroyF = — if} be + gs Ur (60.14) 
2 (4,,2,1)= ro = did, — dot. (60.14) 


$ 61. Equation de Pauli 


Examinons le mouvement d'un électron dans un champ électroma- 
gnétique en tenant compte de son spin. Selon l'hypothèse fondamentale 
($ 58) l’électron possède un moment magnétique 


Din = — 8. (61.1) 
uc 


Du fait de l'existence de ce moment l'électron soumis à l’action d’un 
champ magnétique Æ(X;, X,, X;) y acquiert une énergie potentielle 
supplémentaire égale à l'énergie d’un dipôle magnétique dans le champ #: 


AU = (Ms #). (61.2) 
D'après (61.1) l'opérateur de cette énergie est 


AU = © (8%) = (0%) = (0, Lz + 07 Hy +), (61.3) 
‘ uc 2uc ue 


où s est le vecteur-opérateur dont les composantes w;, 5, c: sont données 
par (59.9) et (59.9). Le hamiltonien (27.7) relatif au mouvement d’une 
particule chargée dans un champ électromagnétique doit être complété 
par le terme supplémentaire (61.3) afin de tenir compte du spin de la 
particule; il sera donc égal à 


4=-[P+S £a} 


(61.4) 


(nous supposons que la charge de l’électron est . à —e). 
L'équation de Schrüdinger pour la fonction d'onde Y (4,, ‘:.) s'écrira 
alors 


in = = [8 +< 2 A P—epy + UT + Fo). (61.5) 
Cette équation est connue sous le nom d’équation de Pauli. 
On notera que par Ÿ on entend la colonne (60.3), et c’est pour cette raison 
que (61.5). présentée sous la forme d’une seule équation matricielle, com- 
porte en fait deux équations pour les deux fonctions 4, et «2. 

Déterminons maintenant la densité de courant. Ecrivons (61.5) sous 
la forme 


(61.6) 


RUE 
ot 
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où À, comprend tous les termes ne renfermant pas les opérateurs s. Ecri- 
vons encore l'équation de la fonction conjuguée F+, que nous représen- 
terons par la ligne (60.3”) 


DEEE pee à À (0H) YY. (61.6) 
dt 2uc 
Le symbole ( )* signifie que dans la matrice concernée les colonnes et 
les lignes sont transposées, et les éléments qui y figurent sont les éléments 
conjugués. 

Si maintenant nous multiplions (61.6) à gauche par +. et (61.6) à 
droite par Ÿ, puis prenons la différence des deux équations nous obtenons 


ih _ CFP) = + (RE) — (AS FIY + 
c 


—ih 


". = {+ (oO) — (GA) F) F3). (61.7) 


D’après (40.15) on a 
(eo #H)F) = F+ (ot H) (61.8) 


en vertu du caractère autoconjugué de l’opérateur o* — s. De ce fait le 
terme entre accolades est nul. Les autres termes ne renfermant pas d’opé- 
rateurs & donnent après des calculs en tout point analogues à ceux qui 
ont été utilisés au $ 29 pour établir la formule de la densité de courant !): 


. à e. e #3 S e [2 L] e 
il — (hi + YaŸa) = —— div {UV En — Vi + VV Use — Va Vs — 
èt 2u 


ihe ,. . . 
DE He div [A (41% + Yeÿe)]. (61.9) 
En transcrivant cette équation sous la forme de l’équation de conti- 


nuité pour la densité de probabilité w et pour la densité de flux de parti- 
cules J, nous obtenons 


w(x3,21)= Vida + dd, (61.10) 
J— me (Ca VUE — NV) + (he VUE — LV be)] — 


— AG + du), (LI) 


1) En mettant en œuvre l'écriture matricielle nous opérons constamment avec 
les quatre fonctions 9}, w,, ÿ1, 72 à la fois. Nous recommandons au lecteur qui 
s'initie aux procédés du calcul matriciel de mettre (61.6) et (61.67) sous la forme 
développée (quatre équations), de multiplier ensuite les deux premières équations 
développées par #; et 45 et les deux autres par Y, et Y. et d'arriver ainsi au résultat 
énoncé ci-dessus. 
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ou encore 
2 


= CNRS Wap) — 2 AP+Y. 
(61.12) 


Ces formules montrent que la probabilité de présence de l’électron et la 
densité des courants comportent deux parties additives, chacune corres- 
pondant à des électrons d’une orientation donnée de leurs spins. La for- 
mule de normation de la probabilité est 


(bit +464 dx dy = 1 ou (#+# ax dy &=1. (61.13) 


w(x,7,2,1)=W+Y, J= 


Les quantités 
m7, 21) = Didi We (x, y, 2,1) = Vabe (61.14) 
représentent les probabilités de trouver à l'instant ? au point x, y, z un 
: h : k : 
électron de spin 5; — + où de spin 57 — — . respectivement. 
Les quantités 
Le es \ ÿi 1 dx dy d£, 
(61.15) 
wa = | dite dx dy de 


représentent les probabilités respectives de trouver un électron de spin 
= + . ou 5: = —: - La densité moyenne des charges électriques pe 
et la densité de courant moyenne J. sont égales, d’après (61.12), à 

0e = + 


| (61.16) 
= Île pp+yy —pyy4 + © À a CFP, 


Cependant pe. et Je ne caractérisent pas dans " cas de l’électron la totalité 
des sources du champ électromagnétique et il faut encore prendre en 
ligne de compte un moment magnétique (61.1) qui produit un champ 
magnétique. Partant de (61.1) et de la formule générale (60.12) on arrive 


à une expression donnant la valeur moyenne de la densité de moment 
magnétique (c'est l’aimantation I): 


(x, 7,21) = — (Pet). (61.17) 


En appliquant l’équation de Maxwell pour le champ magnétique, nous 
avons 


rot#M—J, divB=0, B=#+4rl. (61.18) 
C 
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Ces équations déterminent le champ magnétique produit par l'électron 
se trouvant dans l'état W, à condition d’exprimer Je par (61.16) et I par 
(61.17). En substituant dans la première équation (61.18) l'indication B 
à la place de # on a 


rotB={J,+croti!. (61.18') 
Cc 


Ceci permet de remplacer l'aimantation I par le courant qui lui est équi- 
valent, soit 


= c rotI = — — 7 rot (Fo), div J, — (61.19) 


Le courant électrique total a aussi bien le courant produit 
par le mouvement orbital que celui produit par le spin est 


Je = Pie ppp ppp 2 € À (PHP) — À rot(F+ 0). 
2u te 2u 
(61.20) 


Pour calculer les composantes du courant de spin J; on utilisera les for- 
mulcs (60.14), (60.14') et (60.14). 


$ 62. Eclatement des raies spectrales en présence 
d’un champ magnétique 


Considérons un atome monovalent placé dans un champ magnétique 
extérieur homogène. L'électron de valence de l'atome sera soumis à l’action 
simultanée du champ magnétique appliqué et du champ électrique produit 
par le noyau atomique et les électrons des couches internes. Nous suppo- 
serons ce champ électrique de type central et nous désignerons par U (r) 
l'énergie potentielle que possède l’électron dans ce champ. 

Dirigeons le champ magnétique le long de l'axe OZ et prenons le poten- 
tiel vecteur A sous la forme 


4 = Ay=+ x 4=0. (62.1) 


Nous vérifions à l’aide de la formule # = rot À que nous obtenons bien 
le champ magnétique choisi: 


X = X,—=0 X. = À. (62.2) 
En portant ce potentiel vecteur À dans le hamiltonien (61.4) nous 
obtenons l'équation de Pauli 
nos — PT + U(r)FY— — La se %(* LL 
2uc 


êt 


©] + C8 +9 + — (JL. (62.3) 
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Tant que le champ est faible nous pouvons négliger le terme en %?!). 
L'opérateur 


ih b£ pote (62.4) 
x ü? 
csi l'opérateur de la composante du moment orbital. En désignant d’autre 


part le hamiltonien de l'électron en l’absence de champ magnétique appli- 
qué par 


Ho — gr) (62.5) 
24 
nous obtenons 
in 2 pop EE (M + ho). (62.6) 
€ 2uc 


Cette équa:ion montre que dans la mesure où nous sommes en droit de 
négliger le terme en À? nous pouvons identifier le terme exprimant l'action 
du champ magnétique sur l’électron à l’énergie potenticile AU d’un dipôle 


magnétique de moment nm — ne - (M + ho) placé dans le champ #: 
uc 


AU = — (4m) — <* 
2uc 


(M + ho). (62.7) 


Cherchons à préciser les états stationnaires. Pour cela nous mettrons 
la fonction d'onde sous la forme 
&t 


FO, r,:,0) = (x 7.2) . ia 


où E est l'énergie d'un état stationnaire. En portant (62.8) dans (62.6) 
il vient 


(62.8) 


HO + © 


L (M, + ho.) Ÿ = EY. (62.6) 
2uc 


Adoptons une représentation dans laquelle Ja matrice 5, cest diagonale 
(représentation en «s,»): on aura alors 
Ou 
DIEZ 
ce qui implique que l'équation (62.6) se scinde en deux équations de 4, 
et Ÿ, distinctes: 


(62.9) 


_ 


11 
Dr LE 


But (M +Mh = El. (62.10) 
2uc 
À de + (Me — h) Ye = E Ve. (62.10') 


1) Nous montrerons au $ 129 que le terme que l'on néglige ici détermine de 
faibles effets diamagnétiques. 
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On trouve immédiatement la solution de ces équations en remarquant 
qu'en l'absence de champ magnétique extérieur nous avons deux solutions: 


En = (9) E = EŸ,pour le spin s; = + _. (62.11) 


0 
us 1-10 E= EF L 4 : h Sri 
“ie Le | = Æ9, pour le spin s; = =. (62.11”) 
Ynim 
avec 
Yntm = Ru) Yim (0, ®). (62.12) 


Or comme M Snun = him ntm, Ces solutions sont aussi les solutions des 
équations (62.10) et (62.10’) à la différence près qu'elles correspondent 
à d'autres valeurs propres. En portant (62.11) ct (62.11) dans (62.10) 
et (62.10°) on trouve deux solutions 


, , , chX __, h 
Re 

pre ,, : eh x h n 
ns ESE SE 2. Un — 1), rt (62.13) 


Ces solutions montrent qu'ayant négligé le terme en 4* les fonctions d'onde 
restent inchangées, ce qui veut dire que l'atome n'est pas déformé par 
l'application d’un champ magnétique. En ce qui concerne l'énergic. elle 
commence à dépendre de l'orientation du moment magnétique par rapport 
à celle du champ, à dépendre donc du nombre magnétique m: le résultat 
en est que les niveaux qui étaient confondus en l'absence de champ magnéti- 
que éclatent lorsqu'on l'applique (la dégénérescence « m » est alors levée). 

La fig. 46 représente l'éclatement des termes s et p. L'éclatement du 
terme p résulte des équations (62.13) et (62.13) à condition de considérer 


Is 


Sz=h/2 S=+h/2 
Sans champ appliqué (S6=0) En présence du champ ( #6"0) 


Fig. 46. Eclatement des termes s et p dans un 
champ magnétique fort (compte tenu du spin). 


toutes les valeurs possibles de m pour {= 1 (m — +1, 0). L'éclatement 
du terme s (1 — 0, m = 0) n'est dû qu'au spin de l'électron. C'est un résultat 
fort important de la théorie du spin de l'électron puisque c'est précisé- 
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ment cet éclatement-là de la raie spectrale qu’avaient observé Stern ct 
Gerlach. | 

L'éclatement des niveaux entraîne que le nombre de transitions possibles 
augmente et qu'augmente par conséquent le nombre de raies spectrales 
observables. Cet effet porte le nom d'effet Zecman ordinaire 
(pour le distinguer de l'effet Zeeman complexe qui sera décrit au $ 74). 
Nous montrerons au $ 90, B que lors des transitions optiques le nombre 
m ne peut varier que de +1 ou 0. Par ailleurs le moment magnétique de 
spin n'’interagit que très faiblement avec le champ de l'onde lumineuse. 
Aussi ne prend-on en ligne de compte que les transitions ne s'accompagnant 
pas d’un changement de spin. Sur la fig. 46 ces transitions sont indiquées 
par des traits fléchés (a, b, c) et (a’, b”, c’). On calcule les fréquences de 
ces transitions à l’aide de la formule 


Er m— Est m° 5 
hk 


On lm,n nm 
Ep — Ef. pe x 
= MO 1 UT (mr — mm"). (62.14) 
h 2uc 
En désignant par «, les fréquences des transitions se manifestant en 
l'absence de champ, et par « celles qui se manifestent en présence d’un 
champ extérieur, nous avons la relation suivante 


PE CN EE Lt (62.15) 
2uc 


Comme m°— mm” = +1, 0, on observera trois fréquences: l'une in- 

variable et les deux autres décalées de + rs 
ue 

Cet éclatement d'une seule raie initiale en trois raies distinctes (triplet 
normal de Zeeman) correspond exactement au résultat que 
fournit l'interprétation classique de l'effet Zeeman. La théorie classique 
interprète cet effet par la précession de l’orbite dans le champ magné- 
ex 


tique à une fréquence égale à fréquence de Larmor O, = - La formule 


uc 
quantique (62.15) ne contient pas la constante de Planck, ce qui fait qu'elle 
doit coïncider avec la formule de la théorie classique (ce résultat ne changera 
pas même si on pose h = 0). Cette concordance est réelle. 

Démontrons qu'en mécanique quantique l'effet Zeeman est déterminé 
par une précession du moment cinétique autour de la direction du champ 
magnétique. Commençons par calculer les dérivées par rapport au temps 
des moments orbital et de spin. D'après la formule générale (31.10) nous 
avons 


— [A. My), — "7 = [A, My}, 
LL ce La (62.16) 
Me 2 (A, M2]. 
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dis F dy ‘ Tr 2 die 5 
TE =[H,$l “L=[H,5), == [AS]. 62.17 
A [ $z] “dt [ $y] fe [ $:] ( 1 ) 


En y introduisant le hamiltonien défini par (62.6) 
H = A+ —_. (M + ho:) = À°+ OL1M;+2018: (62.18) 
uc 
et en remarquant que A° commute avec M et $, ces deux derniers opé- 


rateurs commutant aussi entre eux (ceci pour la raison que JA agit sur 
les fonctions de 0 et w, et $ sur les fonctions de £;, 8, $-), on obtient 


dMr _ 2e (MM — MM), dMy = 
dt ih 
OL,» x + À dM, 
= Te Mble — MM), 0 
de = 20e pp de PO ces Me 
D jh $$a), dt iñ (Sy$s — S2$u), di De 
En utilisant (25.5) et (59.1) il vient 
dM: + dy v dM: 
== = —0Q My = O Ma : = 0, 62.19 
: dt né dt D'OR dt ( ) 
dÿz dy de 
— = — 2 A — = 2 O , ri 0. . 
OL $y ” + 20; $z 7 (62.20) 


Passons de ces formules d'opérateurs aux valeurs moyennes; en notant 
que Or, est un nombre, nous avons: 


dMz 7 ® dMy 7 dM: 
= — , —— —=0 f M . — V, 2.2 
TE=—Oi My TE =OLM,. T0 (6221) 
ds. ns. dy op, de 
a 2 Or $y, mi 20157. … 0, (62.22) 


Il s'ensuit de ces équations que les projections des moments orbital et de 
spin sur. la direction du champ magnétique représentent chacune une 
intégrale de mouvement. La composante du moment orbital qui est per- 
pendiculaire à la direction du champ magnétique tourne autour de cette 
direction à la fréquence de Larmor Oz. La composante correspondante 
du moment de spin tourne à une fréquence double 20% (ce qui est dû à 
la valeur anormale du rapport du moment magnétique au moment ciné- 
tique, cf. (61.1)). On tire en effet de (62.21) 

PMzr _ Oz dy 

dr? dt 

et de là on obtient 
Mz = Asin(Ort+a), My=—Acos(Ort +a), M:— const. (62.23') 
Similairement, on déduit de (62.22) 


$z = Bsin(20Ort +f), 5, ——Bcos(20rt+8), 5; = const. (62.24) 


=_œoM. M,=-—! Mr (6223 
Of M2, My OL dt ( ) 
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8 63. Mouvement de spin dans un champ 
magnétique alternatif 


En présence d'un champ magnétique alternatif le moment cinétique 
propre d’une particule ne constitue plus une intégrale de mouvement 
et la particule peut donc passer d'un état quantique à un autre. Dans ce 
paragraphe nous nous proposons d'examiner le cas du mouvement du 
spin dans un champ alternatif, dont la théorie trouve des applications 


Fig. 47. Schéma de l'expérience de Rabi relative à la mesure des 
moments magnétiques des noyaux atomiques. 


S source du faisceau de particules (fente), 4 premiére région du champ magnétique 
continu non uniforme, C deuxième région du champ continu non uniforme, B 
région où règne un champ magnétique alternatif, R récepteur d: particules 


importantes dans la mesure des moments magnétiques des noyaux atomi- 
ques par la méthode de Rabi (1933-1938). Le schéma du montage expéri- 
mental est représenté fig. 47. 

Les aimants 4 et C créent un champ magnétique continu non uniforme, 
comme dans les expériences de Stern et Gerlach, à la différence près que 
les gradients des champs créés par les aimants 4 et C sont de sens opposés. 
Une particule qui traverse le champ non uniforme de l’aimant 4 est déviée 
de telle sorte qu'elle ne pourra plus atteindre le récepteur P. Cette dévia- 
tion est corrigée par le champ de l’aimant C, qui impose à la particule une 
déviation de sens opposé. En définitive la particule arrive au récepteur 
P comme si sa trajectoire était droite (comme s’il n'y avait pas de champs 
appliqués). 

Dans un espace restreint B situé entre les aimants À et C on fait agir 
en plus un champ magnétique alternatif À, qui est susceptible d’inverser 
le moment magnétique de la particule. Dans le cas où lors de la traversée 
de ce champ alternatif le moment magnétique de la particule sera inversé, 
la déviation de la trajectoire par le champ C ne compensera plus la dévia- 
tion produite par le champ 4. de sorte que les particules « inversées » 
n’atteindront plus le récepteur P. 

La fréquence « et l'intensité , du champ alternatif supplémentaire 
sont choisies de telle sorte que la probabilité d’inverser le moment magné- 
tique soit aussi grande que possible, ce qui réduira au minimum le flux 
de particules atteignant le récepteur P. Nous montrerons plus loin que. 
connaissant © et À, correspondant à la probabilité maximum d'inverser 
l'orientation du moment magnétique, on peut déterminer la valeur de 
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celui-ci. Cette méthode de mesure du moment magnétique est très précise. 
Comme nous ne sommes intéressés que par le mouvement de spin (le 
mouvement du centre de masse de la particule peut être caractérisé par 
les procédés de la mécanique classique !)), nous pouvons nous contenter 
d'écrire l'équation de Schrôdinger de la fonction de spin S (61.5). Cette 
équation est de la forme *): 


ik _ = — (4) S. (63.1) 


Nous supposerons pour simplifier les calculs que notre particule possède 


un spin égal à A/2. Le moment magnétique SM sera représenté alors par 
une matrice du deuxième ordre 


A 


M;=v0,, M,=us, M, = us,, (63.2) 


OÙ 6 Op 5 représentent les matrices de Pauli (59.9) et (59.9°), et 1 est 
la valeur absolue de la projection du moment magnétique sur une direction 
arbitraire. Pour les particules nucléaires, même pour les nucléons les plus 
simples tels le proton et le neutron, on ne connaît pas de relation entre 
le moment cinétique s et le moment magnétique M aussi simple que celle 
qui existe pour l’électron (58.3). Aussi considérons-nous que :: est une 
certaine constante caractérisant la particule. Nous poserons que, confor- 
mément à l'aménagement des expériences de Rabi, le champ magnétique 
régnant dans la région B est donné par ): 


X.= H cosot, X,=H,sinor, %X,= Hi. (63.3) 
En portant (63.2) et (63.3) dans l’équation (63.1), puis utilisant les matrices 


de Pauli (59.9) et (59.9’) et er appliquant les règles selon lesquelles ces 
matrices agissent sur les fonctions de spin S, et S, (la première correspond 


à M, — + uw et la seconde à —M, — — y), nous obtenons 
ih à = — y HS —uA, eric S,, (63.4) 
+ dSe : ; 
ih Sa — LH, Se — pHeïst Ss. (63.4) 


1) Ce calcul peut se faire pour dss particules lourdes (noyaux atomiques, atomes) 
mais pas pour les électrons. N. Bohr a démontré que par la méthode de Stern et Ger- 
lach il était absolument impossible de mesurer le moment magnétique de l'électron 
libre (voir, par exemple, N. Mott ct H. Massey, The Theory of Atomic 
Collisions, Oxford, 1965, chap. 9). 

#) Cette équation ne renferme d'opérateur d'énergic cinétique qui dans le cas 
vonsidéré serait l'énergie cinétique de la rotation propre de la particule. Mais dans la 
mesure où s° reste constant, cette énergie peut étre posée constante, et il est donc 
inutile de la faire figurer dans notre équation. 

3) En réalité dans les expériences de Rabi la composante alternative du champ 
magnétique était polarisée linéairement. Cependant dans les calculs théoriques il 
est plus commode d'assumer un champ magnétique tournant dans le plan (xy). Les 
résultats obtenus sont substantiellement les mêmes. 
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Nous supposerons qu’à l'instant (1 — 0) où la particule pénètre dans la 

région où règne le champ alternatif son moment magnétique est orienté 

le long de l'axe OZ, ce qui implique que pour 1 — 0 S, — 1 et S, — 0. 
Posons 

2uH | H; 
ñ 2H 


VV —= 


= À. (63.5) 


On peut alors transcrire les équations (63.4) et (63.4’) sous la forme 
dS iv 


rs = — S, + ivAeriot S,, (63.6) 
_ = — À 5, + ivA eiut S,. (63.6') 


En différentiant (63.6’) par rapport au temps et en utilisant (63.6) on arrive 

à éliminer la fonction S;,. En même temps s’élimine le facteur variable 

et, Après quelques calculs simples on arrive à l’équation de S,: 
ERA dSa 
dr? dt 


RE CL PAU Ni ; 
= [ ; + WAZ+ TS +50 (63.7) 


On résout cette équation en effectuant la substitution: S, — aeïf!. L’équa- 
tion caractéristique de la fréquence Q est 
Œ— Qù — [+ #4 + +]=0. (63.8) 
Si nous posons 
2 _ V+44iw _ 1 [HAS LH 
FANS er >| rm | 


(63.9) 


où Z—h/2 est la projection du spin, et en introduisant tg 60 — H,/H,, 
il est facile de s'assurer que (63.8) donne pour Q l'égalité suivante 


Q = +++ (A + 48 + 29 cos ÔJE = + 8. (63.10) 


La solution générale de la fonction S; sera donc 


ace 4 a 
S:()= ae ? +ae? . (63.11) 
Conformément aux conditions initiales on prendra a, = —a; = Af2i 
de sorte que 
tot 


Se(t)= 4e ? sin dr. (63.11) 
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L'amplitude À se laisse déterminer par la condition S, (0) — 1. Si nous 
portons (63.11”) dans (63.6) nous trouvons, pour 1 —0, À = ivA}&. 
Par suite 

S.() = Le e ? sin ô. (63.12) 


La probabilité de trouver à un instant r un moment magnétique M, égal 
à — pu est 
v A! 


P(t)=1S,(r) © = sin? Ôt — 


= qÿ sin? 0 ne CE 1/2 
a ou sin — [A + g° ++ 2q cos 0)/2r]. (63.13) 
Dans les expériences de Rabi le temps r était égal au temps de transit 
de la particule de la région B. En désignant par v la vitesse de la particule, 
et par / la longueur du trajet dans la région B, 1 — J}r. 

Dans les expériences on prend g = 1 et à — x/2 (pour que la proba- 
bilité P(r) d’inverser le moment soit maximum). Dans ces conditions si 
v & 105 cms, / = 1 cm, la fréquence « du champ doit donc être égale 
à 105 Hz. 

Pour donner une idée de la précision de mesure que permet d’atteindre 
ce remarquable procédé, indiquons que par la méthode de Rabi on a 
mesuré les moments magnétiques 4 du proton (p) (u9 = 2,7896 + 0,0002) 
et du neutron (n) (uw, = 1,935 + 0,02); en qualité d’unité de moment 
magnétique on a adopté le magnéton nucléaire de Bohr valant eñ/2 Mc, M 
étant la masse du proton. Ce magnéton est 1842 fois plus petit que le moment 
magnétique de l’électron. 


$ 64. Propriétés du moment cinétique total 


Nous avons vu qu’aussi bien le moment orbital M que le moment 
de spins sont des grandeurs qui ne peuvent assurer que des valeurs quan- 
tiques discrètes. Considérons maintenant le moment cinétique total qui 
est la somme des moments orbital et de spin. 

Présentons l’opérateur de moment total sous forme de la somme des 
opérateurs de moments orbital et de spin M et $: 


J=M+S, (64.1) 
Jr Mitin Jy= Myt sn Le = Met 8 (64.1) 


Nous allons montrer que les opérateurs des composantes du moment 
de rotation total obéissent aux mêmes règles de commutation (25.5) que 
les composantes du moment orbital M;, M,, Mz. On notera que Met S 
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sont commutables étant donné que l'opérateur agit sur les coordonnées 
et l'opérateur $ ne les affecte pas. Par suite 
Te Jy — Ju Êr = (Mr + 82) (My = 85) — (My + 59) (Mr + 87) = 

2= MMy a My Mr + Sx Sy — Sy x = ih M + ihS2z (64.2) 


(ce dernier résultat s'obtient en utilisant (25.5) et (59.1)). Nous écrirons donc 


Jz Î, ec L Le = il de (64.3) 
y JT; Î, —= ih J,, (64.3') 
FA SES LE = iñ J (64.3) 


(les deux dernières égalités se déduisent de la première par permutation 
cyclique). 

Déterminons maintenant l'opérateur du carré du moment de rota- 
tion total Ÿ?. Nous avons 


= (M + Sÿ = M + 5° + 2 MS — 
= M°+58+2(Ma8: + MySy + M8). (64.4) 
L'opérateur $? commute avec n'importe quelle rojection de J. Consi- 


dérons, par exemple, la projection sur l'axe OZ J: — M: + $:. Puisque 
M: commute avec M, $® et que 5; commute avec MA? et $°, on obtient 


P° Je — Je T° = 2 (Mr 52 + My 8y + Ma 8) (M + 8) — 
— 2 (Me + 8) (Mo 87 + My $y + Az 82). 
En développant les parenthèses on trouve 
JE Je — Je FE = 2 {M Me — Me Mo) 82 + (My Me — Me Moy) 85 + 
+ Mar (Ex 82 — 8 83) + My (Sy $z — $z Sy)}, 


en y portant maintenant l'expression entre parenthèses figurant dans 
(25.5) et (59.1) on obtient finalement 


È A = L 2 = 
= 24—ihMy 8 + ih Ma Sy + Ma (—ihéy) + My(+ ih8z)} = 0. 


La démonstration étant la même pour les deux autres composantes on 


écrira 
J° Jr — J, F2 = 0, (64.5) 
F2 Jy — Ÿ, F° = 0, (64.5') 
J° J,— 3, F2 = 0; (64.5) 


on remarquera que ces égalités sont de la même forme que les égalités 
(25.6). Il en résulte que l'opérateur J? et l’opérateur de l’une des projections 
(mais d’une seule à la fois), Ÿ; par exemple, peuvent être simultanément 
réduits à la forme diagonale, ce qui signifie que J? et J, sont des grandeurs 
simultanément mesurables. 
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Il est tout aussi facile de voir que l'opérateur .J* commute avec les 
opérateurs j* et $°. En effet si on reprend la formule (64.4) on discerne 
immédiatement cette propriété de l'opérateur .J*, puisque Mf* commute 
avec M°, M... My. M, ainsi qu'avec $,. $,. £7 et $*. De même $*, étant 
une matrice unité (multipliée par 3/4, cf. (59.13)), commute avec $,, 
$ys $z. AUSSi 


2 NE — M: JE — 0, (64.6) 
TES — 82.7: — 0. (64.6') 


J?, Met s* sont donc également des grandeurs simultanément mesurables. 
On déduit de (64.4) que 


(M $) = _ (JE — DT: — 5°). (64.7) 


Comme le produit (M$) est formé de deux grandeurs simultanément 
mesurables. le produit scalaire (3£s) peut être déterminé en même temps 
que J*, M° et s°. 

En remarquant que 


(MS) -- 8° — (JS), (64.8) 
nous pouvons tirer encore de (64.7) le produit scalaire (ÎS): 
(8) = + — M° + $°). (64.9) 


Nous montrerons ci-dessous que le carré du moment cinétique total 
J* et sa projection J; sur n'importe quel axe sont quantifiés de manière 
analogue au moment orbital, mais avec des nombres demi-entiers. On 
aura notamment 


JE = j(j+ 0), j= > LE nt (64.10) 


Je = ln, m=thælk.s+; (641 


le nombre quantique j qui détermine les valeurs propres du moment total 
peut s'exprimer à l'aide du nombre orbital / et du nombre de spin /, 
(cf. (59.14)), selon la formule: 


j=l+l où j=11—H1. (64.12) 


A partir des formules des valeurs propres de .J= (64.10), de M° (25.21) 
ct de $° (59.14) on obtient des formules pour le calcul des valeurs propres 
de (M$) et (FS) qui sont de grand intérêt pour la spectroscopie: 


(M) = Ê DO+D—104D—hs+ DL (6413) 


(JS) = . DO+D—IU+ +4 + DL (64.14 
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S 


Nous aurons à utiliser ces formules plus tard pour l'étude de l'effet 
Zeeman complexe. 


Passons maintenant à la démonstration des formules (64.10) et (64.11). L'équa- 
tion des fonctions propres de .Ÿ2 est de la forme 


J2Y = JT, (64.15) 
où Ÿ représente la colonne 
LT 
wi) (64.16) 
1 Ya 
En utilisant (64.4), (59.13) et (59.12) on arrive à la forme développée de (64.15): 
! 3 11 011ÿ {y #10 1 y h 0 —i 
ginlgEgil 01h] pofu, 10 ox & 
; di 4 " lo ais PE ERA 2 i 0 
. à RUE 
sa MAT On cpl (6417 
2 0 —1f1%) Igel 


En y effectuant les multiplications et additions de matrices qui s'imposent, il vient 
a + EG + Me + RO — M) Va 0: ! | 


ME %, + LE de — Ale de +R Me + D) ÿ- 0 E 


et en identifiant les éléments on arrive finalement aux deux équations suivantes: 


4 + + PQ + Me di + RM — ii) = T2 (64.19) 


KE ge + _ BD — he de + AO + IMDb = JV (64.19) 


Ces équations se résolvent aisément en posant 
Yi = aYim (8, ®) Va — bYi,m+1 (0, 9), (64.20) 


où Ys (8, 9) est une fonction sphérique: a et b sont des coefficients indéterminés. 
Nous avons maintenant 


KP = RI+Ds Me = Amd, (64.21) 
M$ = PIC + Don Mes = him +1)os (64.217) 
puis sur la base des propriétés des fonctions sphériques !), on a : 
Ca 1) im = — ANT OM D im, (64.22) 
Ca + M) Vim = — VO CE TT omis. (64.22) 


1) Voir annexe V, formules (33), (34). 
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Portant dans les équations (64.19) les expressions de Ÿ et Y. données par (64.20) 
et utilisant (64.21) et (64.22) nous obtenons après élimination de #*}Y1# dans la pre- 
mière de ces équations et de f2}1, +1 dans la seconde: 


Lux +++ mea FD G--m6= 1%; (64.23) 
jru+ 1) + _ He era FnFDU— mad, (6423) 

avec 
Fate: (64.24) 


Afin que ces équations aient des solutions non nulles, il faut que leur déterminant 
soit égal à zéro. Nous obtenons alors l'équation permettant de déterminer À: 


HEDES +m—Xx —YI Em ET) (— m) 


è =0. (64.25) 
| VO Em Dm) 14 +1)+ mix 
3 Î 
On en tire deux racines 
1 2 1 
ire a+) 64.2 
p+sfs(s) 2e 
En identifiant avec (64.24) nous obtenons les valeurs propres de J? 
| = {: ” AL Æ + (64.27) 
2. 2 
LISTES (64.277) 
2 2 


La première valeur propre correspond à l'addition des moments orbital et de spin, 
la seconde à leur différence. En portant la valeur de À dans les équations (64.23) et 
les résolvant ensuite, on trouve les valeurs de a et de b, et simultanément les fonctions 
propres (64.20). En même temps nous les normons de telle sorte que a? + b? = 1. 

Des calculs simples permettent de trouver les fonctions de la valeur propre de 


21+1 
(64.28) 
1— m 
= — rt 
Ÿs VE Frais 
et de la valeur propre de (64.277) 
I—m 
ÿ VF +1 im 
(64.287) 
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Nous voyons que les solutions obtenues sont dégénérées. Effectivement si la valeur 
de / est donnée, nous pouvons adopter différentes valeurs du nombre m = 0, +1, 
+2,... +4, la valeur propre de J* n’en dépendant pas. La cause de cette dégéné- 
rescence réside en ce que la valeur absolue du moment de rotation J° étant fixée, il 
peut prendre différentes orientations dans l'espace. Pour le prouver nous allons 
montrer que les solutions (64.28) et (64.28’) sont également les fonctions propres 
de l'opérateur J: qui est la projection sur l’axe OZ du moment total J. 
L'équation des fonctions propres de l'opérateur J: est 


Je 9 = J.4, (64.29) 
ce qui s'écrit sous forme développée 
5 : h JPE !‘d 
Ge +s)g = Te + LIT ON RL DN 
\ 2 | 0 —1} f Ps! ! Ya 
De là, en utilisant (64.21), on obtient 
[m+u 0 A 
: | d [1m +) 21% (64.30) 
(r +i——) 4 0 Le sta) 


ce qui montre que nos solutions correspondent à la valeur propre 


nd 


Je =n{m+—) (64.31) 


Si nous reprenons les solutions (64.28) et (64.28’) nous pouvons remarquer que dans 
la première solution m peut parcourir les valeurs m == —{{ + 1) (avec 4, .- 0), —{, 
—1+1,...,0,1,2,..., /, et dans la seconde les valeurs m — —{, —{ + 1,...,0, 1, 
2,... (— 1) (pour m = I, di = es = 0). Si nous introduisons maintenant le nombre 
quantique j ={1+1/2=1+1, ou j =|1—15| =11— 1/21, nous pouvons mettre 
(64.27) et (64.277) sous la forme (64.10). Si enfin nous adoptons la notation m; — 
= m + 1/2 et prenons les valeurs possibles de m pour une valeur donnée de /, nous 
retombons sur (64.11). 


$ 65. Numérotage des termes de l’atome, 
compte tenu du spin de l’électron. 
Structure en multiplet des spectres 


Nous avons caractérisé l’état d'un électron soumis à l’action d’un 
champ de forces centrales par trois nombres quantiques #, /, m. Les niveaux 
quantiques Ew de l'électron étaient alors définis à l’aide des nombres 
quantiques # et /. Mais nous avons ignoré entièrement le spin électro- 
nique. Si on en tient compte, chacun des états dm (r, 9, @) sera en fait 
un état double, puisque le spin peut avoir deux orientations 


Se = me Mae + (65.1) 
On doit ajouter aux trois nombres quantiques déterminant l'état du centre 
de masse de l’électron, un quatrième "17, caractérisant le spin de l'électron. 
Désignons par Gnimms (r, 0, ®, 52) la fonction d'onde de l'électron tenant 
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compte de son spin. Comme nous n'avons pas à tenir compte ici de l'in- 
teraction du spin avec.le mouvement orbital, cette fonction peut être 
représentée, d'après (60.5), par 


Ÿntum, (r. 0, ®, S:) = Vnim (r, 0, p) Sn. (5) (65.2) 


(nous avons remplacé ici l'indice « de la fonction S par l'indice m4). Le 
niveau quantique correspondant à cette fonction d'onde est 


E = Ent. (65.3) 

Les quatre nombres quantiques peuvent prendre les valeurs suivantes 
n=1,2,3,... 0O<I<n—1. 

—1Lm<l ms= +1/2. (65.4) 


A chaque terme E, correspondent 2 / + 1 états, différant par l'orien- 
tation du moment orbital; chacun de ces états se scinde en deux états se 
distinguant par f'orientation de leur spin. En tout il y a 2(2/+1) états, 
et par conséquent nous avons affaire à une dégénérescence d’ordre 
2(21+ D). 

Si en outre on tient compte de la faible interaction du spin avec le 
champ magnétique des courants orbitaux, l'énergie de chaque état sera 
encore fonction de l'orientation du spin s par rapport à celle du moment 
orbital M. Nous n'exposerons pas ici le calcul de la correction qu’impose 
l'interaction du spin avec le mouvement orbital parce qu'elle est du même 
ordre de grandeur que la correction tenant compte de la dépendance de 
la masse de l'électron avec la vitesse. Ceci montre qu’un calcul précis 
de l'éclatement des niveaux nécessite la mise en œuvre de l'équation de 
mouvement relativiste, qui sort du cadre de ce cours. Nous nous con- 
tenterons donc d’une étude qualitative de l'éclatement des niveaux et 
d’une estimation de la grandeur de l'éclatement résultant. Le moment 
magnétique de l'électron Mz se trouve dans le champ magnétique #, 
créé par le courant orbital. Son énergie dans ce champ est 


AE = — (Ma Ai). (65.5) 


Pour obtenir une estimation de l'intensité du champ magnétique #4, 
nous l'assimilerons au champ magnétique d'un dipôle équivalent aux 
courants orbitaux, donc d'un dinôle de moment %}. Ce champ vaut 


GBinr 
Hu = SR _ Be, (65.6) 
r est le rayon vecteur reliant les dipôles M, et Yz. Comme il nous suffit 
de connaître l’ordre de grandeur de AE, nous poserons #Ær = Le où a 
est une longueur de l’ordre des distances interatomiques (1078 cm). On 


aura alors 
AE % 2e cos (Me, L)). (65.7) 
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Les moments M, et Mz ont des valeurs de l’ordre du magnéton de Bohr 
(9,27-10"2! erg/G), tandis que cos (M, #) ne peut assumer. conformé- 
ment aux propriétés du spin, que deux valeurs +1 (selon que le spin est 
orienté dans le sens du champ ou à l’encontre de celui-ci). En substituant 
dans (65.7) les valeurs numériques nous trouvons AE = +8-10"$ erg. 
Cette valeur est petite devant la différence d’énergie des niveaux se dis- 
tinguant entre eux par leurs nombres quantiques n et /, ce qui fait que les 
nouvelles raies spectacles qui apparaissent par éclatement se trouvent à 
petite distance en énergie les unes des autres. En particulier pour le doublet 
de Na, que nous avons cité au $ 57 (raies 5896 a et 5890 À) 
AE = 2,8-107X erg. 

Nous voyons ainsi que l'origine de la structure en multiplet des raies 
spectrales peut être attribuée à la différence des orientations du moment 
magnétique de spin et du champ magnétique interne de l'atome. 

Il s'ensuit de notre raisonnement que dans le cas d’atomes ne disposant 
que d’un seul électron optique, il ne peut y avoir que des doublets (raies 
dédoublées) correspondant aux deux orientations possibles du spin. Ce 
résultat théorique est pleinement confirmé par l'expérience. 

Voyons maintenant comment numérote-t-on les niveaux quantiques des 
atomes, compte tenu de la structure en multiplet. On remarquera que lors- 
qu’on tient compte de l’interaction spin-orbite, ni 
le moment orbital M, ni le moment de spin s n’ont 
des valeurs déterminées dans un état d’énergie 
donnée (puisqu'ils ne sont pas commutables avec 
l'opérateur de Hamilton A). Selon la mécanique 
classique on devrait avoir une précession des 
vecteurs M et s autour du vecteur moment total J: 


J=Mt+s (65.8) 


(voir fig. 48). Le moment total J reste invariable 
lors de cette précession. Une situation analogue 
se retrouve en mécanique quantique. Lorsqu'on 
tient compte de l'interaction spin-orbite seul le 
moment total J a unc valeur bien déterminée 
dans un état d’énergie donnée (J commute avec 
l'opérateur de Hamilton À). Il s’ensuit que cha- 
Fig. 48. Addition du mo- Que fois que l’on tient compte de l'interaction 
ment de spin et du mo- Spin-orbite, on doit classer les états quantiques 
pene Sel nr Cr selon les valeurs du moment total J. 
on. Nous avons montré au paragraphe précédent 
See pp — que le moment total J est quantifié selon les 
mêmes règles que le moment orbital. En effet si on 
introduit un nombre quantique j caractérisant le moment total J, on 
doit avoir 


F-FG+D, (65. 9 
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la projection de J sur un axe arbitraire OZ étant égale à: 


Jz = hn;, (65.10) 

avec 
jJ=l+ls ls= 1/2, (65.11) 
dans le cas où le moment de spin est parallèle au moment orbital, et 
J=ll— li, (65.12) 


lorsqu'ils sont antiparallèles. On trouve de même que le nombre quantique 
m; définissant la projection J, est 


mm; = m + Ms Ms —= + 1/2. (65.13) 


Or comme / et m sont des nombres entiers et /, et m, des nombres demi- 
entiers, on a 
135 1 3 

= os  Mj = —» DRE j. 65.14 

Er ÿ= ; & - +j ( ) 
L'énergie du terme spectral doit être différente selon l'orientation du 
spin, notamment pour j={+1/2 et pour j =|{—1/2|. 11 convient 
donc dans ce cas de caractériser les niveaux d’énergie par la valeur du nombre 


quantique principal n, par celle du nombre orbital ! et enfin par le nombre 
j déterminant le moment total J; on aura donc dans ce cas 


E = Enij. (65.15) 


Les fonctions d'onde dépendent de la variable de spin s: et sont diffé- 
rentes pour différentes valeurs de j: 


Yniÿm, = Ynijm, (r, 6, @, 52). (65.16) 


(Les variables r, 0, o et s,; ne sont pas séparables.) Les niveaux quantiques 
correspondant à une valeur donnée de /, et différant par la valeur de ;, 
sont disposés très près les uns des autres, puisqu'ils ne diffèrent que par 
la différence des énergies d’interaction du spin avec le mouvement orbital 
pour les deux orientations possibles du spin. Les quatre nombres quan- 
tiques 7, /, j, m; peuvent prendre les valeurs suivantes 


n=1,2,3,... (65.17) 
0<I<n—1, (65.17') 
j=l1+l où |I—{|,14=1/2, (65.17") 
—i<Mm< j. (65.17) 


Nous avons déjà mentionné que les valeurs du moment orbital / sont 
désignées en spectroscopie par les lettres: 


s{=0), pA=1), dU=2), f(=3)... 


Devant la lettre convenable on place la valeur du nombre quantique 
principal n et en indice à droite de la lettre on inscrit la valeur du nombre j. 
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Ainsi, par exemple, un niveau (terme spectral) correspondant à # = 3, 
1= 1, j = 3/2, sera indexé: 3p;,2. Parfois on y adjoint encore un chiffre 
en haut et à gauche de la lettre caractéristique (3*p:,:) qui sert à indiquer 
que le terme 3°p.,: est un doublet. Dans le cas où il n’y a qu’un seul élec- 
tron optique, cette dernière indication est superfluc, puisque tous les termes 
y sont des doublets (j = { + /, et j = |1— I, | à l'exception. bien entendu, 
des niveaux s pour lesquels / = 0). 

Lorsque nous étudierons l'atome d’hélium, nous nous trouverons en 
présence d’une structure en multiplet plus complexe. Du fait de l'existence 
de deux électrons on y trouve des termes singlets et des termes triplets 
(cf. $ 122). Pour distinguer ces termes on maintient l'indice caractérisant 
la multiplicité du terme. Autrement dit un niveau usuellemient indexé par 
E3. sJ> sera indexé en spectroscopie par 3° p3,:. La fig. 49 représente un 
schéma des niveaux d'énergie d'un atome hydrogénoïde (d'un atome 
ne disposant que d’un seul électron optique), tenant compte de la structure 
en multiplet. Sur ce même schéma sont donnés les nombres quantiques et 
les notations spectroscopiques. 

A chacun des niveaux considérés Eh; correspondent 2j : | états 
se distinguant entre eux par le nombre m;, c'est-à-dire par l'orientation 
du moment total J. Ce n’est qu’en appliquant un champ extérieur que 


DE gg 2 35: n°7, 1-0, j= V2 
2Pye — 2p, : n°à, 1°, j "5/2 
2 SuUEt 2p à n°2, el, j=W2 
= = 
È 8 
RTE RS ER Is : n°1, IQ j=W2 


Fig. 49. Structure en muiltiplet du terme 2p de 
l'atome de sodium. 

Les raies 5889,963 À et 5895,930 À forment le doublet bien 

connu du sodium, raies jaunes D, et D,. Le terme 25 se trouve 

à grande distance des termes 2p, comme il se doit pour les 

atomes bydragénoldes (La dégénérescence « /» cest levée) 

ces niveaux confondus peuvent se scinder (cf. théorie de l'effet Zeeman 
complexe au $ 74). En l'absence de champ extérieur nous avons une dégé- 
nérescencc d'ordre 2j + 1. Ainsi le terme 25,, est doublement dégénéré, 
correspondant à deux états se distinguant par l'orientation de leurs spins. 
Le terme 2p44 est dégénéré quatre fois, conformément aux différentes 
orientations possibles de J : mm; — +1/2, +3/2. 


CHAPITRE XI 


à 


THÉORIE DE PERTURBATION 


$ 66. Définition du problème 


Ce n'est que dans un petit nombre de cas qu'on arrive à résoudre le 
problème de la détermination des niveaux quantiques d’un système (ce 
qui revient à déterminer les valeurs propres et les fonctions propres de 
l'opérateur d'énergie H) à l’aide de fonctions qui ont fait l'objet d’études 
mathématiques. Pour la majorité des problèmes que pose la mécanique 
atomique il n'existe pas de solutions simples. Aussi doit-on accorder une 
grande importance à un groupe important de problèmes se laissant ramener 
de façon approchée à des problèmes concernant des systèmes plus simples 
dont on connaît les valeurs propres Ef et les fonctions propres 4. Une 
telle possibilité sc présente lorsque l'opérateur d'énergie AH du système 
à l'étude ne diffère que peu de l'opérateur Â° d’un système plus simple. 

La signification exacte de l'expression « diffère peu» se révélera de 
l'exposé qui suit. Nous allons indiquer pour commencer les cas se rap- 
portant aux problèmes pouvant être résolus de manière approchéc. Sup- 
posons que soient connus les fonctions d'onde et les niveaux quantiques 
des électrons d’un atome. Le problème qui nous intéressera est de déter- 
miner comment seront modifiés ces niveaux et ces fonctions d'onde si 
on placc notre atome dans un champ électrique ou magnétique extérieur. 

Les champs que l'on peut utiliser dans les études expérimentales sont 
généralement petits devant le champ coulombien interatomique ?). L'action 
du champ extérieur peut être considérée comme une petite correction ou. 
comme nous le dirons dans ce qui suit, une perturbation (ce terme a été 
cmprunté à la mécanique céleste où il fut tout d’abord employé pour 
désigner l'influence qu’exerce une planète sur l'orbite d’une autre planète) 
Ce même procédé permet de tenir compte dc faibles interactions entre 
les électrons, qui se manifestent au sein des atomes, qu'elles soient d’ori- 
gine magnétique ou même coulombienne. La théorie de perturbation a 
pour objet l'élaboration de méthodes générales aptes à résoudre ces sortes 
de problèmes. 


1) En ce qui concerne les champs électriques on arrive à créer des champs d'in- 
tensité comparables aux champs régnant au sein de l’atome (cf. $ 101). 
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Au début nous limiterons notre exposé à l'étude de cas où l'opérateur 
d'énergie À présente un spectre discret. Soit H le harailtonien qui nous 
est donné 

H= H+V. (66.1) 


Nous considérerons que le terme complémentaire W est petit et nous 
l’appellerons énergie de perturbation (ou parfois pertur- 
bation tout court). Nous supposerons en outre que les valeurs propres 
E% et les fonctions propres 4° de l’opérateur H° sont connues, ce qui 
implique que 

HU = EiY. (66.2) 
Le problème à résoudre consiste à déterminer les valeurs propres EA de 
l'opérateur À ainsi que ses fonctions propres. Nous savons que ce problème 
se ramène à la résolution de l’équation de Schrôdinger 


H Ÿ = Ey,. (66.3) 


L'équation (66.3) ne diffère de l'équation (66.2) que par l'existence du 
terme 4 que nous considérons comme petit. 

Pour résoudre de façon approchée notre problème par les méthodes 
de la théorie de perturbation on commence par présenter l’équation (66.3) 
dans une représentation basée sur les valeurs propres E? de l'opérateur 
A9, ce qui revient à prendre (66.2) dans la représentation en « E°». Si 
l'opérateur À (66.1) et l'équation (66.3) sont donnés dès le début dans une 
représentation en « coordonnées », comme cela se produit le plus souvent, 
on devra passer de cette représentation-ci à une représentation en « E° ». 
Rappelons les modalités de ce changement de représentation. Nous ne 
ferons figurer de façon explicite que la seule coordonnée x (en cas de 
besoin on peut entendre par x n’importe quelle quantité de variables, 
de même que l'indice # figurant auprès de la fonction d’onde 4, peut 
signifier plusieurs nombres quantiques). Soient (4° (x) les fonctions propres 
de l’opérateur A0 données dans la représentation en « x». Développons 
la fonction cherchée 4 (x) en une série suivant les fonctions 4 (x): 


D (x) = 2 Cn Ÿ° (x). (66.4) 


L'ensemble de tous les c, constituera alors la fonction 4 dans sa repré- 
sentation en « ET». 


Portons (66.4) dans l'équation (66.3), multiplions-la par 4%(x) et 
intégrons par rapport à x; on obtient alors: 


Z'Hynn Cn = E Cm, (66.5) 


où Hmn est l'élément de matrice de l’opérateur À dans la représentation 
en « E2»: 


Hmn = \ 9° À 49 dx. (66.6) 
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La matrice formée par les élémerits Hmn est précisément l'opérateur À 
dans la représentation en « E° ». Compte tenu de (66.1) et de (66.2) il vient 


Hun = | LS (HO W) 49 dx = (sx 4 ÿ9 dx + 
+ (RW Vds = E9 ômn + Wnm (666) 


Où Wymn CSt l’élément de matrice de l'énergie de perturbation dans la 
représentation en « E° »: 


Win =[# WW Q° dx. (66.7) 

La matrice formée par les éléments W,,, est l'opérateur # dans cette 
même représentation. Si nous portons (66.6”) dans (66.5) nous obtenons 
DE Synn + Wmn) Cn = Ecm. (66.8) 


En groupant tous les termes dans le premier membre 


(CE + Wim — E) Cm + 2 WnnCn = 0, (66.9) 
nEm 


n et m parcourant toutes les valeurs à l’aide desquelles sont numérotées 
les fonctions du système non perturbé 2 

Jusqu'à présent nous n’avons fait aucun usage du fait que W est petit, 
de sorte que l'équation (66.9) est parfaitement exacte. Or la théorie de 
perturbation a pour objet de faire usage de ce que, par hypothèse, les 
quantités W,,A sont petites. Pour rendre explicite l’idée de la petitesse 
de W nous poserons 


= À, (66.10) 


où À est un paramètre petit. Lorsque À — 0, À se confond avec Hf, et 
(66.9) s'écrit sous la forme 


(ES + Awmm — E) cm + X S° Wmn En = 0. (66.11) 
n£m 


Nous résoudrons cette équation par rapport aux puissances de À, en consi- 
dérant À comme une quantité petite. Pour À = 0, (66.11) se ramène tout 
simplement à (66.2) dans sa représentation en « E°»: 


(E, — E) cm = 0, (66.12) 
qui a pour solutions 
ENS EN, =]. (66.13) 


Pour de faibles valeurs de À on peut s'attendre à ce que les solutions 
de l’équation (66.11) soient proches de celles de l’équation (66.12), donc 
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peu différentes des solutions (66.13). Nous pouvons expliciter cette hypo- 
thèse en représentant les fonctions propres cn de l'équation: (66.11) et 
ses valeurs propres Æ sous la forme de séries de puissances du petit para- 
mètre ?.: 


Cm = + ac Hoarot + (66.14) 


ct 
E = EO + x E® + 9 E8 +... (66.15) 


Pour 2. = 0, (66.14) et (66.15) se réduisent à (66.13), ce qui implique que 
E devient alors égal à E9. 11 apparait que la solution de l'équation 
(66.11) dépend largement de la dégénérescence ou de la non-dégénérescence 
des états du système A°. Dans le cas où ces états sont dégénérés, à chaque 
valeur propre EŸ correspondent plusieurs fonctions propres et s’ils ne le 
sont pas. une seule fonction 5°. Nous allons examiner ces deux cas à 
tour de rôle. 


$ 67. Calcul de perturbation en l’absence 
de dégénérescence 


Posons qu'à chaque valeur propre E? de l’équation (66.2) d’un système 
non perturbé ne correspond qu'une seule fonction propre %?, donc une 
seule amplitude c°. Portons les séries (66.14) et (66.15) dans l’équation 
(66.11) et regroupons les termes de mêmes puissances du paramètre À 


(En — Et) 0) + à [(wm— Et) ci) + (EN — EU) cn) + 
+ Dim C0] + À [Gcmm— E) cu) — E? co) + 
nzsm 
+ (EŸ — EO) ch) + D wmm cn ]+...—0. (67.1) 
n£m 


Sous cette forme il est facile de résoudre l'équation (66.11) par la méthode 
des approximations successives. L’approximation d’ordre zéro s'obtient 
en posant À = 0; on trouve alors 


(ES EN) NEO, m—1,2,3,...,k,... (67.2) 


C'est l'équation du système non perturbé H°. Supposons que nous voulons 
connaître comment varie la position du niveau E? ainsi que sa fonction 
propre © sous l'influence d’une perturbation W. Nous adopterons alors 
la k-ième solution de (67.2): 


EU EG (67.3) 


qui implique que tous les «9 — 0 sauf cf?) = 1. 
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Nous dirons que la solution (67.3) est une approximation d’ordre zéro. 
Portons cette solution dans (67.1) afin de trouver l’approximation suivante 
d'ordre un. Cette substitution conduit à: 


2. [Os e—+ Et) Ômx + (E — E) co + ps Wmn nr] + O () = 0, 
n£m 


(67.4) 


par O(?+) on a désigné les termes en À* et des puissances plus élevées. 
En nous limitant à cette première approximation nous devons admettre 
que ces termes sont suffisamment petits pour pouvoir être négligés. On 
obtient alors 


Cwmm — E1) Smx + (E% — Er) cu + D Wmn dax = 0.  (67.4') 
n£m 


Si nous choisissons parmi toutes ces équations, l'équation de numéro 
m = k, nous aurons 


were — EM = 0, (67.4) 
et on en tire la correction à apporter à la première approximation de EP 
ED = weg. (67.5) 


En utilisant les équations pour lesquelles #1  K, on calcule les corrections 
que l'on doit apporter aux amplitudes cl'; avec m # £ on tire de (67.4) 


(En — Et) cn + Wmx = 0, (67.47) 
d’où 
= RE, ER. (67.6) 
Æ—E, 


Faisons maintenant Île calcul de deuxième approximation; on doit alors 
tenir compte des termes en 2°. Substituons les résultats de la première 
approximation (67.5) et (67.6) dans (67.1), ce qui donne 


72 mm — Mk) = — E? Omg + (En nu E?) Cm + 


> Wak 
; CL 33)—0. (67.7) 
+ Eve tt |: O0) = 0 


par O(X) sont indiqués les termes en 2% et de puissances plus élevées. 
En négligeant ces termes nous arrivons à une équation permettant de 
déterminer E®) et cf? (deuxième approximation). L'équation de numéro 
d'ordre m — k cest maintenant 


—EN+ Ÿ ES = 0. (67.7) 
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A partir de cette équation on calcule le terme de correction à l'énergie 
en deuxième approximation 


E= S en. (67.8) 
Kkæn EX Ro E, 
A partir des équations avec m» # k on trouve les c{:): 
Um — — mEk, nHk. 
Gp À 4 QG EEE, 
9) 


Nous pouvons continuer ainsi, passant d’une approximation à la 
suivante. Nous nous arrêterons à la deuxième approximation et enregistre- 
rons les résultats obtenus. Conformément à (66.14), (66.15), (67.3), (67.5), 
(67.6), (67.8) et (67.9) nous avons 


Ex = E+me+X © et + 0), (67.10) 


nEk KT En 
œ = |}, 
= LT 
-e-* 
AE 5 éme nt wire ; 
Ha Sous ce] + 00. (67.11) 


Il apparaît de ces formules qu'en admettant que l'opérateur W est 
petit devant Â° ceci revient à admettre que le rapport suivant l’est aussi 
1 


sin RE (67.12) 


Si cette condition est remplie les termes de correction figurant dans (67.10) 
et (67.11) sont petits, de sorte que les valeurs propres Ex de l'opérateur 
À ainsi que ses fonctions proprés cm(k) sont peu différentes des valeurs 
propres et des fonctions propres de l’opérateur H°. L'inégalité (67.12) 
est la condition même d’applicabilité de la théorie de perturbation. D'après 
(66.10) cette condition peut s'exprimer aussi sous la forme 


Win | 

— — € |, n£m, 67.13 
ee “ F (67.13) 
où Wmn sont les éléments de matrice de l’opérateur de perturbation. 


A l'aide de (66.4), (67.6) et de (67.5) nous pouvons exprimer notre 
solution dans la représentation en «x»: 


! Ex Wnx' 
ÿk (x) = SX) no BE ÿ9 (x) +... (67.14) 


RE Was Wie =\ WW ur. (67.15) 
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Cette dernière formulc montre que la correction apportée en première 
approximation à la position en énergie des niveaux est égale à la valeur 
moyenne de l'énergie de perturbation dans l’état non perturbé (49). 

I1 résulte de la condition d’applicabilité de la théorie de perturbation 
(67.13) que la validité des résultats du calcul approché dépend du niveau 
concerné. Dans un champ coulombien, par exemple, les différences d'énergie 
entre niveaux voisins sont données par la formule 


Bases) F2 
mr Ga :t 1} CCE 


Pour n petit cette différence peut être beaucoup plus grande que Wy. +1: 
lorsque # est grand elle tend vers zéro comme 1/5, et la condition (67.13) 
peut ne plus être satisfaite. Aussi la méthode de perturbation est utilisable 
pour le calcul des corrections de niveaux quantiques inférieurs, mais non 
pour les niveaux supéricurs. On doit tenir compte de cette observation 
chaque fois qu'on applique la théorie de perturbation à des problèmes 
concrets. 

La deuxième remarque concerne certains cas particuliers pour lesquels, 
la condition (67.13) tout en étant satisfaite, les états quantiques A° ct À 
sont essentiellement différents. La raison en est que la nature de l'énergie 
de perturbation W peut être telle qu'elle modifie Ic caractère asymptotique 
de l'énergie potentielle U(x). Supposons qu'on soumette un oscillateur 
harmonique à une perturbation 
W — x. L'équation de Schrôdin- 
ger s'écrit alors 


D. 


2u dx Rz 
+ ASY= EY. (67.16) 
Pour À — O0 nous retrouvons 


l'équation de l'oscillateur harmo- 
nique présentant un “PE discret 


de l'énergie E9 = ho, {r + — | Les 


éléments de matrice de la pertur- Fig. 50. Courbe de l'énergie potentielle 
bation x = ? D x 


Wmnn = À (N)nn e 

F VAR , qu #oÿ 
peuvent être aussi petits que l’on La courbe en pointillé représente L'(x) = à 
veut devant E9, — E° = fio,(m—n) ; 
tant que À est petit. Néanmoins quelle que soit la valeur de z l’équation 
(67.16) correspond à un spectre continu et ce n'est que pour À — 0 qu'elle 
présente un spectre discret de valeurs propres. L'énergie potentielle 


U (x) = ne — +2% présente en effet l'allure illustrée par la fig. 50. 
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Quelle que soit: la valeur de £. pour x grand et régatif. on a V(x)< E, 
ce qui signifie que la valeur asymptotique de l'énergie potentielle est plus 
petite que E. C’est ce qui rend continu le spectre d'énergie. 

On peut se demander ce que représentent alors les fonctions approchées 
Yn (x) ainsi que les niveaux E, que nous pouvons calculer à partir de 


Fe 
gl 


| 
[l 
| x) 


He 


Fig. 51. Variations de l'énergie potentielle U(x) = 


; x° + 2x3 et de la densité 
de probabilité | 4, 1°. 


a) pour E - Lu. b) pour FE # En 


9 et de E° par la méthode de perturbation, en profitant de la petitesse 
du paramètre À? Il apparaît que les fonctions 4, (x) calculées pour de 
faibles valeurs de À par la méthode de perturbation sont telles qu'elles 
sont grandes à proximité du puits de potentiel U (x) et petites partout 
ailleurs. La fig. 51 reproduit la courbe d'énergie potentielle U (x) de la 
fig. 50, à laquelle on a superposé la courbe du carré du module de la 
fonction d'onde | W(x)i*. La fig. 51, a correspond au cas où l'énergie 
E = En = E?. Mais si l'énergie n'est pas égale à E, la fonction d'onde 
YE(x) croît lorsqu'on se trouve à une certaine distance du puits de poten- 
tiel U (x) (fig. 51, b). Nous pouvons dire que dans le premier cas les parti- 
cules se trouvent à proximité de la position d'équilibre x = 0, pour ainsi 
dire, au sein de l'atome, et dans le second cas elles sc trouvent de préfé- 
rence en dehors de l'atome, à une distance infiniment grande. Des états 
stationnaires ne peuvent apparaître que s’il existe des ondes s'étendant 
à l'infini ou venant de l'infini, de sorte que le flux de particules à travers 
la surface entournant l'atome est nul. Ce cas ne présente guère d'intérêt. 
On a plus souvent affaire au cas où il n’y a que des ondes s'éloignant à 
l'infini (cf. $ 99). Dans ce dernier cas il n’y a aucun état stationnaire. En 
imposant qu’il n'y ait que des ondes s'éloignant à l'infini, les fonctions 
d'onde #, (x) que l’on calcule par la méthode de perturbation ne décri- 
vent correctement le comportement des particules que pendant un temps 
t relativement court. Cependant ce temps ? peut être grand et ce d'autant 
plus que le paramètre X est petit. Un tel état Ÿ, (x) et les niveaux E, qui 
lui correspondent nous désignerons par le terme d'états quasi sta- 
tionnaires. 
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$ 68. Calcul de perturbation dans le cas 
de dégénérescence 


Dans la majorité des problèmes d'application pratique, on se trouve 
en présence d'une dégénérescence, lorsqu’à une valeur propre E = E$ 
du système non perturbé (H°) correspondent non pas un seul état 9, 
mais plusieurs 4%, de, ..., 9, ,..., 4%. Lorsqu'un tel système cst soumis 
à une certaine perturbation W, on ne peut dire, sans étude préalable, laquelle 
des fonctions 4%, pourrait servir d’approximation d’ordre zéro aux fonc- 
tions propres de l’opérateur H — H9 + W. Effectivement au lieu d’une 
série de fonctions 49, 49,,. . L2 >... Yor appartenant à la valeur 
propre Ef on peut tout aussi bien utiliser une série de fonctions @°,, 
Phases Pure PY qui se déduisent de la première série par la trans- 
formation orthogonale linéaire: 


[ 
Qua = 2 GB Ÿn8° (68.1) 
CR 
2 A8 A6 = Dan”. (68.2) 
-1 


Puisque les fonctions o?, sont des combinaisons linéaires des fonctions 
go, elles seront, elles aussi, des solutions de l'équation de Schrôdinger 

A @n = Es Qn (68.3) 
répondant à la valeur propre EX, et si la condition (68.2) est satisfaite elles 
seront orthogonales, si les fonctions 4°, le sont. Il'est donc possible que 
les fonctions °, sont des fonctions d’approximation nulle, mais on ignore 


quels coefficients &s il faut prendre pour obtenir l’approximation d'ordre 
zéro convenable. 

Pour trancher cette question reprenons l'équation (66.9). On devra 
cependant la modifier quelque peu et préciser les notations utilisées. S'il 
y a dégénérescence les fonctions propres de l’opérateur doivent comporter 
deux indices au moins (n, «). C’est pourquoi l'équation (66.4) doit être 
précisée en remplaçant l'indice n par deux indices n et «. Nous aurons alors 


Ÿ (x) = 2 Cra D, (x). (68.4) 


En conséquence l'équation (66.9) s’écrira (en y remplaçant n par n, «, 
et m par m, B): 


(EF + Wab.mg — E) cn + 2 Win,na Cra = 0, (68.5) 
nasms 
où 
0° 5,10 
Wan, na = \ Las WU dx (68.6) 
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est l’élément de matrice de l'énergie de perturbation, que l’on déduit de 
(66.7) en augmentant la quantité de nombres quantiques servant à indexer 
l’état. E% est l’énergie du m-ième niveau quantique dans le cas où il n’y 
a pas de perturbation; cette énergie est indépendante du nombre quan- 
tique « (dégénérescence). 

Supposons que nous nous proposons de calculer le niveau quantique 
du système perturbé Ex, proche du niveau EX, ainsi que les fonctions 
propres 4, (x). Nous nous limiterons à la solution de première approxi- 
mation pour le niveau et d’approximation d’ordre zéro pour les fonctions. 

En l’absence de dégénérescence nous avons admis tout simplement 
que les fonctions de l’approximation Zéro coïncidaient avec celles du 
système non perturbé. Corrélativement dans l'approximation zéro cŸ, = 1, 
et les autres amplitudes sont nulles. Or, on ne peut procéder ainsi lors- 
qu’il y a dégénérescence, puisque rejetant dans l'approximation zéro la 
perturbation W, nous arrivons selon (68.5) à 


(Et — E) CB — 0; 


ce qui conduit pour E — ÆEŸ non seulement à ce que 8 = 0, mais tous 
les autres c;8 appartenant à la valeur propre EŸ, notamment pour 8 = 1, 
2,..., fx, ne sont pas nuls. Ceci montre que dans l’approximation d’ordre 
zéro ce n'est plus une, mais tout un groupe d’amplitudes qui sont diffé- 
rentes de zéro. Une approximation d'ordre zéro convenable pour les 
fonctions du k-ième niveau sera donc 


So 7. 


0 mEHK). 


Dans cette approximation nous choisirons parmi les équations (68.5) 
celles qui renferment des amplitudes c non nulles. Ce seront les équations 


(EE + Wiais—E) de + TZ Wie ie Cha = 0. (68.8) 
a+ 
Comme nous nous limitons à l’approximation d’ordre zéro pour le calcul 


du k-ième niveau, nous pouvons omettre l’indice k (en le gardant dans 
la mémoire toutefois), et nous poserons aussi 


Wa = Wis, is = \ xs Wa dx, (68.9) 
=, a—1,2.../ (68.9) 


Les équations (68.8) s’écriront alors 


lk 
(E + Wy — E) cd) + > Wea = 0, B—1,2,...,fk. (68.10) 
CE 
Nous avons maintenu l'indice £ auprès de E£ pour souligner qu’il s’agit 
bien d’un groupe comportant j4 états correspondant à E£. 
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Pour que les solutions de l'équation (68.10) ne soient pas nulles, il 
faut que le déterminant du système (68.10) soit égal à zéro: 


EX + Wa — E Wie Wu, 
Wa E + Wis— E c Wor 
ANA Re Rd den #....|—=0. (68.11) 
Win +... E + Wir —E 


C’est une équation algébrique de degré fz, qui permet de calculer E. On l’ap- 
pelle couramment équation séculaire). Nous en obtenons f4 racines: 

E = Es, Eps,..., Eja ss... Ex, (68.12) 
Puisqu’on admet que les éléments de matrice W4, sont petits, ces racines 
seront peu différentes les unes des autres. Nous arrivons ainsi à un résultat 
important: lorsqu'on applique une perturbation le niveau dégénéré (ES) 
se scinde en une série de niveaux voisins (68.12). La dégénérescence est 
donc levée. Dans le cas où plusieurs racines de (68.12) seraient égales 
entre elles, la dégénérescence n’est levée que partiellement. 

A chacune des racines Ex (68.12) correspond une solution particu- 
lière pour les amplitudes cp) donnée par l’équation (68.10). Pour marquer 
que la solution c{o), cho), ..., 0),..., ci) appartient au niveau Ex, nous 
ajouterons aux ch) encore un indice «, et la solution des équations (68.10) 
pour Ex se présentera sous la forme suivante 
E=Ea, c=d),d),..,d),...d), o=1,2..,fr (68.13) 


Si nous avions conservé l'indice k, le numérotage des c{°) serait ca. 
L’équation (68.13) est la fonction d’onde approchée (approximation 
d'ordre zéro) de l’opérateur À dans la représentation en « E°». Dans 
la représentation en «x» la solution (68.13) s'écrit 
f, 
Le S EORPAE (68.13) 
8=1 
Ainsi, à chaque niveau E — Æ, correspond maintenant sa fonction xx 
qui représente l’approximation d'ordre zéro pour le système perturbé (À), 
Les fonctions (68.137) se distinguent des fonctions (68.1) en ce que 
dans (68.1) les coefficients as sont arbitraires (jusqu’à y compris les condi- 
tions d’orthogonalité (68.2)), tandis que dans (68.137) les coefficients 
co sont concrétisés. Par conséquent les fonctions à l’approximation 
d'ordre zéro 9,4 constituent un cas particulier des fonctions 2, du système 
non perturbé. Remarquons que si on calcule les approximations suivantes 
on pourra constater que la condition d’applicabilité de la méthode de 
perturbation s'exprime à nouveau par (67.13) qui dans le cas dégénéré 
s'écrit sous la forme suivante 


[Wa8, na | SES — E?]- (68.14) 
1) Cette appellation d’équation séculaire a été empruntée à l'astronomie. 
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Nous avons établi au $ 41 que le problème du calcul des valeurs propres 
ct des fonctions propres de n’importe quel opérateur £ donné sous sa 
forme matricielle se ramène à la résolution des équations (41.4) et (41.5). 
En entendant par opérateur L l'opérateur de l'énergie totale À, nous 
devrons tenir compte de ce que dans le cas dégénéré on devra remplacer 
chacun des indices n et m figurant dans cette formule par deux indices 
n, « et m, B respectivement. En conséquence on obtient à partir de 
(41.4) les équations 


Z Hs, na Cna = Ecn8s (68.15) 
qui coïncident avec (68.5), puisque 
Hn6, na = En Synn + Wan, na (68.16) 


Dans le cas qui nous concerne maintenant la forme de l'équation 
(41.5) correspondant à (41.4) sera plus compliquée puisque le numérotage 
des lignes et des colonnes de la matrice de l'opérateur À comporte deux 
nombres quantiques n et «. À chaque nombre quantique n correspondent 
fn Valeurs différentes de « (dégénérescence d'ordre fn). Le nombre fr 
augmente avec ». Pour le premier niveau f, = 1 on n'utilise pas le terme 
dégénérescence. 

Il est facile de disposer les éléments Hg, « en une matrice. Il suffit 
pour cela de numéroter l’une des colonnes par le couple d’indices (7, 1) 
et les colonnes suivantes par les numéros: (7, 2), (n, 3),..., (n, fa); puis 
les colonnes seront indexées (n + 1, 1), (n + 1, 2),..., jusqu’à (7 + 1, 
În+1), etc. Le numérotage des lignes s’effectue de façon similaire: (m, 1), 
(m, 2),..., (m, fm), etc. En utilisant ce procédé de numérotage des élé- 
ments de matrice Hyg, n l'équation servant à déterminer les valeurs propres 
de E peut s’écrire sous la forme suivante (c’est précisément l'équation 
(41.5) appliquée au cas considéré): 
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Les éléments de matrice encadrés se rapportent à un seul et même niveau 
quantique. Ainsi, par exemple, le premier encadrement (un élément) con- 
cerne un niveau k = 1, le deuxième un niveau k = 2, le troisième un 
k-ième niveau. Si nous négligeons les éléments de matrice se rapportant 
à dés niveaux différents, c’est-à-dire les éléments tels que Hup.nx (Mn # ñn) 
(d’après (68.16) ces éléments sont égaux à Wys, ns), l'équation (68.17) se 
simplifie 


—0. (68.18) 


Une telle matrice est dite en gradins. Son déterminant A°(E) se 
décompose en un produit de déterminants d'ordres inférieurs, à savoir!) 


Ha,n— EH, 
A9(E)= || Hyu —E||. sr soon. Sas 
LORTE o + Hogog — E 
Husa—E Hu, 
tiludiusséesrasesetleseæ 0. (619 


CCC 


His Hipxr —E 


En désignant par Ay,(E) les déterminants qui figurent dans (68.19) on 
écrira: 


A0(E) = A4, (E) A4, (E)... Àf, (E)...= 0. (68.20) 
L’équation (68.20) sera satisfaite à condition que A,, (E) = 0 ou A, (E)=0, 
ou d’une façon générale A,, (E) = 0. Les racines de ces équations déter- 
minent en première approximation l'énergie du premier, du deuxième, 
du k-ième niveau. L’équation 


A, (E) = 0 (68.21) 
3) On arrive immédiatement à ce résultat si on développe le déterminant (68.18) 


suivant les règles usuelles: c.-à-d. en formant les produits des éléments par les 
mineurs. 
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est identique aux équations (68.11) qui ont été établies par un procédé 
différent. 

Nous avons expliqué au $ 41 que le problème de la détermination des 
valeurs propres de l'opérateur peut être considéré comme le problème 
de la diagonalisation de sa matrice. De l'exposé ci-dessus il ressort que 
la première approximation de la théorie de perturbation consiste à négliger 
les éléments de matrice se rapportant à des niveaux différents, et ramène 
ainsi le problème de la diagonalisation d’une matrice à nombre infini 
d’éléments à celui de la diagonalisation de matrices finies (les différentes 
matrices constituantes de la matrice (68.18)). 


$ 69. Eclatement des niveaux dans le cas 
d’une dégénérescence double 

Considérons le cas particulier lorsque la dégénérescence est levée 
par une perturbation pour un niveau qui est deux fois dégénéré dans un 
D p non perturbé. Posons qu’à la valeur propre EŸ de l'opérateur 
° correspondent deux fonctions (fx — 2): 49, et #9. N'importe quelles 
fonctions œ}7, et ÿ, obtenues par transformation orthogonale de 42, 
et LEA seront, elles aussi, des fonctions propres de l’opérateur H°, appar- 


tenant au niveau EŸ. Nous écrivons cette transformation sous la forme 
(cf. (68.1)): 


PA — Au go, + Gi yo, (69.1) 

PÈ = An Va + ee nr (69.17) 

Pour que la condition d’orthogonalité (68.2) soit satisfaite, nous posons 
= ei e = Si - p—iB 

au Fe30 ei, A» = Sin Ô d : (69.2) 
An = —sin6.e® a — cos 6-e—iê 


6 et B sont deux angles arbitraires. Nous obtenons alors des expressions 
générales des fonctions d'onde correspondant au niveau d'énergie E° 
dégénéré deux fois: 


pa, = cos 6: ei 49, + sin 0-e—18 40, | 


2 ; à (69.3) 
g, = — sin 6-ei8 40, + cos O-e-—i8 yo] 

Il est facile de s’assurer de l’orthogonalité et de la nature de la norma- 
tion de ces fonctions, ainsi que de ce que les coefficients &8 (69.2) satis- 
font à la condition d’orthogonalité (68.2); avec 8 — 0 — 0 les équations 
(69.3) nous redonnent les fonctions initiales 4£, et 42. Supposons qu’on 
fasse agir maintenant une perturbation W. L'approximation d’ordre zéro 
s'exprimera par les fonctions qui sont les fonctions du système non per- 
turbé, donc celles de (69.1), mais dont les coefficients ont des valeurs 
déterminées en ce sens que les valeurs des angles 8 et 8 dépendront de la 
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nature de la perturbation. Pour déterminer ces angles nous calculerons 
directement les coefficients c, et c. en considérant la superposition 


P= CU, + ce ve. (69.4) 


Conformément à la théorie que nous avons exposée ces coefficients se 
laissent déterminer par l'équation (68.10) qui dans notre cas particulier 
se présente sous Ja forme 
(E? + Wa — E) + - (69.5) 
(EË + Wis—E) C2 + Wa G =0, 


où Why, Wa, Wa et Wa. sont les éléments de matrice de l'énergie de per- 
turbation: 


Wa = | g9r W 49 dx, (69.6) 
Was = Â ge W 49, dx, (69.6) 
Ws= Wa =( go W 49, dx. (69.6") 
L'équation séculaire (68.11) se présente alors sous la forme suivante 
a@= ET _ |-e (6.7 
Wa Was — © 

où = est un terme correctif à l'énergie du k-ième niveau: 

e = E— Ef. (69.8) 


En développant le déterminant (69.7) et en résolvant l'équation du 
second degré obtenue, on trouve deux racines 


W, W, Wu — WW; 
Eye = ae + = + (69.9) 
On tire de (69.5) 
Go, Wie, (69.10) 
Ca c— Wa 
En posant 
Was = | Wie le (69.11) 


et en portant dans (69.10) la première racine (£,, signe +) il vient 
An Pl  _ — cotgô.e8, (69.12) 
Ce Was — Wu + Poe +1, 
2 4 
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tandis qu'avec la deuxième racine (£:, signe —) 


PT 2 fs (60) 


Nous arrivons ainsi aux solutions suivantes (dans la représentation 
en «x»: 


W We EE 7 
En = EP + MR + | PR + | Wii 


(69.13) 
pu = cos 0-eiè 40, + sin 0-e-58.10, 
ct 
Exs = E? Wir + Was fa +IW 
: 4 : (69.13) 
@ke — — sin 0-68. 00, + cos D-2—8. 00, 
avec 
— tg 0 — Î Wi: | : 
We Wu _]/Wa—W.) 8 (69.14) 
2 | 7 D + |We 
W, 
e2i8 — 1. 69.1 
[Wisl (69) 
Un cas particulier fort important est celui où 
Wi= Wes Wii Wa. (69.16) 
Nous avons dans ce cas-là: 
En = Ei + Wa + Wis 
1 
nu = — (4e, + ge). (69.17) 
Vz 
Era = E + Wa — Wis 
(69.17') 


1 ' 
Pke = mi (hi — ee) 


La transformation (69.3) correspond à une rotation. Nous arrivons à une ana- 
logie géométrique directe en supposant que B = 0 (ce qui impose que W,: == W.;). 
Les coefficients a sont alors réels. Les valeurs particulières de a que sont les coef- 
PTE c, sont également réelles. Au lieu de (69.4) nous pouvons écrire en posant 
= et Cas = 9: 


p = Eÿ9 + np2 (69.18) 
(nous conservons présent à l'esprit l'indice k). Si nous exigeons que 
E+ms=]l, (69.19) 


la valeur moyenne de l'énergie de perturbation # dans l'état défini par (69.18) 
sera égale à 


W = \ (899 + 1997) W (849 + nd9) dx. (69.20) 
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D'après (69.6) nous obtenons alors 
W = Wa Et + 2Wia En + Want. (69.20 


Cette équation peut être considérée comme celle d'une courbe du second degré tracée 
sur le plan (E, n). Il cn résulte que la valeur moyenne de W est une forme quadra- 
tique des amplitudes (&, n) caractérisant l'état ©. 
, Remplaçons maintenant les coordonnées E, n par des nouvelles coordonnées 
’, n’ qui sc distinguent des premières par unc rotation d'un angle 6 


£ = cos 0-7 — sin 0.7, 1 — sin 0.’ + cos 0.7, (69.22) 
Portons ces nouvelles coordonnées dans (69.18), il vient 
p = tre, 
®9 = cos 0-Y0+ sin 0-49, (69.23) 
g9 = — sin 0.59 + cos 0.40. 


Par rapport aux fonctions CH et 90 la matrice W doit être diagonale: on trouve 
effectivement 


L+2 


We, = \ e2° Wy2 dx = 2, + (69.24) 
We =( 99° We dx = We = 0. 


De ce fait la valeur moyenne de 1 dans l'état © 
se présente maintenant comme suit 


w - ( eWodr=ntt+snt, (69.25) 


cæ qui montre qu'avec les nouvelles coordonnées 
€”, n° l'énergie moyenne est une courbe de second 
degré, rapportée aux axes principaux (fig. 52). 
Nous voyons ainsi que le problème de la dia- 
gonalisation de la matrice W coïncide avec le pro- Fig 52. Procédé géomé- 
blème géométrique de la réduction à la forme cano- trique de diagonalisation 
nique d'une courbe de second degré (la rapporter de matrices de deuxième 
aux axes principaux). Dans le cas général £ et n ordre. 
sont des quantités complexes et la concordance 
cesse d'être complète, bien que l’analogic subsiste avec le problème géométrique à 
condition de considérer 5 et 7 toujours comme les coordonnées d’un point. 


$ 70. Remarques concernant la levée 
de la dégénérescence 
Nous venons de montrer que lorsqu'on fait agir sur un système natu- 
rellement dégénéré une perturbation, celle-ci lève la dégénérescence, 
c'est-à-dire que les niveaux qui étaient confondus se scindent. Quelles sont 
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les causes qui déterminent l'éclatement des niveaux? Pour donner une 
réponse à cette question nous commencerons par préciser les causes de 
la dégénérescence. 

Nous avons vu que les niveaux d'énergie d’un électron soumis à l’action 
d’un champ de forces centrales sont dégénérés (2 / + 1) fois (sans tenir 
compte de la dégénérescence de spin). Cette dégénérescence apparaît 
parce que l'énergie de l'électron placé dans un champ de forces centrales 
ne dépend pas de l'orientation du moment cinétique par rapport à celle 
du champ. En termes de mathématiques cela s'exprime par ce que le 
hamiltonien présente une symétrie de révolution: le hamiltonien 


H° — — ve + Ur) (=VEEE +) (70.1) 
æ 


reste donc inchangé lorsqu’on fait tourner le système de coordonnées, et 
que les coordonnées initiales x, y, =: deviennent x’, y’, =’. En effet on a alors 


++ = xt +yit se, (70.2) 
a 
PE 


ML] C2 3 
eee Cu L és. (70.2’) 
ax ox az? ex® ay êz® 
Cette dernière égalité se démontre le plus commodément en remarquant que 


V° = (W}, 

puisque w est un opérateur vectoriel et que le carré d'un vecteur ne varie 
pas du fait d’une rotation. On écrira donc 

H9 (x, »,=) = A0 (x', 7,7"). (70.3) 
Si la perturbation appliquée ne présente pas une symétrie sphérique, 
l'énergie de l’électron deviendra fonction de l’orientation de son moment 
cinétique et les niveaux se scinderont en plusieurs. Simultanément l'égalité 
(70.3) cessera d’être valable pour le hamiltonien À. Cet exemple montre 
que l'existence d’une dégénérescence est directement liée à la symétrie 
du champ, et la levée de la dégénérescence est liée à ce que cette symétrie 
est rompue. 

Donnons un autre exemple encore. Considérons un oscillateur oscillant 
dans le plan x, y, dont les fréquences «, le long de OX et le long de OY 
sont les mêmes. L’équation de Schrôdinger de cet oscillateur s’écrit 

kB [AY , aw HG e ne 
+ nl DS (+y)Y=ET. (104) 


v— 


Le hamiltonien figurant dans cette équation reste invariable lors d’une 
rotation du système de coordonnées autour de l’axe OZ. Il possède donc 
une symétrie de révolution. D’après ce qu'il a été dit ci-dessus on doit 
s'attendre à une dégénérescence. Et elle existe effectivement. L’équation 
(70.4) se laisse résoudre immédiatement par une séparation de variables: 


F7) = h 09 de de (70.5) 
E=E + Es. | 
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En portant (70.5) dans (70.4) on obtient par le procédé usuel deux équations 


Fm 4, He —. : 
— 2 a + : x, = E %;, (70.6) 
Fe 83 à. t > CR] ! , 

——— — e = Es en 0. 
TS re ne de (70.6') 


Ces équations de l’oscillateur ont des fonctions propres et des valeurs 
propres connues: 


LO)= 4 @), E = (rs ++) m—0,1,2,.., (707 


LO= O0) E= ho [ns de +) ns=0,1,2,... (70.7) 
On en tire 
Pain 67) = Vu (À) Yn OU) En = AG0 (M + ne + 1). (70.8) 
Introduisons le « nombre quantique principal » 
n=Mm+ns+l, ne=n—m—I1. (70.9) 
On aura alors 
Pan (7) = 100) Ÿn-n-1 0), En=hogn, n—1,2,... (70.10) 


À chaque niveau E, correspondent nr fonctions (#, —0, m=1,..., 
mm =n—1l), ce qui prouve qu’il y a bien dégénérescence. 

Supposons maintenant que la perturbation W se traduit par un chan- 
gement du coefficient d’élasticité pour les oscillations le long de OY. La 
fréquence des oscillations le long de cet axe s’en trouvera affectée et aura 
une nouvelle valeur w,. Le hamiltonien du es perturbé sera alors: 


re Jai 
Fu. (a+ E)+ ES 
WO) = + (oi — a) }°, 


W désigne ici la perturbation. Dans cet exemple la solution du problème 
concernant le système perturbé peut être précise. Il s’agit évidemment 
de remplacer dans (70.7°) w, par «,. La solution est de la forme 


Pouns (X; 7) = Ÿn, (x) Ya, OC}; 


En = hogt + hours + 22e + LS 


= (10.8) 
2 +: 


He Fe L 
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ou encore 


Fun (Xe 3) = Yn1 C9) Yn-n—1 (J), 


t 
En = Rogn + ho (n— m— 1) + = + _ . (70.10) 
Ceci montre que les niveaux de même nombre #n mais de », différents 
correspondent à des énergies différentes. Un niveau quelconque £,; du 
système non perturbé éclatera en donnant les niveaux d'énergies £, », 
En,1» ::. Enn1 (au total n niveaux). La dégénérescence a donc été levée. 
Résumons les conclusions que l’on peut tirer de ces exemples. Si le 
hamiltonien H° (x, y, z) reste invariable vis-à-vis de certains changements 
de coordonnées (x, y, = > x’, y’, z’), les valeurs propres E° sont dégénérées. 
Si la perturbation appliquée détruit l’invariance du hamiltonien, la dégé- 
nérescence sera Jevée, ne serait-ce que partiellement. 


CHAPITRE XII 


EXEMPLES SIMPLES D’APPLICATION 
DE LA THÉORIE DE PERTURBATION 


$ 71. Oscillateur anharmonique 


L'oscillateur harmonique représente une idéalisation des systèmes 
mécaniques réels. L'énergie potentielle que possèdent réellement les parti- 


cules n'est jamais décrite par la fonction x, mais par une fonction 
U (x) de forme beaucoup plus compliquée. L'expression théorique simple 
n’est valable que pour de petites élongations x. Pour préciser la forme de 


l'énergie potentielle U(x) nous pouvons tenir compte en plus de poo xe 


de termes de puissances plus élevées dans le développement de U(x) 
suivant les puissances des élongations x: 


UC) = EE + +... (71.1) 


Etant donné que les termes supplémentaires restent petits nous avons 
affaire à un oscillateur harmonique, légèrement perturbé par les dévia- 
tions à la courbe décrivant le comportement de l'oscillateur harmonique 
idéal. Nous appellerons cet oscillateur-là oscillateur anhar- 
monique. 


Calculons les niveaux quantiques de l’oscillateur anharmonique en 
supposant que les termes supplémentaire figurant dans (71.1) sont petits 
(À petit). Nous allons résoudre ce problème par la méthode de pertur- 
bation en nous appuyant sur les solutions que nous avons déjà obtenues 
pour l’oscillateur harmonique. En qualité de perturbation W nous 
prenons les termes supplémentaires figurant dans l'expression de l'énergie 
potentielle 1) 


W (x) = 6 + (71.2) 


1) Nous pouvons admettre ici que le spectre énergétique du système perturbé 
reste discret, parce que le terme Àx° est un terme de correction qui cesse d'être 
valable pour les grandes valeurs de x. On ne doit donc pas conclure de la forme 
de (71.2) que l'allure asymptotique de U(x) s'est trouvée radicalement modifiée, 
comme cela était admis au $ 67, où le terme supplémentaire 2x était tout for- 
mellement considéré comme valable pour les grandes valeurs de x. 
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Les niveaux quantiques du système non perturbé (À — 0) sont les niveaux 
de l’oscillateur harmonique; désignons ses valeurs et fonctions propres par 


E° — hop {r Fa 2) D (x). (71.3) 


Dans le cas considéré ce système n'est pas dégénéré et à chaque niveau 
correspond un seul état 4°. Les éléments de matrice de l’énergie de per- 
turbation W sont 


Win =| Yo WP dx = À { 29, x800 dx = À (É)mns (71.4) 


où par (X*)mn on a désigné les éléments de matrice de x. 
Selon la formule (67.10) l’énergie du k-ième niveau du système per- 
turbé est égale en deuxième approximation à: 


(ar (Sen 
Ex = E? + AC) +2 = — (71.5) 
= HPN2 "2e 


Ainsi il ne nous reste qu’à calculer la matrice (x):1. Nous pourrions 
fort bien effectuer ce calcul par la formule (71.4) en utilisant les fonctions 
#9 (cf. (47.11)). Nous utiliserons cependant un procédé plus simple. Nous 
connaissons la matrice xmn (cf. (48.8)). En appliquant la règle de muiti- 
plication des matrices nous pouvons déduire de la matrice xmn la matrice 
(nn. Nous obtenons alors 


an => Xkt (in = > XkI > Xim Xmn => 2 XkIXimXmn. (71.6) 


En y substituant les valeurs des éléments de matrice xx, Xim, Xmn données 
par (48.8), il vient 


Go = (2j x TEST + = 
(ae PE 


X VE Om—1,n + pe On+1, «| (71.7) 


Etant donné qu’y figure à, la série double en / et en m peut être sommée 
directement, ce qui nous donne 


sh (1/AG—DE—2 ER 
Gin = (À (ee ie +f+e 8 deu n + 


£ + D'or JE BES Base (71.8) 


Dk+1,1 s}* 


di+1. =) 
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Il en résulte que (x*)zx = 0 et par conséquent en première approximation 
le terme de correction de EŸ est égal à zéro. En deuxième approximation 
la correction comportant une somme de termes en n se laisse tout aussi 
aisément calculer, puisque dans cette somme ne subsistent (selon (71.8)) 
que quatre termes: n — k + 3, n = k + 1. D’autre part (Men = (ax. 
Aussi si on porte (71.8) dans (71.5) en tenant encore compte de (71.3), 
on obtient 


: 1 
Ex = hoo[k+ —]— 
X [ h \5 15 11 
LME PI fes rs tE0 15.2 (O9 
a 4 ( FT | ( ) 


C'est précisément l'expression approchée de l’énergie des niveaux quan- 
tiques de l’oscillateur, tenant compte du terme d’anharmonicité Ax. 

Il est facile d’établir la condition de validité de notre approximation. 
Pour les grandes valeurs du nombre quantique k, l'élément de matrice 


de l'énergie de perturbation À (x), est selon (71.8) de l’ordre de gran- 
deur de 


Win & À = ce ke, 
HOo 
Les différences d'énergie des niveaux E?— EŸ = fw,. Par conséquent la 
condition de validité de la méthode de perturbation (67.13) se réduit à: 


a h 52 k38 
HOo ho 


&1. (71.10) 


Notre approximation ne vaut donc que pour des niveaux pas trop élevés, 
à savoir 


k <(“2)" : (71.109 


En termes de la mécanique classique cette condition signifie que l’am- 
plitude des oscillations ne doit pas être trop grande. 

La formule (71.9) est utilisée pour le calcul des niveaux oscillatoires 
des molécules. Au 8 54 lorsque nous avons considéré une molécule biato- 
mique nous nous sommes arrêtés au deuxième terme du développement 
en série de l'énergie potentielle U (x) suivant les puissances des écarts 
(x) par rapport à la position d’équilibre, et de ce fait nous n’avons obtenu 
pour la molécule que des oscillations harmoniques. Si nous avions tenu 
compte encore d’un terme du développement, ce que l’on est obligé de 
faire généralement, les niveaux oscillatoires de la molécule auraient été 
caractérisés non par la formule (71.3), mais par la formule (71.9). 
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$ 72. Eclatement des raies spectrales en présence 
d’un champ électrique extérieur 


Ï a été démontré par l'expérience que lorsque des atomes sont placés 
dans un champ électrique, leurs raies spectrales éclatent en donnant de 
nouvelles raies (effet dit de Stark). La fig. 53 illustre l'éclatement 
de raies spectrales Hs, H,, Hs, H,, He de l’atome d’hydrogène (raies de 
la série de Balmer) !). L'expérience montre que l'action du champ élec- 


RIRE 


CONS «1 
MIT e ! AILUUS 11 


Fig. 53. Eclatement des raies spectrales de la série de 
Balmer en présence d’un champ électrique intense. 


trique sur l'atome d'hydrogène est différente de celle qu’il exerce sur 
d’autres atomes. Pour l'hydrogène l'éclatement des raies spectrales est 
directement proportionnel à l'intensité $ du champ électrique, tandis 
que pour tous les autres atomes il est proportionnel au carré de l'intensité 
(&). Dans les champs forts (— 105 V/cm) apparaît un autre éclatement 
qui est proportionnel à des puissances plus élevées du champ $&. On a 


3) Le champ augmente en allant de bas en haut, le maximum d'intensité est 
égal à 1,14-10% volts par centimètre; les lignes claires correspondent à des inten- 
sités constantes. On a relevé simultanément les raies de l'atome non perturbé (en 
l'absence de champ appliqué); elles correspondent aux raies centrales de chacune 
des figures d’éclatement et apparaissent comme pratiquement rectilignes sur la figure. 
Lorsqu'on compare les raies de Stark, voisines des raies non décalées, on constate 
que la raie située du côté rouge du spectre (à gauche) se trouve toujours à plus 
grande distance de la raie non décalée que la raie située du côté du violet (effet 
Stark quadratique).. Cet cffet est particulièrement net pour la raie Hg. On voit 
aussi que lorsque l'intensité du champ appliqué atteint une certaine valeur critique, 
toutes les raies disparaissent; cette disparition des raies se manifeste dans l’ordre 
He, Hs, Hy, etc, autrement dit les composantes rouges disparaissent avant les 
violettes. Les causes de l'évanouissement des raies sont exposées au $& 101. 
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observé en outre qu’à mesure que: l’on fait croître l'intensité du champ 
l'épaisseur des raies spectrales augmente et finalement les raies s’éva- 
nouissent. Nous examinerons cet effet d’évanouissement des raies spectrales 
au $ 101. Ici nous nous limiterons à l’étude de l'influence de champs d’une 
intensité inférieure à 105 V/cm. 

Si nous comparons l'intensité du champ électrique existant au sein 
de l'atome 

8, = <= 5,13: 10° V/cm 

a 
(a — rayon de la première orbite de Bohr) à celle du champ extérieur 
($ < 105 V/cm) on constate que l’action du champ extérieur peut être 
considérée dans de larges limites comme une perturbation. Nous en profi- 
terons pour déterminer les niveaux quantiques et les fonctions d’onde 
de l'électron d’un atome soumis à l’action d’un champ électrique exté- 
rieur $. Désignons par U(r) l'énergie potentielle de l’électron optique 
périphérique. S'il existe un champ électrique extérieur homogène d’in- 
tensité $, l'énergie potentielle de l’électron sera accrue de W. Il est facile 
de calculer cette énergie supplémentaire. 

Soit OZ l’axe le long duquel est dirigé le champ électrique $. L'énergie 
potentielle de l’électron .dans ce champ est alors égale à: 


W = e8z — —D.6, (72.1 
où D); — — ez est la composante du moment --électrique le long de l'axe 
OZ!). L'énergie potentielle totalc de l’électron est égale à: 

U'(r) = U(r) + eëz. (72.2) 


L'équation de Schrôdinger pour les états stationnaires est de la forme 
— 7 AY + IUG) + eS:]ÿ = Ed. (23) 


La perturbation W est du type considéré au $ 67, en ce sens qu’un 
champ extérieur $ aussi petit que l’on veut est susceptible de modifier 
le comportement asymptotique de l'énergie potentielle. Si $ = 0, U’ + 0 
pour = > + ©, mais si $5Æ0, U’—> + © pour z—>+oo. On ne peut 
donc mettre en œuvre la méthode de perturbation (pour de faibles valeurs 
de 7.) que dans les limites précisées au $ 67. Appliquant la méthode de 
perturbation nous déterminerons les valeurs quantifiées de l’énergie E, 
pour lesquelles l’électron se trouve à proximité de l’atome pendant un 
temps suffisamment long (états « quasi-stationnaires »). En traitant W 
de ce point de vue comme une perturbation nous supposerons connu 
l’état de l’électron au sein de l’atome lorsqu'il n’y a pas de champ extérieur. 


1) Nous posons la charge de l’électron égale à —e ct l'origine des coordon- 
nées au centre de l’atome. 
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Considérons d’abord un atome hydrogénoïde. En l'absence de champ 
extérieur nous désignerons l’énergie des niveaux quantiques de l’atome par 


E=En O<[<n—1, n=1,2,3,..., (72.4) 
et les fonctions d’onde correspondantes par 
Din = Ru (r) PP (cos 0), <mEl. (72.5) 


Chacun des niveaux E9, est dégénéré (2 / + 1) fois du fait des possi- 
bilités existantes d'orientation du moment orbital M.. Puisque nous consi- 
dérons un niveau défini par # et /, nous pouvons omettre ces indices en 
ne maintenant que l’indice m. Aussi pour simplifier l’écriture nous désigne- 
rons les fonctions d’onde correspondant au niveau Ef, par 


Ds bye es nee Ur (72.6) 
La forme la plus générale de la fonction caractérisant l'état d'énergie 
En sera 
+ 
= D cd. (72.7) 
5 


Calculons la valeur moyenne de la projection du moment électrique 
D: dans l’état considéré. Nous avons 


D; = \ pDedb=rSc ce \ go DL, du = 
" = SE cu (Dan (72.8) 


où 
Dune = À #5 D, 42 do (72.9) 


est l'élément de matrice du moment électrique D:. 11 s'ensuit de (72.1) 
que les éléments de matrice de l’énergie de perturbation sont égaux à 


Wim = —(D:)mmt 8. (72.10) 
Calculons (D:)mm’. Si nous portons dans (72.9) les fonctions d’onde (72.5) 
et si nous remarquons que z — r cos 8, nous arrivons au résultat suivant 
© = Li] 
(De)mm = — € \ Rùr dr ( PF" P® cos 6 sin 6 d eitm-m)9 de. (72.11) 
0 0 0 
Dans le cas où m # m' cette intégrale est égale à zéro puisque eifm-""}® 
est une fonction périodique de œ@. Si m — m' la deuxième intégrale de 
(72.11), étant une fonction paire de cos 6, sera égale à zéro. Donc, 
(Dimm = 0. D'ailleurs quel que soit l’état _correspondant à l'énergie 
E, la valeur moyenne du moment électrique D, (72.8) est nulle. D'après 
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(72.10) l'énergie de perturbation sera également nulle. Il en résulte que 
dans les atomes hydrogénoïdes il ne peut y avoir d’éclatements des niveaux 
qui soient proportionnels au champ électrique appliqué, puisque le 
moment électrique moyen y est nul. Il y aura bien entendu un éclatement 
des niveaux proportionnel à des puissances plus élevées du champ élec- 
trique. En effet les fonctions de l’électron soumis à l’action du champ 
appliqué seront différentes de 49, (notons que 4°, est l’approximation 


d'ordre zéro). En première approximation nous pouvons poser 
PE ES EE (72.12) 


Unim étant un terme additionnel, directement proportionnel à &. 

Le calcul montre que dans cette approximation où l’on tient déjà 
compte de la déformation de l’atome, la valeur moyenne du moment élec- 
trique D, n’est plus nulle, mais proportionnelle à l’intensité 8 du champ 
appliqué: 

D; = 08. (72.13) 

L'apparition de ce moment électrique résulte de la polarisation de l’atome 

Ps l’action du champ. L'énergie potentielle de ce moment dans le champ 
est: 


W=— - &2. (72.14) 


Lorsqu’on fait croître le champ de 0 à & le travail de polarisation vaut 


S 
W = —(sd(D.). 


Le déplacement des niveaux quantiques qui en résulte sera, lui, pro- 
portionnel au carré de l'intensité du champ appliqué &. Nous ne nous 
sv pas sur le calcul de la quantité « que l’on appelle la polari- 
sabilité. 

Une situation toute différente prévaut dans le cas de l’atome d’hydro- 
gène où en plus de la dégénérescence déterminée par les différentes orien- 
tations du moment orbital, il existe une dégénérescence de type «J». 
A chaque niveau £’ correspondent n° fonctions de la forme (72.5), se 
distinguant les unes des autres aussi bien par la valeur du nombre / ({ — 
= 0, 1,..., n — 1) que par celle du nombre m. Omettant le numéro du 
niveau 7 (que nous gardons en mémoire) nous pouvons exprimer les 
fonctions correspondant au niveau E2 sous la forme 


hs 1=0,1,2,...,n—1; m—0,+1,..., +, (72.15) 


au total on aura n° fonctions de cette forme. L'état le plus général répon- 


dant au niveau ÆŸ sera donc 
n=1 +! 


= D de. (72.16) 


10m —1] 
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Dans l'état @ la valeur moyenne du moment électrique D, ne sera 
plus nulle, étant donné que dans la superposition (72.16) figurent des 
fonctions se distinguant par la valeur du nombre / (voir le calcul exposé 
au paragraphe suivant). Par suite la valeur moyenne de l'énergie supplé- 
mentaire apparaissant dans un champ & pour l'état 


W=—SD, (72.17) 


ne sera pas nulle dans le cas général et sera directement proportionnelle 
à $. En conséquence le déplacement des niveaux d’énergie sera lui aussi 
proportionnel au champ, ce qui est confirmé par l’expérience. Nous voyons 
ainsi que la différence essentielle dans le comportement en présence d’un 
champ électrique de l’atome d’hydrogène d’une part, et des atomes hydro- 
génoïdes d’autre part, réside en ce que dans le premier cas tous 1cs états 
de l'atome appartenant au niveau E? possèdent un moment électrique, 
tandis que dans l’autre cas, le groupe d’états des différents atomes hydro- 
génoïdes se rapportant au niveau Eh, il n’y a pas normalement de moment 
électrique, celui-ci n’apparaissant que lorsque les atomes sont polarisés 
(donc déformés). 


$ 73. Eclatement des raies spectrales de l’atome 
d’hydrogène en présence d’un champ électrique 


Le lecteur peut trouver dans nombre d'ouvrages les développements 
nécessaires pour l'établissement des formules décrivant l'éclatement des 
niveaux de l’atome d’hydrogène sous l’action d’un champ électrique. 
Nous nous contenterons donc de donner un exemple suffisant pour bien 
saisir le fond du problème. Nous considérerons notamment l’éclatement 
du deuxième niveau quantique de l’atome d’hydrogène (7 = 2); comme 
le premier niveau n’étant pas dégénéré n’éclate pas, nous prenons l’ exemple 
le plus simple qui soit. 

A ce niveau quantique correspondent quatre états caractérisés par les 
fonctions d’onde suivantes: 


Vogo = Roo (r) Yon tetmes, 
Vno = Ra (r) Yo | 
Ven = Ra) Yi | termes p. | 
Yan, 1 = Res (r) Yi, 


(73.1) 


D'après (25.16) on a 


[+ ru 
RENE EE cos 0, Yu = = sin Betis. (73.2) 


= 
td 
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De (50.19) on tire les fonctions radiales Ru: 


| (73,3) 


où a est le rayon de l'orbite de Bohr; 2 et abs sont des facteurs de 


normation. En remarquant que x = r sin 6 cos +, y = r sin 6 sin , = 
= r cos 6, nous pouvons mettre les fonctions (73.1) sous la forme 


Yeno = (1 = Re = f(r), 


ÿno = = VE Ra £ = F(5, 


Seb (73.4) 
+ x 
Yen = #3 = VEr5 re = Fr) V3 , 
— i = 
Jane = VER de HO 
L'état le plus général répondant au niveau ES est 
4 
= Sc ÿa. (73.5) 


a=1 


Afin de calculer de façon approchée les niveaux quantiques et les fonctions 
d'onde en présence d’un champ électrique extérieur 8, nous devons, 
conformément à la méthode de perturbation, résoudre les équations (68.10), 
qui dans notre cas s’écrivent 


LE — E + Wos] © + S Wéaca = 0, a,B=—1,2,3,4, (73.6) 
CE 


= Î 49° e $ zd° dr. (73.7 


La représentation des fonctions sous la forme (73.4) montre qu’excep- 
tion faite des intégrales 


Wir = Wn = es\ SO F2, (73.8) 


toutes les autres figurant dans (73.7) sont nulles par suite du caractère 
impair de la fonction de z figurant sous le signe intégrale. L'intégrale 
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(73.8) est facile à calculer en coordonnées sphériques. D’après (73.3) et 
(73.4) nous avons 


2a r 


or2?2r = 
1 1 TX r \e r o + 
aie (1 — 3,77 sin6 dr d0 do. 
000 


Nous avons également 


r2n s2r 
\( 2 sin 640 de = \ cos? 6 sin 6 d0 dp = 2. 
9 . 


En introduisant la variable £ — rla on obtient finalement 
œ 


: = (+ (: — À] EtdE——3e8a.  (13.8') 


0 


Donnons maintenant sous forme explicite le système d'équations (73.6). 
D’après ce que nous savons sur les éléments de matrice W.s, nous pou- 
vons écrire 


(E$— E) ci + Wisce = 0, 
(ES —E) c: + Wa = 0, 


(E2— Ee, = 0, (73.6) 
(E— Eje, = 0. 
Le déterminant A, (E) de ce système doit être nul (cf. $ 68): 
E—E Wis 0 0 
aw=-l#: ÆA-E0 0 : 
0 0 Æ—E 0 
0 0 0 ÆR—E 


= (EÆ—E)[(S—E}—WA]=0. (739) 


De là on trouve les racines E;, E:, E;, E4 qui représentent les énergies des 
niveaux perturbés: 


E=E+WMae E:=ES- Wa Es=E,= ES. (73.10) 


Ainsi la dégénérescence n’est levée que partiellement, puisque le niveau 
initial ne se scinde qu’en trois niveaux distincts 1). Le schéma illustrant 
l'éclatement résultant est représenté fig. 54. 


1) En l'absence de champ extérieur nous avions un hamiltonien présentant 
une symétrie sphérique; lorsqu'on applique un champ il subsiste une symétrie de 
foutre autour de la direction du champ. 
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Donc à la place d’une seule raie spectrale caractérisant la transition 
E3 — E? (ces transitions sont indiquées sur la figure par des flèches), nous 
en obtenons trois correspondant aux transitions: 


(a) Es, E —Ei, 
(6) E —+ Ei, 
(©) Es —> EY. 


& 


E. re 
| ë 
C 
| il 
RE EP. 


1 
“Sans champ appliqué En présence du champ 


Fig. 54. Eclatement du niveau #7 2 de l'atome 
d'hydrogène sous l’action d’un champ électrique 


C’est là l'effet d’éclatement des raies spectrales sous l’action d’un champ 
électrique appliqué (remarquons que pour raison de simplicité nous avons 
calculé l’éclatement de la première raie de la série ultraviolette de Lyman, 
tandis qu’en réalité Stark avait fait l'étude de l'éclatement des raies de la 
série de Balmer (région visible du spectre)). 

Il s’ensuit de (73.10) et de (73.87) que la différence d'énergie AE entre 
les niveaux E, et E: vaut 6e8 a, c’est-à-dire que AE = 3-10-8 8 eV, si 
8 est donné en V/cm. L’éclatement est faible, même pour 8 — 104 V/cm, 
AE = 3-1074 eV, tandis que la différence E2 — E9 = 10 eV. 

Calculons maintenant en première approximation les fonctions d'onde 
œ se rapportant aux niveaux E;,:E2, E, et E4. Il faut pour cela déterminer 
les amplitudes c. des équations (73.67). En substituant dans (73.67) E — 
= E, = E, = E£ on trouve que c; et c, sont différents de zéro, tandis 
que c, = Ce = 0. Par suite pour les niveaux non déplacés l’état le plus 
général sera décrit par la fonction d’onde 


p=CsŸ$+ cad, EE}; (73.11) 


C3 et c4 ayant des valeurs arbitraires (puisque la dégénérescence n’est 
pas levée). En substituant dans (73.67) £ = E, = E£ + W,, on trouve que 
C3 = Ca =0 et c;, = c.. De ce fait au niveau E, correspond la fonction 
d'onde 


= - (+9, E=E+ Wie (73.12) 
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En procédant de même on trouve que pour E=E;:. «3 =0c,; 0 
ct ©, =: —C: la fonction d'onde cest alors 


Qa == Gi — 22), Es - ES— W». (73.12°) 
V2 


(Le facteur 1/W2 apparaît pour raison de normation de &, et 4 à l'unité.) 
Ainsi donc en présence du champ $ les fonctions d'ondes des états station- 
naires !) seront o,, 6. et m3 — 69. ©, = %. Nous laisserons au lecteur 
le soin de s'assurer par lui-même que Contoeniement à à la théorie générale 
la matrice de perturbation dans. sa nouvelle” représCntation 


Weg - € s( a = @g de (73.13) 


sera bien une matrice diagonale 
3 eaë 0 0 0 


de 0 —3ea$ 0 0 a 
"lo 0 00 (PO 


| 0 0 00 


Il s'ensuit que le schéma de l'éclatement des niveaux que nous venons 
d'obtenir peut être encore interprété de la façon suivante: les niveaux 
E, et E, ne se déplacent pas parce que dans les états 9, et ©, le moment 
électrique est nul. Le déplacement des niveaux E, et Æ, est déterminé 
par ce que dans les états p, et ®. le moment électrique vaut respectivement 
3 ae $ et —3 ae $, c'est-à-dire que dans le premier cas il est orienté à l'en- 
contre du champ. et dans le second Je long du champ. 


& 74. Eclatement ‘des raies spectrales 
dans un champ magnétique faible 


La théorie de l'éclatement des raies spectrales sous l’action d’un champ 
magnétique, que nous avons développée au $ 62, est loin d’être exhaustive, 
puisqu'elle ne tenait pas compte de la structure en multiplet des raies 
spectrales. Nous allons introduire maintenant dans nos calculs la struc- 
ture en multiplet. 

Le hamiltonien À de l’électron appartenant à un atome soumis à 
l'action d’un champ or est d’après (62. gx 


H = 40 + © 


He + ho) = A9 + (Me + 259 (74.1) 


1) J1 serait plus correct de dire « presque stationnaires » (cf. $$ 99, 101). 
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(nous avons négligé les termes en X?, estimant qu'ils sont petits). H° 
est le hamiltonien en l’absence de champ magnétique extérieur: 


40 = — À ge = Ur). (74.2) 
2u 


Pour tenir compte de la structure en multiplet du spectre nous devons 
compléter ce hamiltonien par des termes exprimant l'énergie d'interaction 
du spin avec le mouvement orbital (nous avons expliqué au & 65 que cæ 
sont ces termes qui déterminent la structure du spectre). Nous rappelle- 
rons encore au lecteur une remarque du $ 65, selon laquelle la correction 
qu’il faut apporter à la dépendance de la masse de l’électron avec sa vitesse 
(effet relativiste) est du même ordre de grandeur que l'énergie d’interaction 
spin-orbite. Désignons ces différents termes complémentaires à l’énergie 
de l'électron, qui déterminent l'apparition d’une structure en multiplet par: 


We = ÿo ( FRE NE +) (743) 
0x ay 2z 

Nous n’avons pas besoin d’expliciter la forme de cet opérateur et nous 
nous contenterons d'indiquer les arguments dont il dépend. L'apparition 
dans l'expression de W° d'opérateurs de l'impulsion de l’électron s'explique 
par le fait que le champ magnétique interne Æ, créé par le mouvement 
orbital de l’électron dépend de sa vitesse et donc de son impulsion 1). 

Il s'ensuit que le hamiltonien complet doit s'écrire 


= 04 Wo+W, Wie: (M, + 28). (74.4) 
uc 


2 


Nous allons distinguer deux cas: le premier est celui où le champ exté- 
rieur est suffisamment grand pour que l'énergie de l’électron dans ce champ 
W soit plus grande que l’énergie W° déterminant la structure en multi- 
plet, et le second cas où l'énergie de l’électron dans le champ extérieur 
est plus petite que W, (champs magnétiques faibles). 

Précisons ce que nous entendons par champ «fort» et par champ 
« faible ». Remarquons d’abord que l'énergie W° que nous négligeons 
est du même ordre de grandeur que la différence d'énergie entre les niveaux 
d’un doublet (cf. fig. 46). Désignons cette dernière quantité par 


AE = Eñj— Eny . (74.5) 
1} Selon la loi de Biot et Savart 
% - < [vr] Le 
c n° 


où v est la vitesse de l'électron et r Je rayon vecteur reliant l'électron au point 
d'observation du champ %:. 
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L’éclatement des raies qui se produit sous l’action d’un champ magné- 
tique extérieur est selon (62.13) de l’ordre de grandeur de x. L’appro- 


ximation adoptée au $ 62 correspond donc à la condition 


ch 
X AËE;; |. 74.6 
A > AE (46) 
Si, par exemple, AE; = 5,3° 107% erg (raies D, ct D, de Na, cf. fig. 49), 
l'inégalité (74.6) conduit à X > 5104 œrsteds. Un champ que nous consi- 
dérons comme faible se définit par contre par l'inégalité W°5> W, c’est- 
à-dire par ; 


eh 2uc 
td X ae 2 . . 
X <|AE; |, < | eh AE | (74.7) 


Dans le premier cas (champs forts!) nous pouvons négliger W° devant 
W. Nous retombons alors sur le cas que nous avons étudié au $ 62 (effet 
Zeeman ordinaire). Dans le cas de champs faibles, l'intervalle AE;; entre 


les niveaux du multiplet est beaucoup plus grand que 2% ceci nous 


permet, dans l’approximation d’ordre zéro, de négliger l’énergie W de 
l’électron dans le champ extérieur devant W° et d’adopter pour le système 
non perturbé le hamiltonien 


H= A° + Wn, (74.8) 


W étant alors la perturbation. Le schéma d’éclatement des niveaux et 
donc des raies spectrales, qui apparaît alors, est beaucoup plus compliqué 
que celui auquel nous sommes arrivés au $ 62. L'effet lui-même est désigné 
sous le nom d'effet Zeeman complexe (ou anomal). 

Avant de procéder à l’étude de ce type d’éclatement des niveaux remar- 
quons que les niveaux quantiques EŸ,; du système non perturbé (carac- 
térisé par le hamiltonien (74.8)) sont dégénérés 2 j + 1 fois (nous l’avons 
expliqué au $& 65), conformément au nombre d’orientations possibles 
du moment total J. En présence d’un champ magnétique extérieur un 
tel niveau doit éclater puisqu’aux diverses orientations de J correspondent 
des valeurs différentes de l'énergie du moment magnétique dans le champ 
appliqué #. Pour déterminer cet éclatement nous devons calculer d’abord 
les valeurs propres de l'énergie de perturbation W. Nous rappelons (cf. 
$ 65) que, compte tenu du caractère multiplet, les états du système non 
perturbé sont définis par quatre nombres quantiques n, !, j, my. Aussi 
les éléments de matrice de l'énergie de perturbation W seront-ils de la 
forme Wam,.n ri, Si nous nous limitons à la première approxi- 
mation, nous devons négliger (cf. 8 68) les éléments de matrice de l’énergie 
de perturbation se rapportant à des niveaux différents du système non 
perturbé. Or comme ces niveaux-là sont indexés par les nombres n, /, j 
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dans l'approximation d'ordre zéro, on n’aura à prendre en ligne de compte 
que les éléments: 


Won: = Matin; nm (74.9) 
Cette approximation n’est valable que parce que Ie champ magné- 


tique appliqué est faible. Comme les éléments de matrice Wa, “: sont de 


l’ordre de grandeur de %, nous pouvons écrire la condition (74.7) 
ue 
de la façon suivante: 


Hé es A 74.10 
Eniÿ— Enis ke : | | 
et c’est précisément la condition d’applicabilité de la théorie de pertur- 
bation. Notons que nous avons pris en consideration une différence d’éner- 
ge correspondant à celle qui existe entre les niveaux d’une structure en 
multiplet (valeurs différentes de j et de j’, mais mêmes valeurs de n et de /). 
Il va de soi que la condition (74.10) se trouve satisfaite pour différentes 
valeurs de n et de L, si elle l’est pour les mêmes valeurs de ces nombres. 

Il s'ensuit de ces considérations que tout le problème se trouve ramené 
à la réduction de la matrice Wn,m: à une forme diagonale. Pour ce faire 


nous commençons par exprimer l'énergie de perturbation en termes 
de la projection Z; du moment total J sur l’axe OZ. Nous avons alors 
W= PE (Me + 28) = On(he + 8), (74.11) 


Oz est la fréquence de Larmor. Considérons maintenant le produit 8.ÿ2. 
Cette quantité peut être écrite sous la forme suivante: 


£ J° - S(P2+ J + 9 = PAS x Jr + 80 Ju + 2 À) + 
+ (8e Îz — PAPA + (82 J, = FA Jp 


ce que l’on peut écrire encore 
8 Ja — J,(8 Ï) + 6, (74.12) 
À = (82 Îz — Le 83) Jr + (82 Ty — sy) Ju. (74.13) 
En appliquant le théorème sur l'addition des moments de rotation, nous 
pouvons, utilisant (64.9), mettre (74.12) sous la forme suivante 
8 Pr = 3, (JM + 51 + 0. (74.127) 


Si nous adoptons maintenant une représentation telle que Ÿ? s’y présente 
sous forme d’une matrice diagonale, nous pourrons diviser les deux 
membres de (74.12’) par Ÿ? (une matrice diagonale se comporte en effet 
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comme une quantité ordinaire et non comme un opérateur). Aussi, en 
utilisant cette représentation nous tirons de (74.12’) 


$z — Æ CP2— Me + 5°) + £. (74.13) 


+ 
LA 


cc qui nous permet de présenter l'énergie de perturbation W sous la forme 
suivante 


a 2 — 31 

W= 0,3 [! + =) + Of £. (74.14) 

k 232 
Les éléments de matrice de l'opérateur @ ne sont différents de zéro que 
lorsque j # j. : 

En cffet l'opérateur Q peut s’écrire 
Ô = 3 Jy — y Pr. (74.15) 

avec 


Va = y 8: — Z, 54, Ty = Le Sr — 8. V2 = Tr 8y — Îy 8z (74.16) 


(la notation des indices s'obtient par permutation cyclique). En appli- 
quant la règle de transposition des composantes du moment ($ 64) il est 
facile de démontrer que 


DoYe + dry + hve = 0 UT) 
JeYe — Ta J=ih Yu Je Yy "y À = —ih 3 Love —Y2 J=0 (74.18) 
! 


(à partir de ces dernières égalités on peut en déduire d’autres par permu- 
tation cyclique de x, y, z). Si maintenant on prend trois projections du 
moment orbital Mz, My, M et trois coordonnées x, y, z, il devient facile 
de s’assurer que sont valables des égalités algébriques telles que 


Max + Myy + M2=0, (74.17) 
Mex—xMi=ihy, My—yM=—ihx, Mz—:M,=0. (7418) 


La comparaison de (74.177) et (74.18”) avec (74.17) et (74.18) montre 
que la structure des matrices de Ja Jp J par rapport à Yz, Yy Yz est la 
même que celle des matrices de M, My M, par rapport aux matrices 
x, y, z. On démontrera au $ 90, B que les seuls éléments de matrice x, 
y, z non nuls sont de la forme xi, 141: Yrixis 2141 ( étant le nombre orbi- 
tal). Les éléments diagonaux xy, Yn, zx sont nuls. Or / est précisément 
le numéro d’ordre de la valeur propre de M}. De ce fait les éléments diago- 
naux de la matrice x, y, z sont égaux à zéro dans la représentation où 
M: est diagonal; en conséquence doivent également être nuls les éléments 
diagonaux Yz, Yy Yz dans la représentation où J° est diagonal, c'est-à-dire 


Crabimgim, = 0 Codimpie, = 0 Craimp in; = 0. (7419) 
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Comme par ailleurs Z,, , Ÿ, sont commutatifs avec 2, leurs éléments 
de matrice différents de zéro sont de la forme 


(Jim jme (Jai. 5m (Jim. im (74.20) 


Il s'ensuit de (74. 19) et (74.20) que les éléments de matrice de Ô qui sont 


de I: forme Qi im; sont eux aussi égaux à zéro (pour s’en rendre compte 
il suffit de former @ à partir de y ct de Ÿ en appliquant la règle de multi- 
plication des.-matrices). 

Tout ceci montre que l'opérateur @ n'introduit aucun terme addi- 
tionnel dans notre matrice de perturbation, dont les éléments se rappor- 
tent à une seule-et même valeur du moment total J. Cela signifie que 
tous les éléments de la matrice W,,, w, sont formés par'la partie de W 
ne renfermant pas O, c'est-à-dire qu'ils le sont par l'opérateur 


W'= Ouh (1+ |. (7421) 


Comme Z,, M°, $°, Ÿ® sont commutatifs entre eux, leurs matrices peuvent 
être diagonalisées en même temps. Or ceci entraîne que la matrice de 
l'opérateur W (dont les éléments sont W,,,,:) est elle aussi diagona- 
lisée. Pour trouver ses éléments diagonaux, il suffit de remplacer J,, M", 
$® et .J® par les valeurs propres de ces opérateurs. En remarquant que 
Je = hm,, J°= hj(j + D), 2 Pl q + nd, (74.22) 

S = ls (ls + D, 


nous obtenons | 
, | CG +1) — 10 + 1) + le Us +1) 

W'=1hO ( : i0+DTIU+D +R +) 74.23 
Inj|l + 2j ü +D j | ( ) 
-C'est cette dernière formule qui détcrmine.l'éclatement. par un champ 
magnétique faible du niveau quantique, caractérisé par les nombres j et I; 
comme il né s’agit que d’un seul électron, /; — 1/2. Si nous désignons 
maintenant par ÀE;in le terme additionnel W” à l'énergie Eu; du niveau 

considéré, nous pouvons écrire (74.23) sous la forme 


| AEjtm, = hOun;E, (74.24) 
Lo . Bac : L 2 
dans cette formule g désigne le «facteur de Landé » 
=]+/0HD—IC+ED+EG+D 
4 . 2j0 +1) 


Puisque m; parcourt toutes les valeurs comprises entre —; et +-j on voit 
d’après (74.24) que chaque niveau Es se scinde sous l’action d'un champ 
magnétique faible en 2j + 1 niveaux. 


(74.25) 
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La fig. 55 représente le schéma d’éclatement des niveaux 
Sir. 1= 0}; Piaf is. 1 = 1] et *Psr(i= so Î= 1}: 


Lorsque le champ appliqué # devient fort, l'allure de l'éclatement 
se simplifie et on retrouve le schéma que nous avons examiné (fig. 46). 


2 
2 7 1e], j 2,9" 43 


y 


1 J 
T1, JV 2. 9-25 my= 4/2 


{ Ln;=t/2 

1=0, j "12, g”2 m;=-Y2 

Fig. 55. Eclatement des niveaux 2: Pia et Psja Sous l’action d'un champ 
magnétique faible 

Cet effet de simplification du schéma d’éclatement des raies spectrales 

lorsqu'on fait croître le champ magnétique et que l’on passe du domaine 

des champs faibles à celui des champs forts est démontré par l'expérience. 


$ 75. Modèle vectoriel donnant une interprétation 
simple de l’éclatement des niveaux dans un champ magnétique faible 


A l’aide d’un modèle vectoriel on arrive à se faire une idée concrète 
de la formule (74.23) déterminant l'éclatement des niveaux dans les champs 
magnétiques faibles. En présence d’un champ magnétique le carré du 
moment angulaire total J® et sa projection J, sur la direction du champ 
magnétique appliqué sont des intégrales de mouvement. Mais le vecteur 
moment total J ne l’est pas. Et c’est précisément le vecteur J qui effectue 
un mouvement de précession autour de la direction du champ magnétique 
(voir fig. 56). 

Si le couplage entre le mouvement orbital et le spin est important, 
lorientation relative du vecteur spin s et du vecteur moment orbital Ma 
reste invariable, ces deux vecteurs effectuant un mouvement de précession 
autour du vecteur moment total J. L'énergie additionnelle W se mani- 
festant en présence d’un champ magnétique est égale à l'énergie des 


ñ 8/2 
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dipôles magnétiques de moments M” Mi et — = s; dans un champ 
4 cette énergie vaut 
W= [M&)+ <= +010+s) (51 
2uc uc 


Nous devons trouver la valeur moyenne de W. J, conserve une valeur 
constante, tandis que sz est une quantité variable; donc pour calculer 
la valeur moyenne de W nous devons calculer la valeur moyenne de 5» 
en tenant compte de ce que le vecteur s j 
participe simultanément à deux mouve- 4 x 
ments de précession: autour du vecteur J 
et avec le vecteur J autour de la direction 
(OZ) du champ magnétique. Puisque 

S: = 5 cos(#, s), (75.2) 
nous devons calculer la valeur moyenne 
de cos (#, s). La fig. 56 montre que 


cos (#6, s) = cos (s, J) cos (J, Æ), (75.3) 
c’est-à-dire que 
52 = s cos (s. J) cos (J, #5). (75.4) 
Mais comme 
cos (J, #) —- + (75.5) 
le triangle formé par J, M ct s nous 
fournit 


sJ cos (s. J) =: (sJ) — Fig. 56. Précession du moment 

1 total J autour de la direction 

= ; (?— M° + 5°). (75.6) du champ Hasnqee appli- 
q 


On tire de ces différentes formules 
&= JG — ME + 5°) 05 
En portant cette expression de 5, dans (75.1) on trouve W: 


W = Oz (Je — $2) = Orde [1 + Re) ; (75.8) 
Si on remplace dans cette formule J,, J*, M2, s? par leurs valeurs quan- 
tiques (74.22), on retombe sur la formule quantique (74.23). 


$ 76. Mise en œuvre de la méthode 
de perturbation pour un spectre continu 
Considérons maintenant le cas où le système non perturbé présente 
un spectre d'énergie continu. Désignons par H9 le hamiltonien de ce 
système, et par ‘2. les fonctions propres correspondant au niveau d’énergie 
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E. L’équation de Schrôüdinger s'écrit alors 
H09 = EQ9. (76.1) 
Supposons que ce système soit soumis à l’action d’une perturbation W. 
Pour le système perturbé l'équation de Schrôdinger s'écrit alors 
(+ W)% = ES. (76.2) 
Si la perturbation est de telle nature qu’elle n'’altère pas le caractère 
continu du spectre de l’opérateur A9, ce qui signifie que l'opérateur La 
présente lui aussi un spectre continu, tout l'effet de la perturbation consiste 
à modifier la forme des fonctions propres correspondant au niveau E. 
Le problème que doit résoudre la théorie de perturbation se ramène 
alors à calculer les fonctions 44, qui sont peu différentes de 4£, si W 
est petit. Il est également possible que l'application de la perturbation 
W fasse apparaître des discontinuités dans le spectre continu. Dans ce 
dernier cas la théorie de perturbation doit permettre de calculer non seu- 
lement les nouvelles fonctions d'onde, mais de déterminer la position et 
la largeur des solutions de continuité qui apparaissent dans un spectre 
initialement continu. 
Nous examinerons ces deux alternatives en considérarit le cas simple 
d’une particule se déplaçant le long de l’axc OX. L'équation de Schrôdin- 
ger cest alors 


éd 49 


— —-< = EN (76.3) 
2ude 
dont les fonctions propres et les valeurs propres sont 
; PE 
M — en E(p): PSS (76.4) 
ER 2u | 
L'équation du système perturbé cest 
Et: w@yeES, (76.5) 
2u d\ S 


où W(x) est une énergie potentielle supplémentaire. On désigne E par 
E” dans le cas où le spectre du système perturbé est altéré. Sans aucune 
restriction nous pouvons 


=E+e, (76.6) 
% = 49 (x) + u (76.7) 


Mais admettant que la méthode de perturbation peut être utilisée pour 
résoudre l'équation (76.5), nous poserons que |] <&E, |u(x)|<&1 ÿ$ (x) | 
et nous négligerons les termes renfermant les produits <W, su, uW, ceux-ci 
étant du deuxième ordre de petitesse. En portant (76.6) et (76.7) dans 
(76.5) et en tenant compte de (76.3) on obtient 


— À LE Eu = Le — W (01 990. (768) 
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Mettons u (x) sous forme d'une süperposition d'états non perturbés 
+o 
u (9) = (a (p)42 (0 dp. (76) 
—o 
Portons (76.9) dans (76.8), puis multiplions (76.8) par ve (x) ct inté- 
grons par rapport à x l'expression obtenue. En remarquant que 


À 49 49, dx = 5(p'— p}. 

nous obtenons alors 

L 

EP) — Eu Gp) = 8 D — p)— Won (76.10) 
(c'est l'équation (76.8) dans la représentation en «p »). Dans (76.10) #,., 
est l’élément de matrice dans la représentation en «p»: 

io R 1 ee x 
MW = GW HOT TWGe dx. (76.11) 


On tire de (76.10) 


(p—Pp)— Wyp 
u = ————————_——————_—_—…— 
a EP)—E() 
Au point p’ = p le dénominateur de (76.12) devient égal à zéro. Si nous 
prenons € # OÔ nous obtenons u (p°) = æ-8(p—p), et notre solution 
ne représente aucunement une approximation de go. On doit donc poser 
e — 0, c’est-à-dire 


Wrp 24Wpy'> 
u = — —2ñ = — TE 76.13 
a E(p)—E(p) Œ°+p)(æ'—p) ( ) 
En portant cette expression de u (p°) dans (76.9) et (76.7) nous arrivons à: 


0 , 


L'intégrale doit être barrée pour marquer que lors de l'intégration on doit 
en exclure le point p’ = p, puisqu’en ce point la formule (76.13) devient 
dénuée de sens. D'ailleurs la fonction go (x) (p' = p) est déjà éliminée 
du signe intégrale ?). 


(76.12) 


(76.14) 


1) Le sens exact du signe L est défini par 
p—à œ 
Ÿ FU,p) - je | f Fund + Î FO} 


La limite ainsi définie est dénommée valeur principale de l'intégrale. 
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La condition indispensable à la validité de notre méthode de calcul 
est que le terme additionnel à (76.14) soit petit: 


LE, C9 — 4061 EDG. (76.15) 


Un examen de (76.13) montre qu’à proximité du point de résonance 
p = p', u(p'}) sera d'autant plus petit que p sera grand, c'est-à-dire que 
l'énergie E de la particule sera grande. En conséquence notre approxima- 
tion est valable pour des parti- 
cules de grandes énergies. 

Nous avons admis dans nos 
calculs que l'élément de matrice 
Wp: était une quantité finie. Or 
cela ne peut avoir lieu que si 
W (x) s'évanouit assez vite pour 

\ Ix|— x, ce qui veut dire que 
FACE la perturbation doit être con- 
ü centrée dans une région finie de 
Fig. 57. Courbes de l'énergie de perturba- l'espace (fig. 57). Il s'ensuit de 
tion W(x). ë 
nos calculs que dans ce cas-là 

le spectre énergétique restera continu !) sin reste petit. 

Dans le cas où la perturbation W (x) s'étale dans tout l’espace et que 
W; ? est par suite infini, on peut voir apparaître des discontinuités dans 
le spectre initialement continu. 

A titre d'exemple considérons la perturbation 


= 2 co (28%) 2 (et + e ; (76.16) 


où À et g sont des paramètres. En calculant à l’aide de (76.11) les élé- 
ments de matrice H';, on obtient: 


Win = +129 Ep—p)+5(—2q+p—p} (76.17) 


En portant cette expression de W,;, dans (76.14) nous pouvons inté- 
grer aussitôt vu la présence de fonctions 5: 


= | p+2 à 2 4 


de ra | 6.18 
VC = 9,0) EG +24)—E(p) era) ds 


À 


1) Si la perturbation est représentée par la courbe b de la fig. 57 et si le 
minimum est suffisamment profond, il peut se former des niveaux discrets (courbe 
en pointillé sur la figure). Notre calcul approché ne permet pas de révéler ces niveaux 
puisqu'il n'est valable que pour les grandes énergies E. 
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Pour de petites valeurs de À cette approximation sera valable, exclusion 
faite des points où 


E(p+2g)=E(p), p=T+a, (76.19) 
puisqu’en ces points, quelle que soit la valeur de à, l’appoint à LE devient 
infini. 

Pour obtenir une solution approchée pour p = + g, nous profiterons 
de ce qu’au niveau E (p) ne correspondent que deux fonctions ge et 


p, . La solution la plus générale correspondant au niveau E (p) est 
po—ag+8p, (76.19) 


où « et B sont des coefficients indéterminés. Si on substitue @° à ge dans 


(76.7) et que l’on refasse tous les calculs, nous obtiendrons à la place 
de (76.8) l'équation suivante 


= 2 LE — Eu = (e— W) ot. (76.8) 
En y portant “ donné par (76.9), puis multipliant par Lo et intégrant 
le tout par rapport à x, on obtiendra au lieu de (76.10): 
u(p)(E(p°) — E(p)) = € (aë (p — p') + B3 (p + p')) — 
—GWyrp+BWy,-;). (76.107 
En substituant à W,,, et W,:,_, l'expression (76.17) on arrive finalement à 
u (p) (Ep) — E(p)) = 2laë (p — p') + BS(p + p}] — 
— + (e{809+p—p)+3C24+p—p} + 


+B{8(2g—p—p)+8(—2qg—p—p)}} (76.10") 


Lorsque p # + q on peut poser £ = 0 et soit « = 1, 8 = 0, soit « — 0, 
B = 1. Dans le premier cas on retombe sur la solution (76.18), et dans le 
second on obtient une solution 4_, peu différente de 4°. 


Lorsque p = + q on tire de (76.107) 
up) (EG) — E(g)} = = [aë (9 — p°) + BS (q + pl — 
— + {a BG?) +5 ap + 


+B[8(G—?)+5(—3gq—p)l}. (76.107 


Pour p’ = q, le premier membre est identiquement nul et le second membre 
doit lui aussi être nul. Tenant compte de ce qu'avec £ x 0, S (E) = 0, 
on obtient 


NN À ps 
8 (0) [ex — + 8] =0 (76.20) 
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et pour p° = —q 


8 (0) [23 — : «| = 0. (76.20) 
En éliminant S (0) on arrive au système d’équations 
À À 
—— = 0, ; D — — = 0 7 .2 
ea — +8 p—ra (6.21) 
servant à la détermination de « et de $. On voit que pour p = —q 


l'équation (76.10/°) se ramène au système (76.21). Le système (76.21) est 
homogène, de sorte que, son déterminant étant nul, on trouve 


e= + à | (76.22) 
et les solutions correspondantes pour « et B sont 
x =8 pour € = ++ (76.23) 
et 
= —$ pour £: — —<. (76.23') 


En définitive on obtient pour l'impulsion p — +g les solutions suivantes 
À 
E=ECED + bat) = a (ist Vag)r (76.24) 


À 
E= ED qu=a(Vu— ve). (624) 


Or cela signifie qu’au point p — -kq l’énergie subit une discontinuité. Pour 
les valeurs de l’impulsion fort différentes de p — --g, on a déjà montré 
que = = 0 et de ce fait E = E(p). La fig. 58 représente la variation de 
E avec p: pour le système non perturbé la courbe en pointillé, et la courbe 
en trait plein pour le système perturbé. Aux points p — +gq on observe 
une solution de continuité d’une étendue égale à À. Les autres discon- 
tinuités aux points p = +2q qui sont indiquées sur la figure apparaissent 
dans les calculs de deuxième approximation (d’une manière générale les 
discontinuités apparaissent aux points p = -kng, avec n = 1, 2, 3,...). 
On arrive ainsi à un spectre semblable à celui que nous avons considéré 
au $ 55, c’est-à-dire un spectre comportant plusieurs bandes d’éner- 


gie permise s'étendant de E = 0 jusqu’à E — E@—, puis de 
E = E(q) ++ jusqu’à la discontinuité suivante ct ainsi de suite, et des 


bandes d'énergie interdite s'étendant de E=E(@—= 
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jusqu’à E = E(q) ++ et ainsi de suite. Ces bandes d’énergie interdite 


sont repérées par un hachurage le long de l’axe des ordonnées. Lorsque 
l'intensité du champ perturbateur devient petite À —> 0 et la largeur des 
discontinuités devient très petite. En conséquence le spectre d'énergie 
d’une particule qui se meut dans un 
champ périodique d’amplitude faible 
est pour ainsi dire le spectre inversé 
du spectre discret caractéristique 
des atomes, par exemple. Dans un 
spectre discret ne sont « permises » 
que certaines valeurs de l'énergie 
E;, Es, ..., toutes les autres étant 
des valeurs «interdites». Dans le 
cas considéré des régions tout 
entières dans l’échelle des énergies 
sont permises, et celles-ci sont sépa- 
rées les unes des autres par des 
bandes étroites d'énergies interdites. 
On a représenté sur la fig. 58 
en plus des discontinuités apparais- st 
1 18. L ppariuon de di 
A A SN 
4 ARENNEN : à continu lorsqu'on applique une per- 
à proximité des points de discon- turbation périodique. 
tinuité. L’allure de ces variations 
E (p) aurait pu être déduite de nos calculs si nous avions tenu compte de 
ce que la solution (76.18) cesse d’être valable non seulement aux points 


Pp = +gq, mais encore en tous les points où 


lE(p+29)—E(Pp)|& 2, (76.25) 


puisque dans toute cette gamme de valeurs de p, l’appoint à Æ, bien que 
n'étant pas infini, est suffisamment important. On aurrait dû étudier le 
comportement de notre solution à proximité des points p = +gq, mais 
nous omettons cette partie du calcul. 

Ce qui importe, c'est que l’existence des discontinuités dont il est 
question se répercute sur la forme de la fonction E(p) au voisinage de 
ces discontinuités, ce qui entraîne une variation du nombre d'états }» 
contenus dans un intervalle dE (nous pouvons admettre que +, est pro- 
portionnel à dp). Dans le cas du système non perturbé _ ne” tandis 


que dans celui du système perturbé aux points de discontinuité = ©; 


cn arrive à cette conclusion sans avoir à faire un calcul spécial. Nous 
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avons montré au $ 55 sous unc forme générale que la vitesse de groupe 
d’une particule se déplaçant dans un champ périodique 


est égale à zéro sur les bords des bandes d'énergie. Dans notre exemple 
la vitesse de groupe est nulle parce que sur les bords des bandes nous 


$7 
avons non pas des ondes progressives {e d) mais des ondes stationnaires 
définies par (76.24) et (76.24”). 


CHAPITRE XIII 


THÉORIE DES COLLISIONS 


$ 77. Position du problème dans la théorie 
de collision de microparticules 


La théorie de collision des microparticules constitue actuellement 
un domaine important de la mécanique atomique. Dans notre cours nous 
n'avons pas la possibilité de traiter, de manière détaillée, cette théorie 
et nous nous contenterons de préciser comment se pose le problème que 
traite cette théorie et d’exposer les procédés d’étude les plus simples que 
l'on y utilise. 

Considérons une particule 4, que nous admettrons pour fixer les idées 
être un atome, et un flux de particules B tombant sur la particule 4: pour 
fixer les idées nous poserons que les particules B sont des électrons. Le 
flux de particules B est dirigé suivant l'axe OZ (fig. 59). Les électrons 
B entrant en collision avec l'atome 4 peuvent subir deux sortes de variations 
de leur état. Premièrement, leur direction de propagation peut s’en trouver 
modifiée, et deuxièmement ils peuvent céder une partie £ de leur énergie 


Ÿ 
‘ 
Q 
‘ 
Ù 


ei 


Q 
4 
û 
l 
i 
Onde diffusée 

Onde incidente \ 
Fig. 59. Coilision de particules selon la mécanique quantique. 


À atome provoquant la diffusion, B faisceau incident de particules 


E à l'atome. On dira dans ce cas que la collision est non élastique ou 
encore qu’il se produit une diffusion non élastique. Dans le cas où £ — 0 
la collision est dite élastique (diffusion élastique). Dans les études expé- 
rimentales on cherche à déterminer le nombre d'électrons (de particules 
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B) passant par seconde à travers une aire dS perpendiculaire à un rayon 
passant par le centre de la particule diffusante 4. Désignons par dV. le 
flux de particules passant à travers dS et ayant une énergie E—:. Ce 
flux dN. est proportionnel à l'aire dS (puisque celle-ci est petite) et inver- 
sement proportionnel au carré de la distance r séparant dS de l'atome. 
En outre dN. doit être proportionnel au flux de particules N dans le faisceau 
incident. On écrira donc 


dNe = No (2.0, ©) — n) 


où N est le nombre de particules du faisceau incident passant par seconde 
à travers une aire de 1 cm°, et o (£, 0, ©) un facteur de proportionnalité 


entre dN. et N. La quantité _ est l'angle solide dQ sous lequel on voit 


dNe 


la surface dS à partir du centre de diffusion 4. Le rapport définit 


la probabilité de diffusion des particules dans l'angle solide dQ avec une 
perte d'énergie £. Ce rapport ve 

(3 
N 


4 


= 6 (, 0, p) dQ2. (77.2) 


Il s'ensuit de (77.1) que © a les dimensions d’une aire (comme [4N,] =- _ ; 
[N] =- TE [o] = L?); on l'appelle section efficace diffé- 


rentielle de l’atome 4 pour une diffusion non élastique à l’intéricur 
de l’angle solide dQ s'accompagnant d’une perte d'énergie €. 
La quantité 


ee (Se, 6, ©) dQ, 77.3) 


où l’intégrale est étendue à tout l'angle solide 4 x, définit la section 
efficace totale pour une collision non élastique s'accompagnant 
d’une perte d'énergie €. (N. — 6. N est le nombre de particules (rapporté 
à 1 seconde) qui lors de la collision ont perdu une énergie s, le flux ini- 
tial comportant N particules par seconde et par cm°. 

Si l'énergie perdue £ peut assumer n'importe quelles valeurs (variation 
continue), les pertes d'énergie comprises entre £ et £ + de s’exprimeront 
non par (77.2) mais par 


dNe 
N 


= 6 (:, 0, ©) & dQ. (77.2 


Dans ce dernier cas la quantité o (e, 0, @) de aura le sens d’une section 
efficace différentielle de diffusion non élastique dans l’angle dQ avec une 
perte d’énergie comprise entre € et € + de, et sera appelée section diffé- 
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rentielle de diffusion non élastique raportée à l'intervalle dQ d’angle 
solide et à un intervalle d'énergie &. On la désigne généralement par 
l'expression «section par unité d’angle solide et par unité d'énergie ». 

Notons qu'en plus de €, 0, æ, la section efficace peut aussi être 
fonction d’autres paramètres caractérisant la collision, du spin des par- 
ticules, par exemple. 

La section efficace différentielle permet de donner dans tous les cas 
une caractéristique statistique du processus de collision. 

Aussi tout le problème de la théorie de collision se ramène-t-il au 
calcul de la section © (e, 8, ®). 

Nous verrons dans ce qui suit que cette quantité cest à son tour diter- 
minée par l'amplitude des ondes diffusées. 


Laissant de côté pour le moment les méthodes de calcul de cette quantité 
utilisées en mécanique quantique, nous commencerons par préciser dans quels cas 
on doit mettre en œuvre, pour le calcul des collisions, la mécanique quantique et 
dans quels autres la mécanique classique. 

Examinons d'abord comment se déroule une collision selon les lois de la 
mécanique classique. On a représenté sur la fig. 60 un atome 4 de centre O. Tout 
autour on a tracé une sphère de rayon a, à l'extérieur de laquelle les forces d'’in- 
teraction de l'atome 4 et de la particule incidente B sont petites. Nous appellerons 
cette sphère sphère d'interaction!) Une particule B qui se déplaçait 
initialement le long de BZ, pénétrant à l'intérieur de cette sphère, y subit une 
déviation, telle que représentée fig. 60 (cas d’une répulsion mutuelle de À et de B). 
Abaissons du centre de l'atome une droite perpendiculaire à la direction initiale 
de propagation BZ de la particule: soit p la longueur de cette droite; on la désigne 
sous le nom de paramètre d'impact (ou encore distance de visée). 
Une particule ayant un paramètre d'impact donné sera déviée d’un angle 0 bien 
déterminé, de sorte que p = p (0) et 0 = 6 (ep). Les particules dont les paramètres 
d'impact sont compris entre p et p + dp seront déviées d'un angle compris cntre 
6 et 6 + dû (nous ne prenons pas en ligne de compte l’angle +, postulant que 
le champ de l'atome À présente une symétrie sphérique). Si on considère un flux 
de particules primaires passant à travers une aire de 1 cm”, celles qui seront déviées 
d'un angle compris entre 0 et 0 + dû passeront à travers un anneau délimité par 
les cercles de rayons p et p + dp. L'aire de cette surface annulaire est 27p dp 
(fig. 60). 

Par conséquent, seront déviées d’un angle compris entre 0 et 0 + de toutes 
les particules du faisceau initial qui passent à travers une surface d'aire 2=p de 
(fig. 60). La quantité 2 xp dp est donc la section cfficace déterminant une déviation 
d’un angle compris entre 6 ct 6 + db. 

En exprimant de en fonction de 48 nous obtenons la section cfficace différen- 
tielle 

da 
a (0) = p-°.. 77.4 
= Fr (77.4) 


Cette formule classique de s (8) n'est pas toujours utilisable pour le calcul des col- 
lisions entre microparticules. En effet l'erreur que l’on commet en déterminant 
le paramètre d'impact Ap doit être inférieure à la valeur du paramètre p lui-même. 
D'autre part lorsqu'on détermine à Ap près, on introduit une incertitude sur la 


1) Il n'est pas toujours possible de définir cette sphère. Dans le cas de la loi 
de Coulomb U = const/r, par exemple, il ne peut être question d’une sphère d’inter- 
action. On ne peut la définir que dans les cas où les forces décroissent rapidement. 
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valeur de l'impulsion perpendiculaire à la trajectoire initiale des particules Ap, — _. a 
p 


ce qui entraîne une indétermination sur la valeur de l'angle de déviation A6 = AP = 


P 
h x ; ss : 
= . LL (p est l'impulsion initiale de la particule). En tenant compte que 8 — A8 
app 
et p> Ap, on a: 


2. 
0>—, Xr=—. (77.5) 


Fig. 60. Collision d'une particule B avec un atome 4 
sclon la mécanique classique (cas d’une répulsion 
mutuelle). 


Ceci montre que la mise en œuvre de la mécanique classique est dépourvue de 
sens lorsqu'il s'agit de petites déviations. D'autre part pour l'étude de déviations 
satisfaisant à la condition (77.5) il faut que soit satisfaite la condition de validité 
générale de la mécanique classique selon laquelle la variation de potentiel U (r) 
doit être petite sur l'étendue d'une longueur d'onde 2, c’est-à-dire: 


LAURE (77.6 
U (r) dr 


Posons que le potentiel de la particule À varie notablement sur une distance 
égale à a, ce qui signifie que a définit l’ordre de grandeur de la région où s'exerce 
le potentiel, c’est-à-dire le rayon de la sphère d'interaction de la particule 4. On 
peut alors remplacer la condition (77.6) par une condition moins stricte (cf. $ 36): 


2<a. (77.7) 


La longueur d'onde À des électrons ayant une énergie de plusieurs électrons-volts 
est de l’ordre de 107% cm; l'étendue de la région a où le potentiel de l'atome 
varie notablement est du même ordre de grandeur. De ce fait la condition (77.7) 
n'est pas respectée lors de la collision des électrons avec l'atome, et on doit donc 
mettre en œuvre la mécanique quantique. Lorsque la collision avec un atome de 
particules æ (À = 107% cm) la condition (77.7) se trouve satisfaite et on peut uti- 
liser la mécanique classique. Cependant lorsqu'il s’agit de collisions de particules 
æ (des nucléons et des particules lourdes en général) avec un noyau atomique dont 
le rayon d'interaction a = 1071? cm, on retombe sur À = a et le problème ne peut 
ètre traité que par la mécanique quantique. 
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C'est une abstraction évidente et qui n'est pas toujours valable que de consi- 
dérer les collisions avec un seul atome au lieu de l’ensemble d'atomes constituant 
un gaz, un liquide ou enfin un corps solide. Quand nous considérons un seul atome 
nous admettons qu'avant collision avec cet atome, la particule incidente se dépla- 
çait librement. C'est là le moment principal de la position du problème de col- 
lision de deux particules. Afin d'estimer dans quels cas le problème peut être posé 
ainsi, il faut évaluer le parcours moyen (libre parcours) que peut effectuer une par- 
ticuic sans subir de collisions au sein d’un ensemble d'atomes constituant le corps 
considéré. 

Pour fixer les idées nous considérerons que les collisions sont élastiques. Intro- 
duisons le critère de ce qu’une particule B n'est pas entrée en interaction avec 
l'atome À (qu'elle est en mouvement libre). En qualité de critère nous prendrons 
un certain angle de déviation 6,. Si l’angle de déviation 6 d’une particule est plus 
petit que 6, nous considérerons que la particule n'a pas subi de déviation et qu'elle 
se déplace librement. Si par contre 8 > 6, nous dirons que l'interaction s'était 
manifestée. La valeur efficace s, pour laquelle l’angle de déviation est plus grand que 6, 
vaut 


So = \ o(e, 0, @) dû. (77.8) 
Q 


Le signe {, indique que l'intégration ne concerne pas les petites déviations (6 < 6,). 
Considérons un flux N de particules B passant à travers une aire de 1 cm°. Lorsque 
cc flux aura progressé d’une longueur dx il aura traversé un volume égal à (1 cm) dx. 
En désignant par n le nombre d'atomes contenus dans un volume de 1 cm° du corps 
(gazeux, liquide ou solide), le flux de particules incidentes B rencontrera dans la 
couche d'épaisseur dx n-(1 cmi)-dx atomes 4. La probabilité de collision de l’une 
des particules B avec un des atomes À dans la couche d'épaisseur dx vaut 


P_ y.(lcmt)-dx = cn dx. (77.9) 


a 


1 cm° 


Désignons par N(x) le flux de particules qui n’auront pas encore été déviées après 
traversée d’une couche d'épaisseur x de matière. D'après (77.9) la diminution que 
subit le flux en traversant une couche délimitée par x ct x + dx est 


RSS VE PR (77.10) 
dx 
d'où 
ND = No enr. (77.11) 
Il en résulte que la quantité 
Ww(x)=e-cus (77.12) 


est la probabilité de parcours d'une longueur x sans subir de collision; la longueur 
de libre parcours moyen / est donc égale à 


œ 


1= snfenrxdas ds (77.13) 
cn 
0 


Pour que nous puissions vraiment considérer qu'une particule parcourant un trajet 
{ se déplace librement par rapport à l'un des atomes du corps qu'elle traverse, il 
faut que sa longueur de libre parcours moyen soit plus grande que la sphère d'’inter- 
action a. Dans le cas contraire la particule se trouverait constamment dans la sphère 
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d'interaction de l'atome avec lequel elle doit entrer en collision. Ainsi la condition 
de validité de la théorie de collision de deux particules s'exprime aussi bien en 
mécanique classique qu'en mécanique quantique par 


1% a. (77.14) 


Si la sphère d'interaction a ne peut être déterminée, la mise en œuvre de la t'iorie 
de collision de deux particules devient pour le moins problématique (du moins pour 
les collisions caractérisées par un / petit). 

En mécanique quantique la condition (77.14) doit être complétée par une condi- 
tion de nature essentiellement quantique. Nous avons besoin de connaître les variations 
d’impulsion (et d’énergic) que subit la particule lors de la collision. L'état caracté- 
risé par une valeur bien déterminée de l'impulsion p est une onde de De Broglie 
d’une longueur d’onde À = 2 xñ/p. 

La condition (77.14) impose que l'on considère le mouvement libre d'une: par- 
ticule sur une longueur de libre parcours /, ce qui revient à dire que nous ‘ievons 
avoir affaire à un paquet d'onde dont l'étendue n'excède pas /. En règle générale 


dans un tel paquet d’ondes (Ap} Æ O0 et c’est un état d’impulsion indéterminée. 
Pour que cette indétermination soit levée (ce qui permet de considérer une onde 
monochromatique), il faut que 

l> À. (77.15) 


Si les conditions (77.14) et (77.15) ne sont pas remplies, on est obligé de consi- 
dérer la collision de la particule incidente avec tout l’ensemble d'atomes À ou de 
chercher à mettre en œuvre des procédés spéciaux permettant d'obvier à toutes les 
difficultés du problème ainsi posé. 


$ 78. Calcul de la diffusion élastique 
dans l’approximation de Born 


Si on ne prend en ligne de compte que les collisions clastiques la 
structure interne de l'atome À peut être ignorée!). On peut alors assi- 
miler l’action qu'exerce l'atome À sur les particules B comme l'action 
d'un centre de forces. Si l’atome présente une symétrie sphérique, le 
champ qu'il crée sera un champ de forces centrales. Ayant en vus gré- 
cisément ce cas-là. désignons par U(r) l'énergie potentielle d’une par- 
ticule B dans le champ de l’atome À (r est la distance de À à B). Disi- 
gnons par E l'énergie de la particule B. En admettant que pour r = ©” 
U(r) = 0, nous devons prendre Æ > 0, étant donné que nous voulons 
étudier le cas d’une particule B d'énergie Æ qui venant de l'infini s'ap- 
proche de l'atome 4. D'après la théorie générale du mouvement dans un 
champ de forces centrales, les états de la particule B qui nous imperient 
ne sont possibles qu’avec E > 0. 

En désignant par (x. y, z) la fonction d'onde de la particule B, 
l'équation de Schrôdinger correspondante est 


— À yi+uy-ES (8.1) 
2u 


1) Si par contre on se livre au calcul de collisions non élastiques il devient 
indispensable de tenir compte de la structure interne de l'atome 4, puisque du 
fait de la collision l'état quantique de l'atome 4 se trouve modifié. 
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(x est la masse de la particule B). Nous admettons que l'énergie potentielle 
U(r1 décroît rapidement avec la distance r qui sépare B: de l'atome 4. 
Introduisons le nombre d’onde 


Le — 2UE _ p°, (78.2) 
Lis # 
pr étant l'impulsion de la particule. Posons encore 
_ U(r) = V{r). (78.3) 


L'équation (78.1) peut s'écrire maintenant 
Vo += VO (78.1) 


Les solutions de cette équation pour une énergie donnée E sont for- 
tement dégénérées et se présentent sous des forces variées. 

Nous devons adopter les solutions qui répondent à la nature physique 
du problème posé, ce qui revient à exiger qu'à grande distance de l'atome 
A les solutions pour % se présentent comme la superposition d’une onde 
plane représentant le flux de particules incidentes B et d’une onde diver- 
gente représentant les particules diffusées (dans la solution générale de 
(78.1') on pourrait trouver aussi des ondes convergentes). 

Nous représenterons donc & sous la forme d’une superposition 


Ÿ = L + y, (78.4) 


où 1° représente le flux des particules incidentes, et u le flux de particules 
diffusées. En supposant que les particules incidentes se déplacent le long 
de l’axe OZ, nous exprimerons- 4° sous la forme 


ge, [= ]cm. (78.5) 


La normation de la fonction 4° que nous adoptons signifie que la den- 
sité des particules incidentes est | 4° |? = 1 cm”#, soit une particule par 
unité de volume. Selon (29.5) le flux correspondant sera égal à: 


N=— 7= PP op =v(s1cm), (78.6 


où v— #4 — P est la vitesse des particules. La fonction u qui caracté- 


ue po 

rise l’état des particules diffusées lorsque celles-ci se trouvent à grande 
distance r du centre de l’atome À doit s'exprimer par une formule caracté- 
risant une onde divergente, telle que 


u (r,0) = A (8)-22, (78.7) 
Les 27] r 


où À (6) est l’amplitude de l’onde diffusée, et 8 l’angle formé par r et OZ, 
donc l'angle de diffusion. 
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Calculons le flux de particules diffusées à grande distance de l'atome. 
Il s'ensuit de la formule (29.5) définissant le flux de particules. ainsi que 
de (78.7), que le flux de particules diffusées est égal à !) 


ih du* du kh nl v| (8) |? 
= fn El = TT 46) < = AOC, : 
ee Een MEeL LE à | 4 (6) . æ (78.8) 


Par suite Ie flux à travers l’aire dS vaut 
dN = J, dS = v] À (6) [° dQ. (78.9) 
En combinant (78.9) et (78.6) nous obtenons 


s (0) dQ — _. = | 4 (6) FdQ. (78.10) 


Ceci montre que pour déterminer la section efficace © (8) il suffit de 
connaître l'amplitude 4 (0) de l'onde diffusée. Pour calculer l’onde dif- 
fusée u nous considérerons V(r) figurant dans (78.1) comme une per- 
turbation et nous utiliserons en conséquence la méthode de perturbation 
pour résoudre l'équation (78.1‘)?). En portant (78.4) dans (78.1°) et en 
négligeant le terme Wu, comme étant du deuxième ordre de petitesse, 
nous Obtenons 


Vu + ku = vis. (78.11) 


Nous devons trouver une solution de cette équation qui soit de la forme 
asymptotique (78.7). Au lieu d'utiliser le développement de # suivant 
les fonctions non perturbées, nous utiliserons pour la résolution de (78.11) 
un procédé plus direct. Considérons pour cela la fonction 


D(r,r) = D, (r)e—it, (78.12) 


où r est le rayon vecteur du point x, y, z; nous admettrons que tr repré- 
sente le temps et « représente donc une fréquence. Par ailleurs nous assi- 
milerons ® à un potentiel scalaire créé par des charges électriques répar- 
ties dans l’espace avec une densité 


efr, 1) — pote". (78.13) 


Selon les lois de l’électrodynamique le potentiel doit satisfaire à l'équation 
de d’Alembert 


EEE (78.14) 


3) Cf. (53.3). Dans un champ de forces centrales les deux autres composantes 
Je et J, sont nulles (A (8) est réel!). Remarquons que si dans (78.7) nous avions 
pris e”ikr au lieu et et" nous aurions obtenu un flux convergent. 

2) Nous admettrons en outre que F(r) décroit avec la distance plus vite que 
1/r (cf. renvoi au $ 49). Nous pouvons poser que l'élément de matrice de V(r) 
est fini, puisque d’après les considérations développées au & 76 le spectre de E doit 
rester continu. 
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c étant la vitesse de propagation des ondes électromagnétiques. On connaît 
la solution de (78.14): en considérant des ondes rayonnées par une charge 
p(r’, t)dv' (avec dv’ == dx’ dy’ d:”) située au point r’, le potentiel élec- 
trique au point r et à l’instant r vaut 


sé (78.15) 
ir —r] 


où |r’—r} est la distance séparant le point r° où se trouve localisée la 
charge p dv’ du point d’observation r. En substituant dans (78.15) l’expres- 
sion ® donnée par (78.12) et celle de p donnée par (78.13) ct éliminant 
e”i on obtient 


otre el 
CE nr 


ir —r] 


(78.16) 


Si nous substituons dans l'équation de d'Alembert les expressions (78.12) 
et (78.13) pour ® et p respectivement et éliminons dans le résultat obtenu 
est, nous obtenons 


2 
VD + _ Do = — 4 rPe. (78.17) 


En identifiant cette équation avec (78.1 1) nous voyons que ces deux équations 
coïncident à condition de poser 


du =k, po=——} puy (78.18) 
[+ 


En nous basant sur (78.16) on peut en conclure que 
1 CHATS 
u (= — 27 (rame D — dv (78.19) 
ge —r 


est la solution de l'équation (78.11). On notera qu’il a été tenu compte 
de ce que u ne comporte que des ondes divergentes, puisque la solution 
(78.15) correspond à des ondes rayonnées et non pas « absorbées » par 
les charges électriques. 

Déterminons maintenant la forme de u(r) à grande distance de 
l'atome 4. Désignons par n, le vecteur unité dirigé le long du flux iaci- 
dent (axe OZ) et par n le vecteur unité dirigé le long du rayon vecteur r. 


Transformons d’abord |r’—r|. Du triangle rectangle représenté fig. 61 
nous avons 


ir =r—r+rt2nrr, 
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avec r—{|r| et r’—|r’|. On en tire pour r >r': 


I—risr-n+o0[!), (78.20) 


où o[ =] désigne des termes d’ordre égal ou supérieur à “. 
r r 


En portant :r°—r| donné r 
Rs) (78.20) dans (78.19) et en négligeant 
\ dans le dénominateur la quantité nr’ 
devant r, nous arrivons à une expres- 
É sion de u valable à grande distance r 
1 de l'atome): 


u(r) = — 


- ikor’ 
V'(r°) 9 (r°) dv’. 
Fig. 61. Schéma illustrant la défi- (r) 4°) 
nition des vecteurs. 


r” rayon ee reliant le centre de l'atome 
et l'électron, r rayon vecteur reliant le res 
de l'atome et le point d'observation R(x, y, 2) 

6 angle de diffusion, n, vecteur uaité tn 
dans le sens du faisceau primaire, n vecteur 
unité orienté dans le sens du faisceau diffusé 


(78.197) 
Si nous y portons d°(r) de (78.5) et 
en remarquant que z’=r'ny, nous 
obtenons 
1 Lou 
u(r) == ——— —— 
4r 
Identifiant (78.21) avec (78.7) nous voyons que l’amplitude de l’onde 
diffusée est égale à: 


(< SE Le (r°) du. (78.21) 


1 ik(a,—n)r , , 
n'as ® l4 5 
A = (< (r') do (78.22) 
Introduisons le vecteur 
K=k(m—n), K=kin—n|= 2% sin - =; #= sin. (78.23) 
En tenant compte de (78.3) nous obtenons alors 
1 2R 0 5kr CP 
A) = — — + ne | 
(6) RE (e Ur”) de (78.24) 


ce qui montre que l’amplitude de l’onde diffusée est proportionnelle à la 
composante de Fourier dans le développement du potentiel suivant les 
ondes planes ef%r. En portant cette expression de 4 (6) dans (78.10) 
nous déterminons la section ee 


se sale 


ah fe EU (r) dv’ (78.25) 


1) C'est-à-dire pour r > a, a étant le rayon de la sphère d'interaction. 
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Conformément au procédé qui a été utilisé pour obtenir la formule 
(78.25), celle-ci est une approximation. Dans la théorie de collision cette 
approximation (première approximation dans la théorie de perturbation) 
cst généralement connue sous le nom d’approximation de Born. Nous 
n'avons pas la possibilité de discuter ici de la précision et de la validité 
de cette approximation dans différents cas particuliers. Nous nous conten- 
terons d'indiquer qu'à proximité du centre de diffusion l'intensité de 
l'onde diffusée | u (r) |? doit être petite devant l'intensité de l’onde inci- 
dente | %(r)|*. Il est facile d'estimer, à l'aide de la formule (78.19) la 
valeur du rapport de | u [? à | #° |? en prenant les valeurs de ces fonctions 
au centre de l’âtome (r — 0). En supposant que les forces agissantes sont 
centrales, ce qui entraîne que V(r) — V(r’) et en posant dans (78.19) 
r—=0, dy = r'#dr’ sin 0’d0’do’, kr’ = kr’ cos 0’, on trouve en intégrant 


par rapport aux angles 0° et > 
- 24 (ue 7 SC er dr |. (78.26) 
rm 
0 


Lorsque & — æ l'intégrale figurant dans le second membre tend vers 
zéro. Aussi si l'énergie des particules est grande (K grand) la méthode de 
Born est toujours valable. 


$ 79. Diffusion élastique des particules 
chargées rapides par les atomes 


La formule de la section éfficace différentielle & (8) que nous avons 
obtenue convient au calcul de la diffusion élastique de particules suffisam- 
ment rapides. L'établissement de cette formule sous-entend implicitement 
que l'atome reste au repos aussi bien avant qu'après collision. Si Ja vitesse 
des particules incidentes est grande et celle de l’atome avant la collision 
est la vitesse thermique, cette dernière peut être négligée. Après une col- 
lision on ne peut négliger la vitesse de l'atome que dans le cas où sa masse 
M est beaucoup plus grande que la masse nu de la particule incidente. 
En supposant que toutes ces conditions sont remplies, nous nous pro- 
posons de calculer la diffusion de particules de masse & et de charge e.. 
Désignons par —ep (r””) == —ep (r”’) la densité de charge électrique créée 
par les électrons de l'atome au point r’’ (on postule que p présente une 
symétrie sphérique), et par Z le numéro atomique. Le potentiel électrique 
au point r sera 


o(r) = Z —e{ ue (79.1) 
r Ir” —r| 


L'énergie potentielle d’une particule se trouvant dans ce champ sera alors 


U (r) = eg (r) = Fe — Ce ( 202. (79.2) 


1e —r] 
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En portant (79.2) dans (78.24) nous obtenons 


AOS=ÈZ%* (= 2 dv + À <a (ex dy ( LOC 2 . (79.3) 


Nous allons examiner une par une les intégrales figurant dans (79.3). 
Remarquons d’abord que l'intégrale 
(r” nr 79.4 
Fr) = | ————— \ 
2) | PT Ru (79.4) 
peut être considérée comme représentant le potentiel que créent au point 
r” nn électriques réparties dans l’espace avec une densité p (r') — 


Le potentiel © (r’) satisfait à l'équation de Poisson 


Vo (r) = — 47e (r') — — 4 rer. (79.5) 
On tire immédiatement de cette équation 
ke’ Lu LL 
p(r) = = AE P= KE Ki + KE. (79.6) 
En identifiant (79.4) avec la première intégrale de (79.3) il s'ensuit que 
‘kr kr 
h= (Sd = dr = EE (79.7) 
r rl IKF 


Pour la seconde intégrale (intégrale be on obtient 


L = ( ekr dy \ Tr = (æ CM pe FA e dv = 


ÿr É 4re5 : 
=(# PE ne Q de (D er, (28 


Pour pouvoir procéder à l’intégration de (79.8) adoptons un système 
de coordonnées sphériques dont l’axe polaire est parallèle à k; on aura 
alors 


dv = r°dr sin 0 d6 do, Kr = Kr cos 0, 
et 


œ 2 T 
dog (r) er — L'o(r)r*dr\d ‘Kro06 sin 0 46. 
\ ve (r) e* fe r)r à ef< ce sin 


En introduisant la variable cos 0 — &, il devient facile d’intégrer par 
rapport à & et w, ce qui donne 


\ dve (r) ei&r = 47 { Fr p (r)r* dr. (79.9) 
0 
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En portant (79.9) dans (79.8) et (79.7) dans (79.3) on obtient finalement 
une expression pour À (6): 
 _ 2yee 4% (00 yyredr|. 
A (6) e s(z- 4x ( Ter à) (79.10) 
0 


En remarquant que 
0 __ apr . , 0 


K® = 4 k® sin° sin —» 
1 2 
où v est la vitesse de la particule et en posant 
F@)=4r ( Se ()r° dr, (79.11) 
0 
on obtient en définitive 
8 
AG)=—1{Z—F(6 2—. : 
GO) = — 5 {Z — F(O)} cosect (79.12) 


La quantité F(6) est désignée sous le nom de facteur atomique. 
Nous voyons que c’est cette quantité qui détermine la répartition angulaire 
des électrons diffusés. On notera que cette même quantité détermine la 
diffusion des rayons X. 

De (79.12) on tire la section efficace différentielle pour la diffusion 
élastique d'électrons ET E dans une région de. par l’angle 6: 


F(6)3 cosect + — (79.13) 


Afin de concrétiser cette as il suffit de à une hypothèse simple 

concernant la densité ep de la charge du nuage électronique. Supposons 

(en conformité avec les résultats de la mécanique quantique) que p décroit 

avec la distance jusqu’au centre de l’atome suivant la loi exponentielle 
Ld 


P—=Po€e ‘> (79.14) 


où a est le « rayon » de l’atome. Puisque l’atome pris dans son ensemble 
est électriquement neutre 


\ p dv = Z; (79.15) 
on en tire 95, = = Par conséquent 
Z _ 
=, — a, .16 
poses e_ (79.16) 


Calculons TÉNeRR le facteur atomique 
A E 
_ sin (Kr) r® dr — Z D Aer 
F()—4 fo dr  (eK sin EE 48, 
0 
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> : 


avec € — Ar. La dernière intégrale est facile à calculer: 


C -È 1 - 2@ K5 
e Ka sin 2.7 dé — 3 e Ka(eit—e Ed. TT, 
\ Haas ui 'Ee (+ K° a 
U 0 
d'où 
Z Z 
FO) = —— > ——————"—— 79.17 
D= TT rar 2 is 


(: +44 & sin L | 
2. 
et par conséquent 


s (9) — 


aez La - 1 
ss | 


\ 8 
ü Fe >" (79.18) 
2 


ls + 4k?a sin? 


Comme pour les particules rapides ka > 1, on peut négliger devant l'unité 
le deuxième terme de l’expression entre parenthèses de (79.18), à condition 
que les angles de diffusion ne soient pas trop petits. On obtient alors 

aéz 
4 uvt 


6 (8) = cosect 5 ; (79.19) 


Cette formule coïncide avec la formule de la diffusion élastique de par- 
ticules de masses x et de charge e dans le champ coulombicen d’un noyau 
atomique portant une charge Ze. Cette formulc avait été initialement 
obtenue par Rutherford dans le cadre de la mécanique classique. 

On obtient un résultat essentiellement différent dans le cas de petits 
angles de diffusion. Tandis que (79.19) fournit & (0) = oo pour 6 = 0, 
il s'ensuit de (79.18) que pour 8 = 0, © (0) = const. 

Le fait que pour de grands angles la diffusion soit identique à celle 
que l’on obtiendrait dans le champ coulombien d’un noyau atomique 
démuni de son nuage électronique se laïsse interpréter de la façon sui- 
vante. Les déviations sous grands angles correspondent aux particules 
qui passent tout près du noyau et sur lesquelles les électrons du nuage 
électronique n’exercent aucune action. Les petites déviations correspon- 
dent au contraire aux particules passant à assez grande distance du noyau 
dont la charge est alors presque entièrement masquée par la charge néga- 
tive du nuage électronique; le champ résultant diffère alors fortement 
d’un champ coulombien. 


A. Diffusion de particules « 


La charge des particules & e, = + 2e et sa masse 1 — 4urn = 
= 6,64: 107% g, y étant la masse de l'atome d'hydrogène. Si la masse 
atomique de l’atome À est beaucoup plus grande que 4, nous pouvons 
appliquer telles quelles nos formules pour le calcul de la diffusion de 
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particules « par des atomes. La vitesse des particules « rayonnées par 
les éléments radioactifs est  & 10° cm/s. En substituant cette valeur de 
la vitesse dans (78.2) on trouve que le nombre d’onde k = 107? à 1075 cm1. 
La dimension de l'atome a = 1078 cm: en conséquence ka & 10, ce 
qui montre que même pour de Ze 

petits angles de déviation (jusqu’à "w 

sin— Æ 10"# à 10°) on peut 


utiliser la formule (79.19) au lieu 
de (79.18). On aura donc pour 
les RAS œ: 


Ca (0) — nu 


(79.20) 


| pour . > 1/Ka | Le schéma Hs no RL Li & 
de la fig. 62 indique le nombre 0,001 mm d'épaisseur. 

de particules « diffusées selon HSE jai Den epreente (0) en cordon 
les angles 6 dans le cas d’une sentent le nombre de particules East. Poe 
diffusion par des atomes de l'or. 


Nous avons déjà signalé que la formule (79.20) avait été initialement 
obtenue par Rutherford dans le cadre de la mécanique classique, en consi- 
dérant que dans le champ coulombien du noyau atomique les orbites des 
particules « sont des hyperbolcs. A l’époque cette formule a permis de 
découvrir la structure nucléaire des atomes; elle est connue sous le nom de 
formule de Rutherford (1911). Puisque même aux plus 
petits angles de diffusion 6 l'effet d'écran du nuage électronique ne se 
manifeste pas vis-à-vis du noyau (F (8) & 0), la formule (79.20) est égale- 
ment la formule quantique caractérisant la diffusion de particules « dans 
le champ coulombien d’une charge ponctuelle Ze. Ainsi la diffusion dans 
un champ coulombicn est décrite de la même façon par la mécanique 
classique et la mécanique quantique. 


B. Diffusion d’électrons 


La masse des électrons a = 10727 g, de sorte que l’approximation 
de Born n’est valable que pour des électrons d’une énergie de plusieurs 
centaines d'électrons-volts. Pour une énergie de 500 eV la vitesse des élec- 
trons v = 1,3-10° cmjs, & = 1,3-10° cm”, et ka = 1. On ne peut donc 
négliger le facteur atomique figurant dans (79.18). La section efficace 
o (6) est dans ce cas égale à 


s (8) = 


2 cosec + ; (79.21) 


La fig. 63 représente les courbes théoriques et les données expérimentales 
de Dymond pour la diffusion des électrons par l’hélium. 
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Il est remarquable que l’observation de la diffusion des électrons 
permet de déterminer la distribution des charges électriques dans les atomes. 
Effectivement, en mesurant la diffusion des électrons en fonction de l’angle 
de diffusion 8 et de la vitesse des élec- 
trons v nous arrivons à déterminer 
d’abord la section efficace différen- 
tielle o (8), puis, utilisant (79.21), 
nous pouvons Calculer le facteur 
atomique F(6) qui est fonction de 


la quantité K— cu sin _ (cf. 
(79.11)). Nous pouvons donc étudier 


F en fonction de K. (79.11) nous 


donne 
œ@ 


— La) =| sin (Kr) p (r)r dr. 
= = (79.22) 
d 4g ul 7e En appliquant le théorème de Fou- 

Fig. 63. Diffusion élastique par des ato- rier on en tire 

mes He. 4xr°p(r) = 
A courbe théorique tenant compte de l'effet d'écran, 
te 20 NE 
de diffs et Le M ane = _ KF(K)sin (Kr)dK (19.23) 

Don r 


0 
(nous avons mis à profit que XF(K) est une fonction impaire de X). 

En déterminant F(K) par l'expérience nous tirons de (79.23) p (r). 
La quantité p(r) représente la densité moyenne de charges électriques 
créées dans l’atome par son nuage : 
électronique. Ainsi cette quantité  %127* 
peut être déterminée expérimen- 4 
talement. D'autre part nous pou- 
vons calculer cette même quantité 
par des procédés théoriques, 
puisque la probabilité de posi- 
tion d’un électron dans l’atome 2 
est déterminée par la fonction 
d’onde | |. Nous avons déjà 
noté que le facteur atomique 
F(K) peut également être déter- 
miné par l'étude de la diffraction 
de rayons X, ce qui permet d’ob- 0 04 08 r.À 
tenir à nouveau la valeur de p. 

Ilest très instructif de compa- Fig. 64. Densité de charge électrique dans 
rer les prévisions de la mécanique He en fonction de la distance r. 


Ê 1— d'après la diffusion des électrons, 2— d'après la 
quantique avec les données ex- diffasion des rayons X, 3 — courbe théorique 
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périmentales lorsqu'il s’agit d’une grandeur aussi délicate à traiter 
que la répartition de la charge électrique moyenne au sein de l'atome. 
L'experience confirme la théorie d’une façon tout à fait remarquable. 
Pour illustrer cette affirmation nous avons représenté fig. 64 l’évolution 
de la quantité 4rxpr* d’après les mesures de diffusion des rayons X 
et d'électrons par l’hélium, ainsi que la courbe théorique correspondante, 
déduite de la fonction d'onde Ÿ de l’hélium (cf. $ 122). On notera la 
parfaite coïncidence des maximums et la décroissance exponentielle de 
5 pour r—> ©. 


Connaissant la densité électronique au sein de l'atome, la formule (79.2) nous 
permet de calculer l'énergie d'interaction U (r) de l'atome et de l'électron diffusé. 
Ainsi l'étude expérimentale de la diffusion élastique de particules permet de pré- 
ciser la nature des forces auxquelles elles sont soumises. 

On arrive à cette même conclusion par une voie encore plus directe en exa- 
minant la formule (78.24). L’amplitude des ondes diffusées A (8) ne dépend de 8 
que par l'intermédiaire du vecteur K (78.23); on peut donc la considérer comme 
une Hs de K, et poser À = 4 (K). En inversant l'intégrale de Fourier (78.24) 
on obtient 


+o 
\ \ \ e kr A (K) dKz dKydke. (79.24) 


—o 


2 xh#° 1 
uw (27) 


Donc connaissant par l'expérience A (K) on peut calculer U (r), c'est-à-dire l'énergie 
d'interaction. 

Il faut encore tenir compte des considérations suivantes. L'expérience nous 
fournit directement non pas 4 (K), mais la section efficace a (8) — | 4 (K) |?. Par 
conséquent ayant déterminé © (6) nous ne pourrons calculer A (K) que si l’ampli- 
tude A (K) est réelle. S’il n’en est pas ainsi la phase de l'amplitude 4 (K) restera 
indéterminée. La formule (78.24) montre que l'amplitude A (K) sera réelle si U (r) = 
= U(-—r), ce qui se réalise notamment dans le cas de forces centrales. En outre 
pour réaliser l’inversion de l'intégrale (79.24) il faut intégrer par rapport à Kz, Xy, 
Kz de —c à co. Il faut donc connaître la diffusion pour le cas de particules d’im- 
pulsion infiniment grande (puisque Q < K < 2p/h = 4x /à). En nous limitant à 
une impulsion p (une énergie E = p?{2u) nous ne pouvons calculer qu'une partie 
de l'intégrale (79.24) 


U(r) = — 


»|ÿ 


27x83 1 


Û x = — 
um  (27r} 


eiKr 4 (K) dKz dKy dKz. (79.24) 


Si la partie négligée est petite, nous obtenons au lieu de l'énergie potentielle réelle 
une fonction lissée Ü (r); cela signifie qu’en se basant sur les résultats expérimentaux 
de la diffusion de particules d'impulsion p, donc d'une longueur d'onde À = 2 xñ/p, 
on ne peut tirer aucune conclusion valable quant à la variation de U(r) à des dis- 
tances comparables à À, étant donné que l'intégrale (79.247) ne comporte aucun 
harmonique e”iKr avec X> 4 xfA = 2p/h. C'est une confirmation du fait bien 
connu qu’il est impossible d'obtenir une résolution des détails d’une image dont 
les dimensions sont inférieures à la longueur d’onde de la lumière utilisée ?). 


ln + 
a, 


D 
>| 


1) Il est bien entendu que ces remarques s'appliquent tout aussi bien aux déter- 
minations de p(r) à l'aide de l'intégrale (79.23). 
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$ 80. Théorie complète de la diffusion. 
Matrice de diffusion 


Passons maintenant à la solution exacte de l'équation (78.1'): 
VE5. ko = V(r) à. (80.1) 


Cette équation ne diffère de l'équation (49.2). que nous avons analysée 
en détail lors de l'étude générale du mouvements dans le champ de forces 
centrales, que par la présence du facieur —2 g/h° et par l'ordre dans lequel 
sont disposés ses différents termes. Aussi la solution propre de l’équa- 
tion (80.1) se rapportant à l'énergie Æ :- /°k*/2 12, au carré du moment 
cinétique M® = H1(1 + 1) et à la projection du moment M: — Jim d'après 
(49.4) est-elle la suivante 


dim (r, 0. e) Es Ri (r) Yi (0. er), (80.2) 
si l'on pose Rr =: #/;r. On tire de (80.1) une équation de w: 
Œi 
: G ee à D }e = V(r)u, (80.3) 
dr 
qui coïncide en fait avec (49.10). Une solution générale de (80.1) répondant 
à l'énergie £ — I°k*j2 w peut être obtenue sous la forme d’un développe- 
ment en série suivant les fonctions orthogonales %r m (r. 0, 9): 


rm 


æo ml 
ü (r, 0, ©) = > > : Cim Ri(r) Yi, m (6, ?). (80.4) 
TS nee 

En présentant la solution sous la forme (80.4) nous nous imposons 
de la chercher sous forme d’une superposition d'états se distinguant les 
uns des autres par la valeur du moment cinétique (nombre /) et par sa 
projection sur l'axe OZ (nombre mi). 

Ainsi que nous l'avons expliqué au $ 78 pour traiter notre problème 
de diffusion, nous devons trouver une solution particulière qui soit de 
forme asymptotique 
etir 


Ÿr4c0 ze elfe + 4 (0) 


, (80.5) 
r 

qui se présente donc comme la superposition d'une onde plane et d’une 
onde diffusée. Une telle solution présentant une symétrie de rotation 
par rapport à l'axe OZ scrait indépendante de l'angle ©. On peut obtenir 
à partir de (80.4) la solution particulière requise en y rejetant tous les ter- 
mes de la somme pour lesquels 57 # 0. Or comme }1, (6, &) ne se distingue 
du polynôme de Legendre P, (cos 0)!) que par la présence d’un facteur, 
nous pouvons présenter la solution cherchée sous la forme suivante 


br, 0)= Cr Rtr) Pr (cos 0). (80.6) 
1-0 


1) Cf. (25.16). 
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Il nous faut maintenant déterminer cs amplitudes C7. Voyons quelle peut 

être la solution asymptotique de (80.6). D'après (49.16) pour r — 

Ritr) est de la forme 4 nr an. Pour la commodité des calculs ulté- 
r 


: 4 : rl . . 
rieurs il convient de poser & -= — — % ct de normer la fonction Rj (r) 
de telle sorte que 4 = ik. On a alors 


EN (7 GLS 
sin {[— 3 - "| 


Re EE: (80.7) 


Avec cette normation l'expression asymptotique de la fonction %(r, 0) 
se présente comme suit 


2 ir = + in —ikr i- = 71 è 
1 N° e ni e 
DETAUPEE Cr Pr txos 0) | - -—— — - - (80.8 
A à ) 2ikr 2ikr ) 


Nous devons maintenant choisir pour C une expression telle que 
(80.8) coïncide avec (80.5). Pour ce faire commençons par développer 
l'onde plane ce =: eïtr 0% suivant les polynômes de Legendre: ce déve- 
loppement cest de la forme): 

+. . 7 Tree VA 
ee NV Qie Des VE Jr) Pitcos 0), (80.9) 
bars 2kr 


où Jisyye (kr) est la fonction de Bessel d'ordre / + 1/2. Physiquement 
ce développement consiste à présenter l'onde plane sous la forme d’une 
superposition d'ondes stationnaires sphériques, ce qui revient à effectuer 
un développement suivant des états caractérisés par différentes valeurs 
du moment cinétique par rapport à l’origine des coordonnées (point r = 0). 
Chacun des termes de la somme (80.9) représente une solution de l'équation 
(80.1) pour F (r) == 0, c'est-à-dire pour le cas d’un mouvement libre répon- 
dant à une valeur donnée du moment cinètique (donc pour un nombre / 
donné). Pour les grandes valeurs de r nous avons 


E 
dise (Rr}4e = | 2_ sin {er Du ©} (80.10) 
kr 2 
En posant encore 
= “Ai 
NN P 8), 80.11 
A (6) À 3 1 (cos 0) ( ) 


1) Voir, par exemple, V. Smirnov, Cours de mathématiques supérieures, 
tome III, deuxième partie, Editions Mir, Moscou, 1972 (traduit du russe). 
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nous pouvons présenter la solution asymptotique de  (r, 6) (80.5) sous 
la forme suivante 


D (r, 8) = 
. af wi Rs 
= S'Pi(cos6)|(21+ pe 2 | 2 ©" |; 
À HO GUN 2ikr 2 JT 
Axeikr k 
+ ares | (80.12) 
En identifiant les termes de (80.12) et de (80.8) il vient 
os 
Cierin = (21+ je ?, (80.13) 
ire 
Ce © =(21+1)+ 4, (80.13) 
d’où 
A=(Q21+1)(eîue— 1). (80.14) 
L’amplitude de l’onde diffusée 4 (6) est donc égale à 
= ; 
A (6) = —— 21+1)(2ÿ%%—1) P, 6). 80. 
(6) 2x Le + 1) (2% — 1) P; (cos 6) (80.15) 


D’après (78.10) la section efficace correspondante est tout bonnement 
égale à | 4 (6) |?: 


c (6) = S'e1+ 1) (e2 1 — 1) P; (cos 8) . (80.16) 
1-0 


La section efficace totale pour la diffusion élastique sera égale à 1): 
4x 2 : o 
= (s @40 = > (21+ 1) sin? my. (80.17) 


Nous voyons donc qu'aussi bien la section efficace différentielle que la 
section totale sont déterminées par les phases n, des ondes diffusées. La 
partie de la section totale 


5, = C1+ 1)sin?n, (80.18) 
1) Puisque ( P2 (cos 8)40 = — +7 
) ER Si CI+D 


an 


Pi (cos 6) P, (cos8)dQ =0 fl#l). 


an 
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représente la section efficace pour lès particules dont le carré du moment 
cinétique rapporté au centre des forces est égal à M° = #*°1(1-+- 1). La 
section efficace o, est couramment désignée sous le nom de section « par- 
tielle ». La notation des termes utilisés pour les états discrets peut être 
étendue à la diffusion. On dira notamment que l’on a affaire à une dif- 
fusion «s» ({=— 0), une diffusion «p» ({—= 1), etc. La diffusion «s» 
se caractérise par une symétrie sphérique, la diffusion «p» possède la 
symétrie d’un dipôle. Par analogie avec la mécanique classique on peut 
dire qu’une diffusion d’ordre / correspond à des particules passant à une 
distance p, du centre de forces (p, est le paramètre d’impact), avec 

ae CU SR Ge (80.19) 

P 2r 

p étant l'impulsion de la particule et À la longueur d'onde 1). 

En mécanique quantique un état caractérisé par un moment déter- 
miné ne correspond pas à une valeur déterminée du paramètre d’impact p. 
Cependant les fonctions d’onde radiales R,(r) présentent un maximum 
à proximité de r = p,. On a hachuré sur la fig. 65 les régions où R? (r) 
est notablement différent de zéro. 

Il s'ensuit de (80.16) et de (80.17) qu'il suffit de connaître les phases 
des ondes diffusées n pour déterminer la diffusion. Pour déterminer les 
phases il faut trouver une solution de l'équation (80.3) présentant l'allure 
asymptotique (80.7). Ce n’est pas un problème facile à résoudre. Dans 
le cas général on aura recours à une intégration numérique *). 


Fig. 65. Fonctions d'onde radiales. 


a) diffusion «sx», P, = 0, b) diffusion «pe. Les régions hachurées sont celles où Rj (r) diffère nota- 
blement de zéro 


Si le nombre de phases présentant de l'importance n’est pas trop grand, 
il est tout indiqué de présenter la section © (6) expérimentalement déter- 
minée en fonction de ces phases. Ce procédé de dépouillement des don- 
nées factuelles porte le nom d'analyse de phase. 


1) En mécanique classique M = pp et p = MJp. 
2) Ce n'est que pour un champ coulombien que la série (80.15) donne une somme 
finie et conduit aussi à la formule de Rutherford. 
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Ïl ressort de la formule (80.18) que la section partielle maximum vaut 

= 18 
GI+ 1) =: 2 (21 + 1). Si la phase 7 est petite, 57 = FEUI+ 1) x. 
Dans le cas où toutes les phases 1€ k , On aura avantage à utiliser la 


méthode de Born et à calculer directement 4 (8) (à moins de la tirer des 
données expérimentales). 

Considérons maintenant les ondes partielles, appartenant au moment 
orbital {, à grande distance du centre de diffusion. Il ressort de (80.8) 


que ces ondes partielles peuvent être présentées sous forme de la super- 
ri 
—ÿ (kr 


—— et d'une onde dif- 


a5 à ES e 
position d’une onde primaire convergente 


: : (s ) 
-ralAr-- 
La 


fusée divergente < 


r 
r 
DT (r, 0). CS 


. Tl (x 2) 

; | ie fie 

_it21+ D Pi(cos 0) Ke € . 
24 r 


avec 
= ein. (80.21) 


Il est évident que S: caractérise le rapport de l'amplitude de l’onde 
divergente à celle des ondes primaires convergentes ayant un moment 


2 
orbital / et une énergie Æ — _. donnés. Autrement dit cette quan- 


ra 

tité Sy convertit les ondes venant de — en des ondes allant vers + et 
représente donc une forme particulière de la matrice de diffusion pour 
les ondes partielles: la définition générale de cette matrice a été donnée 
au 6 44. Dans le cas présent cette matrice cst de forme diagonale 


Si, mir m = UE Gp - mm (80.22) 


et se distingue de la matrice définie au $ 44 par ce qu'elle ne renferme 
pas explicitement les instants r et f,; ceci tient à ce que nous utilisons 
ici la méthode stationnaire de résolution de l’équation de Schrôdinger 
où on considère que la fonction d’onde est proportionnelle au facteur 
sn 

" E (1—te) 

En 1942 W. Hcisenberg a suggéré qu’en mécanique quantique relati- 
viste la fonction d'onde peut être dénuée de tout sens physique si les dis- 
tances de séparation des particules sont petites. C’est seulement à l'infini 
que les fonctions d'onde ont un sens physique. Or comme l'opérateur 
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$ = ein (n opérateur de phase) carâctérise précisément le comportement 
à Pinfini des fonctions d'onde, Heïsenberg suggéra que l'opérateur de 
phase # est une grandeur plus fondamentale que l'opérateur du hamil- 
tonien H. Il pourrait sembler que tant qu’on n'aura pas adapté la théorie 
de la relativité elle-même à de petites échelles du temps et de l'espace, il 
n'y a aucune raison de remplacer par quoi que cc soit la théorie basée 
sur la méthode de Hamilton. Et pourtant l’idée de Hcisenberg sur l’excep- 
tionnelle importance de la matrice de diffusion a été particulièrement 
utile pour la théorie des particules élémentaires, puisque c'est précisé- 
ment l'appareil de la matrice de diffusion qui permet de contourner cer- 
taines difficultés de principe de cette théorie. 

Nous nous proposons d'examiner maintenant les propriétés analy- 
tiques les plus simples de la matrice de diffusion, qui reflètent certaines 
particularités physiques des systèmes quantiques. 

La matrice de diffusion présentée en fonction du vecteur d'onde & 
peut être analytiquement étendue dans le plan complexe de A pour des 
valeurs réelles du moment angulaire / ou bien dans le plan complexe de ! 
pour k réel. 


A. Pôle de la matrice de diffusion 
dans le plan complexe À 


Examinons d’abord la première variante en posant 
kK=k,+ir, ko Rek, %x-=Imk>0. 


Pour des valeurs de £ purement imaginaires donc pour des valeurs 


négatives de l'énergie £ — | d'après (80.8) la fonction d'onde 
Lo 
dr(r, 8), pour r — co, est de la forme 


CiPir (cos 0) 
da (r, 0) + œ LL 2 CRAN X 
-*r 


fe FREE | (80.23) 


Supposons que le système considéré comporte des états liés pour des 
valeurs négatives de l'énergie E = E,, E:,..., En... Nous savons que 
ces états sont décrits par des fonctions d'onde e—*" qui décroissent suivant 
une loi exponenticlle. Par conséquent pour les états liés le deuxième terme 
de (80.23) doit être nul. II en résulte que pour les états liés e—#" = 0 ou 
encore 

Si (k) == ein 4 2 00. (80.24) 


Cela signifie que la matrice de diffusion présentée en fonction de la variable 
complexe & = k, + ix doit avoir des pôles sur l'axe imaginaire dans le 
demi-plan supérieur pour kn = ikn. Xn > 0. 
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Ces pôles correspondent à différents états liés, donc à différents niveaux 
discrets de l'énergie. Ces niveaux sont indiqués sur la fig. 66. En plus des 
pôles correspondant aux états liés, la matrice de diffusion peut avoir des 
pôles se rapportant à une énergie positive; ces derniers états sont dits de 
résonance. Les états de résonance sont instables et disparaissent au bout 
d’un certain temps. Aussi la dépendance avec 
Im lc temps de la fonction d'onde d’un état de 

résonance %r, qui est apparu à l'instant s — 0, 

(h) s'exprime par 

TADE #9 exp[— + [si | 
(80.25) 
ô Rex Cette relation montre que l'énergie de ces 
© états comporte un petit terme additionnel 

qui est imaginaire et négatif: 

| E = E—i-". (80.26) 
Fig. 66. Pôles de la matrice 
ue à PER En conséquence nous voyons apparaitre 
ae De pt es dans le plan complexe K des pôles de la 
liés sont indiqués par des croix, et matrice de diffusion qui se situent aux 


ceux correspondant à La résonance : 
par des cercles points 


K= kr — tr, 4r > 0. (80.27) 
Comme pour une faible vitesse de décomposition des états de résonance 
e 2h 
Fr; et x, sont petits on peut poser L, = — k;xr. 


[ri 

Nous examinerons les conditions dans lesquelles apparaissent les états 
de résonance au & 81. Un cas particulier des états de résonance est ce qu'on 
appelle les états « quasi-stationnaires » (cf. $ 99). 


B. Pôles et trajectoires de Regge 


Examinons maintenant le plan complexe du moment angulaire !/. 
Prenons pour point de départ de développement de l’amplitude des ondes 
diffusées suivant les ondes partielles (80.15). Remplaçons la somme des 
états à valeurs discrètes de / par une intégrale curviligne (transformation 
de Sommerfeld-Watson). Pour ce faire il nous faut trouver des fonctions 
analytiques S (/, £) de la variable complexe /, qui aux points correspondant 
aux valeurs entières de /(/ = 0, 1, 2...) se confondent avec S;(k). Sans 
entrer dans les détails du calcul !), nous supposerons connue cette extension 
analytique pour les amplitudes partielles S;(k), ainsi que pour les poly- 


1) Ces questions sont exposées, par exemple, dans l’ouvrage de V. de Alfaro 
et T. Regge, Potential Scattering, Amsterdam, 1965. 
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nômes de Legendre P, (cos 0). On pourra présenter alors l'amplitude des 
ondes diffusées (80.15) sous la forme 
@ = 5 21+1 DIT — 
AR, 0 = — E — (Eiñ— 1) Ps (cos 0) dl. 


C 


Le contour d'intégration C'est représenté fig. 67. La fonction (sin +1)! 


(80.28) 


a des pôles pour les valeurs entières avec des résidus valant EU Aussi, 
conformément au théorème de Cau- 
chy sur les résidus, le calcul de l'in- C” 


tégrale curviligne nous ramène à la 
somme initiale (80.15) si (e21— 1) 
n’a pas de pôles sur l'axe réel !). 

Supposons maintenant que la 
matrice de diffusion S(k,7)=— e? î 41, 
considérée comme une fonction de 
la variable complexe /, a un pôle 
pour une valeur / =: œ (k)= «3 (K) + 
+ ia (k), qui dans le cas général 
dépend de 4. 

Etant donné que ces pôles ont 


été étudiés pour la première fois par 
Regge, on les appelle pôlcs de 
Regge. Les fonctions & (k), décri- 


£' 
l 
[ 
l 
l 
[ 
l 
l 
! 
[ 
c 
[ 
£’ 


Fig. 67. Plan complexe de la variable I. 
Les pôles de la fonction (sin =f)-' sont indiqués 


par des croix. C contour d'intégration initial: 

le contour déformé est constitué par La droite C” 

etun i C’’ se trouvant à distance 

de C’. Les pôles / = &(k) sont indiqués par des 
petits cercles 


vant le mouvement des pôles dans 
le plan complexe / en fonction de 
la variable réelle k, sont appelées 
trajectoires de Regge. 

Déformons le contour d'intégration C en un contour constitué par la 
droite C’ et un hémicercle infiniment grand C”’. En supposant que l’expres- 
sion figurant sous le signe intégrale dans (80.28) disparaît sur l’hémi- 
cercle C’’ et que dans le demi-plan de droite S(k, 1) il n’y a qu'un seul 
pôle au point / = & (k) avec un résidu égal à B (k) nous obtenons a partir 
de (80.28) ?): 


1 | 21+1 

4 = —— ————— 4) — C 0) di + 

A (k, 0) rs \ er [LS GK) — 1] Ps (cos 0) di - 
C 


+ HE AO EL 4 8 (k) Par) (— cos 0). (80.29) 


2k sinra(k) 


1) La démonstration en a été faite pour différentes classes de potentiel par Regge 
(1959), qui a également montré que l'intégrale (80.28) disparaît sur un hémicercle 
infini. 

2) Il n'est pas nécessaire de supposer qu'il ny a qu'un seul pôle. On l'a admis 
pour simplifier les calculs. 


352 THÉORIE DES COLLISIONS {cH. xt 


Le deuxième terme de cette expression se comporte comme une quantité 
résonante à proximité du point & (ko) = n, n étant un nombre entier. De 
ce fait à proximité de ce point on peut rejeter l'intégrale prise le long de 
la droite C’. D’autre part à proximité de ce même point sin zx (A) peut 
être remplacé par son développement en séric: 
sin {rx (4)] = (—1)8 x Lou (ko) (KE — ko) 

is — its (Ko) + .. : (80.30) 
#0) 


— on admet que la partie 
dk kE Le 


où 2, Res, a, := 1m 2%, 25 (4) == 


imaginaire x, de la variable « est une quantité petite. En remarquant 


encore que k#—k, = —*—(£—E,) nous pouvons représenter l'ampli- 
q rr P p 
o 


tude A (4, 0) à proximité du point E =: E, par: 


GR Er (80.31) 


EE, ri 


AG, 0) > À 2! 


2u 1040) 


> 
où D 2 #40 


du (Ko)/ai (Ko). Si à = 0 l'amplitude 4 (k, 0) a un pôle 


u 

pour E = E,, et ce pôle correspond à un état lié. Lorsque &e (ko) # 0 
l’amplitude 4 (k, 0) caractérise un état de résonance avec E- = E, et 
une largeur [. La description du processus de diffusion à l’aide des pôles 
de Regge est, en mécanique quantique non relativiste, absolument équi- 
valente à la description que fournit la résolution de l'équation de Schrü- 
dinger. Les pôles de Regge, caractérisant des états liés ou des états de réso- 
nance, décrivent les mêmes états liés ou de résonance que l’on détermine 
en résolvant l'équation de Schrôdinger. A titre d'exemple simple de pôles 
de Regge nous considérerons les pôles de la matrice de diffusion S (k, 1) 
dans un champ d'attraction coulombien, cas que nous avons étudié au 
$ 82. Les amplitudes partielles de diffusion sont de la forme (cf. formule 
(82.12)): 


SU, D = ES, (80.32) 
TU+1+58) 
2 
avec £— ZE, Fest la fonction gamma. 
HR k 


La fonction gamma a des pôles en tous les points où son argument est 
égal à zéro ou à un nombre entier négatif. De ce fait l'amplitude partielle 
(80.32) a des pôles dans le plan complexe / pour 


l=a(k)=—1+iË—n,, . (80.33) 
avec nr = 0,1,2,... 


Il s'ensuit qu’à tout nombre entier n, correspond sa propre trajectoire 
de Regge. Les pôles qui se rapportent à des états physiques réels sont 
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ceux qui correspondent aux valeurs entières positives de 7: { = 0, 1,2,... 
En appliquant (80.33) nous avons pour ces valeurs de /: 


Li; AZ 1 


———— (80.34) 
#  (m+l+1) 


Comme l'énergie E est donnée par E = . k®, nous obtenons le terme 
u 


de Balmer 
E,--“AZel __ AA, 
2# m rm 


avec n = nr +1+1; E, est l'énergie de l’état fondamental de l’atome 
d'hydrogène. Ainsi connaissant la matrice de diffusion, on peut déter- 
miner d’après la position de ses pôles d'énergie des états liés 1). 

Il est usuel de représenter les trajectoires de Regge en portant le long 
de l’axe des ordonnées Re /, et le 
long de l’axe des abscisses la masse 
totale de la particule (ou bien le 
carré de cette masse). Pour l’ato- 
me d’hydrogène, par exemple, 
nous aurons en appliquant la 
formule (80.35): 


(80.35) 


M=E-=M—<E, 
a ma 
(80.36) 


où M, est la masse totale du 
noyau atomique et de l’électron 
lorsque ceux-ci n’interagissent 
pas. La fig. 68 représente ces 
trajectoires. 

La théorie des pôles et des 
trajectoires de Regge s’est avérée 
très utile pour la physique des Le , 

icules élémentaires *). Fig. 68. ue Regge d’un atome 
$ 81. Cas général de la diffusion. : 2. ds ae Ro Be à 

atome M=M,——— en 5 
Relations de dispersion l'axe des ordonnées RE le nombre quantique 
En utilisant la matrice de dif- 9fbital Re L. Chaque trajrtoire correspond à une 


: z s valeur du nombre quantique radial n, = 0, 1, 2, 3 
fusion on peut généraliser les ré- 
sultats obtenus au paragraphe précédent au cas de la diffusion non élastique 
de particules. Nous adopterons pour l'instant la description phénoméno- 


1) Ce résultat a été obtenu par l’auteur en 1946. 
*) Voir, par exemple, P. D.B. Collins et E J. Squires, Regge Poles 
in Particles Physics, Berlin-Heidelberg-New York, 1968. 
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logique de la diffusion non élastique en admettant qu'elle consiste en 
l’absorption du faisceau de particules incidentes par le centre de diffusion; 
on considère notamment que chaque interaction non élastique d'une parti- 
cule incidente avec la cible élimine cette particule du nombre de celles qui 
ont été diffusées élastiquement. En conséquence l’amplitude de l'onde 
diffusée de façon élastique par le centre doit être plus petite que l’ampli- 
tude de l’onde incidente. Il s'ensuit que | Sz| < 1 et qu’en conséquence les 
phases nm; sont des quantités complexes 


va = + iBr, (81.1) 


Be (E) caractérise « l'absorption » des particules par le centre de diffusion. 
Il est facile de se rendre compte que la section partielle de diffusion 
élastique s’écrit toujours sous la forme 


= C/+DII— SI? (81.2) 


et se confond avec (80.18) pour £; — 0. Nous devons calculer maintenant 
la section partielle des processus de diffusion non élastique 0j”. 

Nous remarquerons d’abord que le nombre de particules absorbées 
par le centre de diffusion (ou y subissant une réaction) par unité de temps 
est naturellement égal au flux total pénétrant dans le centre. Ce flux vaut 


1=# | ad r}, (81.3) 


l'intégrale étant prise sur la surface entourant le centre (ds = r°dQ) et 
en entendant par #7 l’onde partielle (80.20). En portant (80.20) dans (81.3) 
il vient après intégration 

rh 


1= © Q1+1DG—1]S 1). 81.4 
A + DA—1S: (81.4) 


La section partielle non élastique ci" sera égale à — étant le flux dans 
0° 


l'onde plane incidente qui est de la forme e*; ce flux vaut FE | par consé- 
- ue 


quent 
= @1+1D(—IS (81.5) 
Les sections totales s’obtiennent en sommant par rapport à /: 
= Z'CI+DII—-S, (81.6) 


= D'AI+DO—ISP. (81.7) 
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Enfin la section totale pour tous ‘les processus de diffusion élastique et 
non élastique est égale à: 


s=oi+on= 2 JGI+1)(—ReS). (81.8) 


Re S représente ici la partie réelle de Si. 

Nous voyons ainsi que la diffusion non élastique peut être décrite à 
laide de phases complexes. 

Tout formellement ce résultat peut être traité comme l’introduction du 
potentiel complexe U (r) = U, (r) + iU, (r), ce qui entraîne que l'indice 


de réfraction du milieu n(r) = Ji-£ est lui aussi complexe. 


Il est par conséquent utile d'étendre l’équation de continuité au cas 
d’un potentiel complexe. En écrivant l’équation non stationnaire de Schrô- 
dinger pour U(r)= U,(r) + iU, (r) et reprenant les calculs du & 29, 
on arrive aisément à la forme suivante de l’équation de continuité: 


7] se 2 U. 
es div = 2 y. 
; + divj 5 


La densité w de particules et la densité de probabilité j sont toujours défi- 
nies par les formules (29.4) et (29.5); le terme du second membre apparaît 
parce que ImU(r) # 0. Si U, < 0, les particules sont absorbées avec 
un temps caractéristique + arr Si par contre U, > 0, des particules 


2 
naissent lors du processus. 


L'étude de systèmes complexes, tel que le noyau atomique, à l’aide 
du potentiel complexe est appelé modèle optique. 

Démontrons un théorème fort important établissant une corrélation 
entre la partie imaginaire de l’amplitude de diffusion dans le sens direct 
en avant (6 — 0) et la section de diffusion totale. Il s’ensuit de (80.15) 
et de (80.21) que 


Im 4 (0) = — S CI+DA—ReSy, (81.9) 
= 1-0 


où Im À représente comme toujours la partie imaginaire. Identifiant cette 
expression avec (81.8) on arrive à: 


Im 4 (0) = ot. (81.10) 


C'est ça le théorème optique, permettant d'évaluer la partie imaginaire 
de l’amplitude de diffusion pour 8 — 0, à partir de la section totale. 
Analysant les propriétés analytiques de l’amplitude A(k, 0) dont 
certaines ont été précisées ci-dessus, on arrive à d’importantes corrélations 
entre les parties imaginaire et réelle de cette amplitude. Ces relations 
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sont désignées sous le nom de relations de dispersion et se fondent 
sur le principe de causalité. 

Selon le principe de causalité l’état, à l'instant r, d’un système quan- 
tique ne dépend que de son état aux instants antérieurs £” < 1. En méca- 
nique quantique ce principe se trouve inclus dans l'équation de Schrô- 
dinger, selon laquelle l'accroissement de la fonction d’onde dans un inter- 
valle de temps dt dépend de sa valeur à l'instant # (cf. $ 28)1). La possi- 
bilité même de l’extension analytique de l'amplitude dans le plan complexe 
de l'énergie ÆE est une conséquence directe du principe de causalité. Le 
lecteur trouvera dans l’annexe XII un exemple simple montrant le lien 
existant entre le principe de causalité et les propriétés analytiques de l'onde 


diffusée par rapport à la variable complexe « re 


Parallèlement aux valeurs complexes de l'énergie E on peut prendre 


V2mE . C'est 
(l 
l'amplitude de diffusion en avant 4 (k, 0) — 4 (k) qui présente dans le 
plan k les propriétés analytiques les plus simples. Cette amplitude peut 
être analytiquement étendue à toutes les valeurs complexes de la variable 
k, exclusion faite de certains points situés sur l’axe imaginaire où elle a 
des pôles 2). Nous avons montré au $& 80 que ces pôles correspondent soit 
à des états liés si Im Æ > 0 soit à des états de résonance si Im k < 0. 
Supposons pour simplifier que le système considéré ne comporte pas 
d'états liés et que l’amplitude de diffusion À (k) s'évanouit sur un hémi- 
cercle infiniment éloigné, tracé sur le demi-plan supérieur où Im k > 0®). 
On peut appliquer à la fonction analytique À (z) la formule de Cauchy 
1 A (27 dz’ 


At = LATE, ar 
ae GL.11) 


en considération le plan complexe du vecteur d’onde k — 


où C est un contour fermé renfermant le point z. Posons que le point z 
se trouve dans le demi-plan supérieur. On prendra alors en qualité de 
contour tout l’axe réel de —co jusqu’à + et un hémicercle de rayon 
infiniment grand situé dans le demi-plan supérieur. Déplaçons le point 
z sur la partie positive de l’axe réel. Comme par hypothèse 4 (z) s'évanouit 
pour |z|— co on obtient alors 

+o 


4@Q= +9 ( AO (81.12) 


— =: 
= 


1) On trouvera au $ 140 et à l’annexe XII des considérations plus développées 
sur la causalité en mécanique quantique. 

*) Voir, par exemple, A. Baz, J. Zeldovitch, A Pérélomovw, 
Diffusion, réactions et fissions en mécanique quantique non relativiste, M., 1971, ch. 3 
(en russe). 

3) Ces hypothèses ne sont pas obligatoires, mais permettent d'établir les relations 
de dispersion les plus simples. 
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L'intégrale figurant dans (81.12) est calculée en tant que valeur principale. 
On déduit de (81.12) la partie réelle de À (=): 


+e ‘ + 
Re A(:) =  æ ( Ace. (81.13) 
T Zz —2 


— © 


La partie imaginaire de l’amplitude de diffusion est une fonction impaire 
de la variable k'’ — z’ (voir références dans le renvoi en bas de la page 
356). Ceci nous permet de transformer la formule (81.13) de telle sorte 
que l'intégration ne concerne que les valeurs positives de &': 


œ 
Re À (k) = À ( 10) = AE 


(81.14) 


#4 


Appliquons maintenant le théorème optique (81.10) et remplaçons 
Im 4 (k) par la quantité _ Gtot (k). Le résultat en est 


co 
ReAK)= ( PAUL 


se (81.15) 


La formule (81.15) est précisément la relation de dispersion sous sa forme 
la plus simple; elle exprime la partie réelle de l’amplitude de diffusion en 
fonction de la section totale out. 

Les relations de dispersion sont largement utilisées dans la théorie 
moderne de diffusion des particules, notamment dans le domaine relati- 
viste 1). 


A. Diffusion par diffraction 

Supposons que l'interaction entre le centre de diffusion et la particule 
incidente soit concentrée dans une sphère de rayon R, R est donc le rayon 
de la sphère d'interaction. 

Supposons encore que la longueur d’onde de la particule incidente 
x € R. Dans ces conditions un grand nombre d’ondes partielles de nombre 
orbital compris entre ! — 0 et / — RJx à 1 participeront au processus de 
diffusion et on pourra remplacer dans (80.15) la somme des ondes par- 
tielles par une intégration par rapport à d/. Pour de petits angles de diffu- 
sion 6 on peut également remplacer en approximation le polynôme de 


1) Les premières relations de dispersion ont été établies en optique par Kronig 
(1926). Dans la théorie de diffusion des particules elles ont commencé à être utilisées 
depuis la publication de l’article de Goldberger (1955} Bogolioubov 
a donné une démonstration rigoureuse des relations de dispersion (1956). 
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Legendre P; (cos 6) par la fonction de Bessel J, (/8) 1). On aura donc au 
lieu de (80.15): 


A (6) = L(er+nes-n46n4s 


(2 
œ 


3 \ eët—1)J,(6/) dl. (81.16) 


ik 


2 
2 


Considérons le cas où la diffusion des particules est déterminée par 
leur absorption. Les phases m1 des ondes diffusées seront alors purement 
imaginaires: 11 = i@r (cf. (81.1). L’amplitude À (6) sera elle aussi pure- 
ment imaginaire: 

A (6) = — \ (1 — 28) J, (BI) dl. 


On dira alors que l’on a affaire à une diffusion par diffraction. Un cas 
particulièrement simple est celui où l'absorption à l’intérieur de la sphère 
d'interaction est totale, ce qui signifie que les particules incidentes sont 
diffusées par une sphère noire, totalement absorbante, de rayon R. On 
a alors 8; — oo pour / < R/x et Br = 0 pour / > R/x. On peut alors effec- 
tuer l'intégration définitive de (81.16), ce qui donne 


. Rx 
A (6) = Tr _ ( Jo(81) 1 dl = Eu (R4D) (81.17) 
0 


où J, (z) est la fonction de Bessel d'ordre 1. La section de diffusion est 
égale à 


6 (0) = À JE(KRO). (81.18) 


Son évolution en fonction de l’angle 0 se présente sous la forme d'une 
courbe avec un maximum aigu pour 6 — O0 et plusieurs maximums et mini- 
mums peu prononcés en des points distants de 6 = O. 

Dans le cas plus général de la diffusion par diffraction, disposant de 
données expérimentales sur la section de diffusion c (6), on peut en déduire 
des informations sur la répartition du coefficient d’absorption + (r) au 
voisinage du centre de diffusion. Effectivement, puisque l'amplitude 


A (6) est une quantité purement imaginaire, on a A(0)=—if/6(0) et 


1) La légimité de cette approximation est démontrée par exemple dans: E.T. 
Wittecker et G.N. Watson, À course of Modern analysis, 4h cdition, 
Cambridge, At the University Press, 1927. 
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on peut la déterminer par mesure de la diffusion. Conformément aux 
propriétés bien connucs d’orthogonalité des fonctions de Bessel d’ordre 
zéro, la formule (81.16) peut être inversée 


( Jo (ax) J, (x) x dx = 5 (a — b). (81.19) 
0 


Muitiplions les deux membres de l'égalité (81.16) par J, (0/”), l’ étant une 
valeur donnée du nombre /, et intégrons le résultat obtenu par rapport 
à 6 d6 de O à co (ce qui est admissible du fait que dans cette intégrale seules 
les petites valeurs de 6 sont importantes). En posant dans (81.19) x = 6, 
a = 1, b — l", on obtient alors (en omettant le signe prime du nombre /): 


œo œ 
1— e-% — = A (0) Jo (01) 6 dd = k ( Vo (6) J, (81) 8 dô. (81.20) 

j 0 0 
La fig. 69 représente le trajet d’une particule à l’intérieur de la sphère 
d'interaction. En désignant par  (r) la dépendance du coefficient d’ab- 
sorption des particules avec la distance r jusqu’au centre de diffusion, 

on aura 
+o 


281 = \ y (r) dx, (81.21) 


—o 


l'intégrale étant prise le long d’une trajectoire rectiligne pour une valeur 
donnée de /, donc pour une valeur donnée du paramètre d'impact p = /x1). 
L'intégrale (81.21) se ramène sans 
difficulté à la forme 


œ 


Br= (rt pe =. 
(2 


Fr — et 
(81.22) 
Connaissant Br par l'expérien Fe Fig. 69. Rayons de diffusion de pions 
les procédés de calcul numérique à l'intéceur d'un noclon: 


permettent de déterminer le coef- Pour le calcul de la variation de phase du rayon 
ficient d'absorption y(r) des par- A°B' on intègre dr ve 
ticules. 

On observe une diffusion par diffraction toutes les fois que se mani- 
feste une forte interaction non élastique et que la longueur d’onde des 
particules diffusées est petite devant le rayon d'interaction. 


1) On peut utiliser une trajectoire rectiligne du fait que la diffusion par diffraction 
ne concerne que de petits angles 0. 
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Une diffusion par diffraction se manifeste, par exemple, dans le cas 
de la diffusion de neutrons par des noyaux atomiques, à condition que 
X<R, R étant le rayon du noyau atomique (R= ro A8, ro = 
= 1.2-107-5 cm, 4 le poids atomique du noyau). Si le paramètre d'im- 
pact £g < R, le neutron se trouve « piégé » dans le noyau, qui se comporte 
donc vis-à-vis du neutron comme un corps noir. 

Une diffusion par diffraction s’observe également dans le cas de la 
diffusion de pions par les nucléons (cf. fig. 13). Si l'énergie des pions est 
suffisamment grande, c'est la diffusion non élastique qui prédomine, les 
pions incidents perdent une partie de leur énergie et donnent naissance 
à d’autres pions. La carte de la diffusion élastique est alors peu différente 
de celle de la diffraction par un corps noir sphérique. On arrive à une 
meilleure concordance avec l'expérience en adoptant un potentiel gaussien 
purement imaginaire 

C2 


U(r)=ixEe *. (81.23) 


E est l'énergie du pion, « un coefficient numérique, a le rayon du nucléon 
(a 1.2*10758 cm)!). 


B. Approximation « iconal » 


Jusqu’à présent nous n'avons considéré que la diffusion déterminée 
par l’absorption des particules diffusées. Un cas plus général de diffusion 
peut être décrit à l’aide du potentiel complexe 


U(r) = Ur) + iU, (r), 


où U, et U, sont des fonctions réelles de la variable r. Conformément 
à la formule (36.20) cela signifie que nous assimilons la particule jouant 
le rôle de centre de diffusion à un milieu optique d'indice de réfraction 
complexe nr) = n,(r) + in. (r). n, étant la partie réelle, et n. la partie 
imaginaire. ]l est facile de montrer que le coefficient d’absorption de ce 
milieu est + (r) = kon (r). 

Si la longueur d’onde x est suffisamment petite on peut utiliser l’ap- 
proximation « iconal » pour le calcul de la phase xs. donc utiliser la for- 
mule (36.22) à condition d'effectuer l'intégration le long du rayon (x, 
x2) pour unc valeur donnée du paramètre d’impact p == /7. 

Profitant une nouvelle fois de la symétrie sphérique du problème, 
il est facile de ramener (36.22) à la forme 

æ r dr : 
ne = Ko Br) (81.24) 
? 


1) Blokhintzev (1961). Les expériences effectuées au cours de ces dernières années 
sur l’accélérateur de Serpukhov montrent qu’à mesure que croit l'énergie du pion, 
le rayon a croît lentement suivant une loi logarithmique. La théorie de la diffusion 
élastique a été notablement développée dans les travaux de Logounov et Tavkhelidze, 
qui ont introduit la notion de « quasi-potentiel » utilisable aussi bien dans le domaine 
relativiste (1963). 
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On voit que l’approximation « iconal » ($ 36) peut être utilisée pour calculer 
les phases des ondes partielles dans le modèle optique de la particule. 


C. Diffusion par résonance 


Lors de l'interaction de systèmes complexes avec des particules inci- 
dentes peuvent apparaître des effets de résonance caractérisés par ce que 
pour une certaine valeur de l'énergie E Æ E; la section de diffusion peut 
s’accroître démesurément. 

Ce cas se réalise notamment dans l'interaction des neutrons avec les 
noyaux atomiques (cf. fig. 4). 

Considérons à titre d'exemple le cas de la résonance à l’état s. La 
fonction d’onde peut s’écrire sous la forme 

er eikr 


Yo(r) = EE So 


, (81.25) 


r 


où S, est l’élément de la matrice de diffusion pour / = 0. II est évident 
qu’à la résonance la variation de S, en fonction de k (donc de l’énergie 
de la particule) devient particulièrement forte. 11 s'avère qu’il est possible 
d'exprimer S, en fonctions de quantités qui, elles, ne varient que peu à 
la résonance. Pour le démontrer exprimons S, en fonction de la dérivée 
logarithmique de la fonction d’onde à la superficie du système 
considéré (du noyau, par exemple), donc pour r — R. On admet que pour 
r > R l'interaction est pratiquement inexistante. De ce fait la dérivée 
peut être calculée en utilisant la fonction asymptotique %, (r), bien qu'elle 
dépende des propriétés intrinsèques du système. On écrira donc 


d 

Lire O) | | 

dr …_ 1+Sei 

ne. R= — PET RER É 81.26 
| rYotr) Jr=R à " 1— Se2i JE) ( ) 


le premier membre est la dérivée logarithmique de la fonction r 4, (r), 
x = KR, tandis que f(E) est la valeur de cette même dérivée considérée 
en fonction de l'énergie que l’on exprime en termes de certains paramè- 
tres propres du système (d’un noyau atomique, par exemple). On en tire 


S=—e Ci, (81.27) 
x + 1) + fo 


où l’on a posé f(E) = f, (E) — ih (E). Si pour une certaine valeur E = E;, 
lo (Er) = 0, on dit qu’il y a résonance. Pour cette gamme de valeurs on 
peut poser en effet: 


AE) = [ ee, EE) HÆ)= (ED. (8128) 
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En introduisant les notations 


Po = 2 
de 
dE ÎE=E, 
pr _2® , (81-29) 


(ler, 


on trouve que S, est égal à 


— (— Te +Ir)—i(E — Er) 
So = — EE EU . (81.30) 
AE + Ir) + i(E— Er) 


En portant (81.30) dans la formule de diffusion élastique ot! = où — 
= . [1 —S, [* et dans la formule de diffusion non élastique 6f7 — oi" — 


= {1—1S,1{°}, on obtient les résultats suivants 


Ed Trre 


sin EE ———_———————…—…—…——— 7) . 
ë k (E—E,;) +174 (D 
je Te {LR si 2 
où = — FE + 2etËR sin KR (81.32) 
E—E, + — 


Dans ces formules l' = le + Fr est la demi-largeur du pic 
de résonance (pour! E—E;| = 1/2 la valeur de la section efficace 
diminue de deux fois). La quantité le est appelée demi-largeur 
partielle de la diffusion élastique, et Fr la demi- 
largeur partielle de la réaction (diffusion non élas- 
tique). L’amplitude de la diffusion élastique comporte deux termes addi- 


tifs: le terme de diffusion par résonance [terme qui est 


inversement proportionnel à (E — E, + _ et le terme de diffusion 


potentielle (terme proportionnel à sin &R). Cette partie de la diffusion 
est indépendante des paramètres intrinsèques du noyau, n'étant fonction 
que de ses dimensions R et de l'énergie de la particule incidente. 

Les formules (81.31) et (81.32) ont été initialement établies par Breit 
et Wigner et décrivent la diffusion au voisinage de la résonance. Elles sont 
analogues aux formules de l’optique relatives à la diffusion à proximité 
d’une raie spectrale de résonance. 
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On avait représenté fig. 4 des pics de résonance de la section efficace 
dans le cas de l’interaction de neutrons avec un noyau d’oxygène. Chacun 
des pics isolés peut être adéquatement décrit par les formules de Breit- 
Wigner. 

Notons que la résonance est en effet typiquement quantique. Il s’en- 
suit des formules ci-dessus que pour E = E; la section de diffusion totale 


peut prendre des valeurs démesurément grandes — x: (1, T'), supé- 
rieures aux dimensions de la sphère d’action des forces nucléaires (— xR°). 

Par exemple, l'absorption à la résonance par Xel%5 des neutrons ther- 
miques se caractérise par une section de diffusion 100 000 fois plus grande 
que la section géométrique du noyau Xel#. Cet effet de résonance a une 
grande importance pratique pour l'exploitation des réacteurs nucléaires. 


$ 82. Diffusion d’une particule chargée 
dans un champ coulombien 


Nous avons étudié au $ 50 le mouvement d’une particule chargée dans 
un champ coulombien sans accorder d'attention à l'existence d'états liés 
(E < 0) ou aux cas où E > 0 qui se réalisent dans la diffusion des parti- 
cules. 

En suivant la méthode utilisée au $ 50 nous pourrions déterminer 


aussi les fonctions radiales Rj(e) { p = Tr [— nombre orbital) pour le 
a 


cas E > 0. 

Cependant dans l'éventualité d'une diffusion nous serions amenés à 
rechercher une combinaison linéaire compliquée de ces fonctions afin 
d’arriver à une solution asymptotique de la forme (80.5). Aussi pour 
traiter le problème de la diffusion vaut-il mieux adopter une méthode 
plus directe et mieux appropriée au problème. 

Nous prendrons pour point de départ l'équation (49.2) dont les varia- 


Z:Z: 


bles ne sont pas séparées et nous y poserons U (r) — »où eZ; et 


: 
eZ, sont les charges des particules, et r la distance entre celles-ci. 


En adoptant les notations k° — 266, B = 2H PIS , méttons l’équa- 
tion (49.2) sous la forme 
Vo + [#—£ ÿ = 0. (82.1) 
r 


Cherchons maintenant une solution de % qui soit de la forme 
d = eËF(r — 2). (82.2) 
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Il est facile de sc rendre compte que la fonction F doit alors être définie 
par l'équation 


( —— + FU _ KE) —— 8F = 0, (82.3) 


avec & — r—z. En ru F(£) en série 
F@O = (I + ac + at + (82.4) 


on s'assurera par les procédés usuels que -f = Ge et que par suite F(Q) 
est une fonction régulière à l'origine des coordonnées. 

Ensuite à l'aide de formules de récurrence on calcule les coefficients 
de la série (82.4). Il apparaît que F(6)=,F (—ië, 1, ikQ) (E = 
= 8/2 k) est une fonction liée à la fonction hypergéométrique confluente 
de Whittaker !). 

Le développement asymptotique de cette fonction est connu 2): 

1 


= ré 
Fi (—ië, 1, ik ————— "GluAÇ — 
ue F0 le 
DRE : 
2e ss e-itlo +. (82.5) 
P(—i8) KG 
VF (2) est la fonction gamma. En prenant  (r, 6) tel que 
1 
V0) =e 2 T(-+iere Fi (IE, 1, KO), (82.6) 
avec 
E = TRE C=r—z=r(l— cos) (82.7) 
v 


et où v — p/x est la vitesse de la particule, on tire de (82.6) et de (82.5) 
pour r, & > œæ: 


Ÿ (7, 0),r>0 = 1+ A(0)S, (82.8) 

où 
1= [1 = | eeHitinktr—9), (82.9) 

ik Pa — 
=": 1 eükr—it in kr (82.9) 
r 

et 

A (6) = 2122 cosec? À este (tra, (82.9) 
[ns 

avec ein — RUES La comparaison de ces formules avec les formules 


— iË) 
usuelles de la théorie de diffusion montre qu’aussi bien l’onde incidente 
1) E.T. Whittaker, G.N. Watson, A course of Modern analysis, 


4h edition, Cambridge, At the University Press, 1927 
2) H. Massey, N. Mott, The theory of Atomic Collisions, Oxford, 1965. 
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etkz que l'onde réfléchie st sont déformées par les facteurs logarithmiques 
r 


eitlnk(r-:}) et e—%lnk, Cette particularité du champ coulombien est due 
à ce que l'intensité décroît lentement en fonction de la distance, de sorte 
qu’il est capable de déformer les ondes quelle que soit la distance. Il n'existe 
donc pas dans un champ coulombien de solutions ayant la forme d'ondes 
planes ou d'ondes sphériques de type usuel. La section efficace différen- 
tielle & (8) dans l'angle 0 est égale à | 4 (6) [°: 


c (6) = < _—. 2 LA cosect +. (82.10) 


Cette formule coïncide avec se. que nous avons établie en utilisant la 
méthode de Born (cf. (79.19)). Cependant les amplitudes 4 (6) figurant 
dans (79.12) et (82.9) ont des phases différentes. Cette différence sera 


petite siE — LEE < 1. C’est là la condition d’application de la méthode 


de Born au problème considéré. 

Nous avons ainsi démontré que la formule classique de Rutherford 
décrivant la diffusion de particules dans un champ coulombien découle 
telle quelle, sans aucune correction de la mécanique quantique. 

On notera cependant que lorsqu'il s’agit de la diffusion de particules 
identiques, par exemple, de particules « par les noyaux d'hélium ou de 
protons par les noyaux d'hydrogène, on observe de notables déviations 
à la formule de Rutherford, qui sont dues à des conditions spécifiques à 
la mécanique quantique, concernant la symétrie de la fonction d'onde 
dans le cas de particules identiques. La théorie de la diffusion mutuelle de 
particules identiques est exposée au $ 134. Pour conclure ce chapitre nous 
donnons ci-dessous l'expression de la matrice de diffusion S (k, !) pour 
le cas d’une diffusion dans un champ coulombien. Pour établir cette 
matrice on doit développer 4 (6) (82.9”) en une série suivant les poly- 
nômes de Legendre (80.15). Mettant à profit l’orthogonalité de ces poly- 
nômes on obtient alors: 


ein) — 1 = ik ( À (8) P: (cos 8) sin 8 dB. (82.11) 
0 


Nous nous abstiendrons de donner ici la suite des calculs ardus conduisant 
au résultat final: 


SE D= ent = TOHIHE), (82.12) 
TA+1—G:E) 
où Fest la fonction gamma. 
Pour rendre ces formules utilisables dans le cas d’une force d'attraction 
centre les particules, il convient de remplacer dans toutes les formules £ 


par —E. 


CHAPITRE XIV 


THÉORIE DES TRANSITIONS QUANTIQUES 


$ 83. Position du problème 


L'une des tâches les plus importantes de la mécanique quantique est 
le calcul de la probabilité de transition d’un état quantique à un autre. 
Ce problème peut être énoncé de la manière suivante. Supposons qu’à 
l'instant ? — 0 nous ayons un ensemble pur de plusieurs systèmes, carac- 
térisé par ce qu’une des grandeurs mécaniques, la grandeur L par exemple, 
a une valeur bien déterminée L = L,. Un tel ensemble sera décrit par la 
fonction d’onde , (x) qui est la fonction propre de l’opérateur £ et qui 
se rapporte à la valeur propre L — L;,1). On dira que les systèmes d’un 
tel ensemble se trouvent dans l’état quantique n. 

Au cours du temps l’état du système peut changer soit par suite de 
Paction de champs extérieurs, soit en raison de causes intrinsèques. 

Aussi à un instant ? notre ensemble devra être décrit par une nouvelle 
fonction d’onde: Y, (x, t). Ce nouvel ensemble dérivé de l’ensemble initial 
sera en règle générale un ensemble dont la grandeur L aura une valeur 
indéterminée ©). 

Si nous soumettons les systèmes de cet ensemble à un tri d’après les 
valeurs de L, ce qui correspond à une décomposition spectrale par rap- 
port à L, on obtient un nouvel ensemble (qui sera un ensemble mixte, 
cf. $ 17). Un premier groupe de systèmes sera alors caractérisé par L = Lm 
et constituera donc un ensemble pur, décrit par la fonction d’onde 
Ym (X) LL Ym (x) = Lm Ÿm (X)], tandis qu’un autre groupe de systèmes 
sera caractérisé par L = LA et constituera un autre ensemble pur %,, (x), 
etc. On dira que les systèmes qui appartiennent au nouvel ensemble avec 
L= Ln (m # n) ont effectué une transition quantique de l’état n à l’état m. 


1) En général un état peut être caractérisé non par une, mais par plusieurs gran- 
deurs mécaniques L, M, N,... Dans ce dernier cas la fonction d'onde devra avoir 
plusieurs indices Yu,r, #... 

?) Exception faite du cas où L représente une intégrale de mouvement. On a 

. Ent 
Sn 
alors Yu (x, f)= Yade * et l'état 4, (x, r) est caractérisé lui aussi par une 
valeur unique de L == La. 
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On peut résumer ces considérations par le schéma suivant: 
t=0 t > bn), L=LA 
D = no) d'= bn D=t.. wo, L= L 
= 2 Cmn (€) Ym (X)l- + + ne (X), L= La 


L= LA L indéterminé dd ES Sole ones let 


La flèche courte en trait plein signifie que l’ensemble s'est modifié 
spontanément, sans intervention d’une mesure, donc sans aucune décom- 
position spectrale par rapport à la grandeur L. La modification que subit 
l'ensemble peut être déterminée à l’aide de l'équation de Schrôdinger. 
La somme (par rapport à m) indique que ce nouvel état de l’ensemble 
est une superposition d'états caractérisés par différentes valeurs de L. 
Les flèches en pointillé indiquent les modifications que subit l’ensemble 
lorsqu'il est soumis à l’instant : à une décomposition spectrale. Nous 
savons (cf. $ 17) qu’une telle décomposition se produit notamment lors 
des mesures. Autrement dit ces flèches en pointillé représentent une « réduc- 
tion du paquet d'ondes » lors de laquelle la superposition 4, (x, #) se 
transforme en l’un des états particuliers %» (x). Une fois cette réduction 
réalisée on peut parler de transition quantique de l’état L = L; à un 
autre état L = Lm, par exemple. 

Par conséquent la notion de transition quantique suppose nécessaire- 
ment non seulement la fixation de l’état initial (x), mais aussi celle de l’érar 
final (m). Nous attirons spécialement l’attention du lecteur sur ce dernier 
point parce que la fixation de l’état final modifie l’état des systèmes de l’en- 
semble. Une telle fixation de l’état final se produit spontanément dans 
toutes les interactions sélectives par rapport à la grandeur L (notamment 
lors des mesures de cette grandeur), et provoquant donc une décompo- 
sition spectrale de l’ensemble Ÿ,; (x, r) suivant les états particuliers dx (x). 

Précisons maintenant ce que l’on entend par probabilité de transition 
d’un état n à un état m. D’après la théorie générale ($ 22) la quantité 
Pmn (t) = | Cmn (t) |? représente la probabilité de trouver L = L dans 
l’état WA (x, 1) (voir schéma ci-dessus) ?). Comme au temps f = 0 Pmn (0) 
est égal à zéro si m # n (pour m = ñn, Pmn (0) = 1), la probabilité Pa (1) 
(pour m # n) est appelée probabilité de transition de 
l’état ax) avec L= La à l’état in (x) avec L = Lm pendant 
le temps t. En effet lorsque m # ñn, Pinn (t) est la probabilité de trouver 
à l’instant z la valeur L = Lm, qui n’existait pas dans notre ensemble à 
l'instant : = 0, étant donné que Pm2 (0) = 0. Les problèmes les plus impor- 
tants de la théorie des transitions quantiques se rapportent au calcul 
des probabilités de transition d’un état d'énergie £, à un état d'énergie 
Em, Où comme on le dit couramment, des probabilités de transition d’un 


1) La présence de l'indice supplémentaire n auprès de cn sert à indiquer l’état 
initial. Au $ 22 nous n'avons pas apporté cette précision. 
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niveau quantique à un autre niveau quantique. Notons à ce propos que si 
une particule (ou d’une façon plus générale un système) se trouve soumis 
à l’action d’un champ extérieur variable dans le temps, la notion d'énergie 
potentielle et donc celle de l'énergie totale est dénuée de sens (cette remarque 
ne concerne pas l'énergie cinétique). Aussi dans le cas le plus général la 
question de transition d’une particule d’un niveau quantique à un autre 
n’a de sens que lorsque la cause déterminant cette transition agit pendant 
un intervalle de temps fini, compris entre ? — 0 et : — T, par exemple. 
Hors de cet intervalle de temps l'énergie totale est intégrale de mouvement 
et sa valeur peut être déterminée à l’aide de mesures convenables (cf. 
$$ 111 et 112). La résolution de l’équation de Schrôdinger permettant de 
déterminer (x, t) à partir de 4 (x, 0) est fort ardue. On n'arrive à obtenir 
des résultats d’une validité générale que dans le cas où les transitions d’un 
niveau à un autre sont déterminées par des actions extérieures suffisam- 
ment faibles pour que l’on puisse les considérer comme des perturbations. 

Si cette dernière condition est remplie l'équation de Schrôdinger peut 
s’écrire sous la forme 


iñ È = À) Ÿ+W(x, 0 4, (83.1) 


où A (x) est l’opérateur de l'énergie totale en l'absence de toute pertur- 
bation, et W(x, t) la perturbation. Lorsque la perturbation est faible 
on peut assimiler l'opérateur ÂA°(x) à l'opérateur de l’énergie totale, ce 
qui entraîne que la mise en action ou la suppression de la perturbation 
n’a qu’une importance secondaire. 

Pour déterminer la probabilité de transition Pmn (ft) d’un niveau FE, 
à un niveau £,, on utilise la représentation d'interaction (cf. & 45). Dans 
cette représentation on cherche une solution de l'équation (83.1) qui soit, 
conformément à (45.6), de la forme 


dx, 1)= ET (x, °. (832) 


Pour la commodité des calculs ultérieurs on passera de la représentation 
en «x» à la représentation en « E ». A cette fin on développe la fonction 
à déterminer ® (x, f) en une série suivant les fonctions propres x (x) 
de l'opérateur A: 


Dxt)= D cx (6) Vx ). 
k 


Portons dans (83.1) cette dernière formule, ainsi que (83.2). En multi- 


pliant le premier membre de l’expression obtenue par da (x) et en inté- 
grant par rapport à x, on obtient l’équation de Schrôdinger dans la repré. 
sentation d’interaction exprimée en fonction de la variable énergétique : 


iñ ou = D Wme(t) em x (1). (83.3) 
k 
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$ 
e e ,» + QI 
En écrivant cette formule il a été tenu compte de ce quee À dE (x) = 
_ . Est 


= € x (x). La quantité 


Var = Want (0) évmit = eve ( OO FD (834 


est l'élément de la matrice de l'énergie de perturbation W(x, r) dans la 


représentation d'interaction, et @mx = FA est la fréquence de Bohr 


correspondant à la transition En —> Ex. Comme on a supposé qu'à l'ins- 
tant 1 = 0 le système se trouvait dans l’état E — E;, dans cet état initial 
on a: 

œ(0O)=Il, sik=n, etcx(0)=0, si Kx£n. (83.5) 
La probabilité de ce qu'à l'instant #1) le système se trouve dans l’état 


E — Em vaut |Cm(t)|*. Aussi la probabilité de transition de l’état FE} 
à l’état En au temps r est égale à: 


Pnn() = | Cm (t) À. (83.6) 
Le problème consiste donc à déterminer les quantités cx (f) à l’aide de 
l'équation (83.3) avec les conditions initiales (83.5). 

Nous considérerons W(x, 1) comme une perturbation faible. Pour 
arriver à une solution de (83.3) on commencera par remarquer que si 
l’on néglige complètement W, les quantités cx (1) seront constantes. Aussi 
en qualité d'approximation d'ordre zéro. on peut adopter pour valeur 
de c&(r) sa valeur initiale (83.5): 


(1) = Ont. (83.7) 
En substituant ces valeurs dans le second membre de (83.3) nous obtenons 
l'équation de première approximation de «9 (+): 


dy 5 à 
ih = = > Wim (1) e' °mrt & = Wan (0) cms, (83.8) 
k 
On cn tire 
! 
ch, (0 = A Win (5) ns de + Dmn. (83.9) 
LL 


0 


En portant cette première approximation de «4? (1) dans le second membre 
de (83.3) on obtient l'équation de deuxième approximation 


de 


2) (r) . 
— = »à We (1) émet CU (0). (83.10) 


ih 


1) Cf. $ 22. 
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Or comme les c{” (r) sont des fonctions de temps (83.9) que nous con- 
paissons, l'intégration de (83.10) par rapport au temps nous permet de 
déterminer «? (r) en deuxième approximation. On peut mener cette même 
procédure plus loin pour arriver à des valeurs de plus en plus précises 
de cm(r). On notera cependant que l'on devra calculer soit un grand 
nombre d’approximation successive, soit se limiter à des intervalles de 
temps 1 courts. Mais si W (x, t) est petit, la première ou la deuxième appro- 
ximation sont amplement suffisantes. 

Dans ce qui suit nous considérerons divers cas particuliers de per- 
turbations et de systèmes. 


$ 84. Probabilités des transitions déterminées 
par des perturbations variables dans le temps 


Calculons maintenant la probabilité de transition d’un niveau quan- 
tique Æ, à un autre. niveau Æ,, sous l'action d'une perturbation W (x, t) 
variant dans le temps. Supposons que la perturbation est nulle pour 
1 < 0 et pour r > T. Sion suppose que W,,, (1) est tellement faible que 
la première approximation reste valable pour r—T, nous pouvons 
calculer à l’aide de (83.9) l'amplitude «{?(r) pour 1 > T: 


T +o 
cn — ch { Monte) Cm de — + ( Wan(e) ns d=, man. (84.1) 
ik il 
(0 — © 


(Notons que pour t > T, c ne dépend plus du temps puisque l'énergie 
est une intégrale du mouvement.) 

L'expression de « (r) que nous venons d'obtenir se laisse interpréter 
comme suit. La perturbation W (x, 1) peut être développée en une inté- 


grale de Fourier: 
+ wo 


W(x 1) = ( W(x. w}e7itl des. (84.2) 
En appliquant le théorème de Fourier 
+ 

W (x ©) = _ ( W(X, 1) cit dt. (84.3) 


—o 


L'élément de matrice de perturbation (83.4) peut s'écrire compte tenu 
de (84.2) sous la forme suivante 


Wnn(t) = { LACOW 1) Yn (x) dx = 
+o +2 +w - 
e \ e-ist de \ LEQIW(x, ©) Yn (x) dx = { it Win (o) de, (84.4) 
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où Win (w) est l'élément de matrice de la composante de Fourier de 
fréquence w. Appliquant à (84.4) le théorème de Fourier nous obtenons 


+ 


Wmn (©) = | Wan () éivt dt. (84.5) 


e7T 


En identifiant (84.5) avec (84.1) on voit que 


= . Wan (Om). (84.6) 


Notre approximation est légitime si ch? est petit (c'est une condition 


indispensable puisque cl? (0) = 0). D'après (83.6) et (84.6) la probabilité 
de transition de l’état E, à l’état En est égale à 


Pmn = SE | Wmn (@ma) F. (84.7) 


Cette formule exprime un résultat important. Nous voyons que Pmn # 0 
lorsque Win (ümn) # 0, ce qui signifie que la transition du niveau Eh 
au niveau E,, n’est possible que dans le cas où le spectre de la perturbation 

2 Em Te En 
comporte la fréquence wmn — EE 
présente un caractère résonant. Le système quantique se comporte comme 
s'il était constitué par un ensemble d’oscillateurs dont les fréquences propres 
étaient égales à la fréquence de Bohr wmn. Sous l’action d’une excitation 
extérieure variable ne sont excités que les oscillateurs dont les fréquences 
coïncident avec celles que l’on trouve dans le spectre des fréquences de 
la perturbation appliquée. Dans ce qui suit nous donnerons des exemples 
d'applications de la formule (84.7) à des problèmes d’optique importants. 

La formule (84.7) a été établie pour le cas de transitions dans un spectre 
énergétique discret. Pour le cas d’un spectre d’énergie continu elle doit 
être modifiée en conséquence. Examinons quelles modifications il faut 
apporter à cette formule pour passer d'un spectre discret à un spectre 
continu, en admettant que le système présente ces deux types de spectres 
(c'est le cas des spectres d'énergie des atomes). 

Les états d’un spectre continu sont caractérisés par des paramètres 
qui varient de façon continue. Désignons-les par «, 8, (ce pourrait être 
les trois composantes de l’impulsion de la particule p,, py, pz). Pour faci- 
liter les écritures nous n’utiliserons de façon explicite qu’un seul de ces 
paramètres que nous désignerons par «. L'énergie sera fonction de ces 
paramètres Æ — E(a). La fonction d’onde correspondante sera 4, (x). 
Dans ces conditions nous verrons apparaître dans (83.2) en plus de la somme 
étendue à tous les états du spectre discret une intégrale étendue à tous 


les états du spectre continu (intégration par rapport à «): 
x # ES, 


—i—- 


LG = Sat) h@e À +\a tete À de (848) 
k .! 


. Cela signifie que la transition 
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En admettant que les fonctions 4, (x) sont normées à 8 (x—«’) et en 
reprenant les calculs qui mènent de (83.1) à (83.8) nous obtenons 


t ÇE(S)—En, 
cn = _ Â Hier © (84.9) 
an 
0 
si l’état initial du système était £, et que 
Wan (0) = \ Le COW (x, 1) Dax) dx. (84.10) 


La marche des calculs ultérieurs dépend des hypothèses concernant la 
forme de la variation en fonction du temps de W(x, r). Nous admettrons 
que cette dépendance est monochromatique (dans le cas de transitions 
entre des niveaux d’un spectre discret on doit obligatoirement tenir compte 
de la non-monochromaticité des perturbations réelles, tandis que dans 
le cas de spectres continus ce n'est pas obligatoire, car on peut considérer 
les perturbations réelles comme monochromatiques). Nous poserons donc 


Wx, 1) = W(x) cit L WP (x) eric, (84.11) 

On a alors 
Wan (t) = Wan et + Wieriot, (84.12) 

où Win et Wôn sont les éléments de matrice des composantes de Fourier 
de W{x, ?). En portant (84.12) dans (84.9) et en intégrant l'expression 
obtenue par rapport au temps, on obtient 

LE -En + hot EG -En-holt 

Dale D Es 
de e (EG) — En + ho] . LE (@) — En — ho] 


Comme «w > 0, E(x) > 0, En < 0, le premier terme du second membre 
est petit; le deuxième terme est par contre grand pour E (x) = En + fo. 
Nous ne garderons donc que le deuxième terme et la probabilité de transi- 
tion du niveau E, dans un intervalle délimité par « et &« + dœ est alors 
égale à 
À 1 Fa- En ho) 2 
1Wanl° e — 1 
Cr 


La probabilité de transition de Ex dans l'intervalle x, x + dx par se- 
conde vaut 


| Ca P do = 


da. (84.13) 
LE (a) — Es — ho] 


| 


sin (E(a) TE É Cd ho] { 


— dx. (84.14) 
E (2) — En — ho 


Di 2 
Pan da = PE de = ol Wan F 
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Pour les grandes valeurs de t le dernier facteur ne diffère d’une fonction 


à que par le facteur x. On peut donc écrire la probabilité Panda sous la 
forme suivante 


Pa (x) da = 22 | Wanl? 3 LE (x) — En — fc] de. (84.15) 


Dans le cas où l’état d'un spectre continu est caractérisé par plusieurs 
paramètres «, B, y, on trouvera, en reprenant les calculs ci-dessus, la pro- 
babilité de transition par seconde de l’état FE, dans une région «. æ + da; 


B, B+ dB; y, y + dy: 
Pa, B, 7) dax d8 dj — 


= LE 1 Wagr,n FILE (8, 1) — En— hu] da dB dy. (84.16) 


Il est tout aussi facile de calculer la probabilité de transition dans un 
spectre continu. Comme point de départ on prend l’état Les, [ce qui 
correspond à cagy(0) = à (x — &y) à (B — Bo) 9 (y — Y9)] et en procédant 
comme ci-dessus on obtient la probabilité de transition par seconde de 
l'état %, Bo Yo dans un intervalle d'énergie &. x + du; £, 8 + dB: +." + dy: 


Pasar(e, B, Y) da dB dy = 
= T1 Waën, ago F3 LE, 8, 1) — Eau Bor 10) — fo] de dB dy. (84.17) 


Ces formules reflètent également le caractère résonnant des transitions, 
étant donné que les probabilités ne sont différentes de zéro que pour les 
transitions satisfaisant à la condition 


ho = E(a, B, 7) — En = hospy, n (84.18) 
ou encore 


ho = E(a, 8, 7) — Eco» Bos Yo) — apr, aêsre » (84.18") 


ce qui signifie que la fréquence de l’action appliquée est égale à la fréquence 
de Bohr de la transition envisagée. 

Au point de résonance les probabilités calculées deviennent infinies. 
Cependant elles sont nulles à proximité de ce point 1). De ce fait la pro- 
babilité de transition dans un intervalle d'énergie aussi étroit soit-il reste 
finie à condition que cet intervalle renferme le point de résonance. Pour 
s'en rendre compte il suffit de remplacer les paramètres «, B, ÿ servant 
à l’indexage des états d’un spectre continu par n’importe quels autres 
paramètres, au nombre desquels figure l'énergie. Soient E, a, b ces nou- 
veaux paramètres. Comme ils sont fonctions de «, B, y, on a: 


dx d8 dy = p(E, a, b) dE da db. (84.19) 


1) Ce n'est pas tout à fait exact, puisque d’après (84.14) nous avons affaire non 
à la fonction 5, mais à une approximation à cette fonction. Cf. $ 112. 
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e (E, a, b) est appelé densité d'états par intervalle d'énergie 
pour les intervalles a et b. 

Si nous portons cette expression de dx d8 dy dans les formules de pro- 
babilité (84.16) ou (84.17) et si nous intégrons l'expression obtenue par 
rapport à E, nous obtiendrons soit une valeur nulle dans le cas où l’inter- 
valle d'intégration ne renferme pas le point de résonance, soit une valeur 
finie si le point de résonance est inclus dans l’intervalle d'intégration. 
Nous obtenons à partir de (84.16) et (84.17) les résultats suivants: 


PAtE, a, b) da db = #1 Wesn2e(E, a,b)da db, (84.20) 


Pasr(E, a, b) da db = = Web, apr, (2 OCE, a, b) da db. (84.21) 
{à 


On remarquera que par E on entend la valeur de l'énergie qui découle 
des conditions de résonance (84.18) ou (84.18'). 

Dans le cas particulier où les paramètres «, 8, ÿ représentent les trois 
composantes de l’impulsion de la particule pz, Py, Pz, il est commode de 
calculer l’impulsion de l'état final en utilisant un système de coordonnées 
sphériques p, 6, ©. On a alors 


dpz dpy dpz = p° dp dQ,  dQ — sin 6 d6 d9. (84.22) 
L'énergie de la particule est E— 2°, ainsi p° dp = p° _ dE = up dE. 


En substituant cette valeur dans (84.22) et en identifiant le résultat obtenu 
avec (84.19), on a 


e(E, 8, p) = p(E) sin6, p(E) = up = -e u)#? EU, (84.23) 
En portant ce dernier résultat dans (84.20) et (84.21) on obtient 
Pn(E, 9, 9) 40 = T1 Woo, (° P(E) dQ, (84.24) 


Pas (E, 8, 9) dQ = | Wim aa e(E)dO. (8425) 


Ces formules donnent la probabilité de transition par seconde de l’état n 
OÙ «y Bo Yo dans un état d'énergie E; l'impulsion de la particule se situe 
alors dans l'angle solide dQ. 


$ 85. Transitions déterminées par 
des perturbations indépendantes du temps 


Si la perturbation appliquée ne dépend pas du temps nous pouvons 
considérer des solutions stationnaires de l'équation de Schrôdinger 


.En 
it : ° < £ : 
U(x)je À ; le problème se trouve ramené alors à la résolution de 


l'équation ; 
A9 @) + WG) 409 = Eÿ(9. 
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Or nous connaissons déjà les méthodes de calcul approché de cette équa- 
tion. On peut cependant traiter ce problème du point de vue de la théorie 
des transitions quantiques. Les deux procédés conduisent aux mêmes 
résultats 1). 

Pour calculer la probabilité d’une transition provoquée par une per- 
turbation indépendante du temps, il suffit de poser « — 0 dans les for- 
mules (84.16) et (84.17). Les conditions (84.18) et (84.18”) s’écrivent alors 


E (æ, 8, Ÿ) Ts En ou E (a, B, po) as E (@o Bo Yo) (85.1) 
ce qui signifie que les seules transitions réalisables sont celles qui n'en- 
traînent pas de variation d'énergie. C’est une conséquence de la théorie 
générale puisque dans le cas considéré l'énergie se présente comme une 
intégrale de mouvement. Par conséquent, les transitions déterminées par 
une perturbation indépendante du temps doivent être telles qu’elles s'ac- 
compagnent soit d’une nouvelle répartition de l'énergie entre les diffé- 
rentes parties du système concerné, soit qu’elles donnent lieu à la variation 
d’autres grandeurs mécaniques (par exemple, la direction de l’impulsion 
de la particule). 

Conformément à ces considérations la probabilité par unité de temps 
d’une transition dans un spectre continu de l’état E(«y, Bo Yo) à l’état 
Es, a, a + da, b, b + db s'obtient directement à partir de (84.21) 


Pas, r. (Eo a, b) da db = 27 [Wa atgir, [26 (Eos a,1b) da:db, (85.2) 


et si «, B, y représentent des impulsions, on aura 


Pa 39,59 Ew 0, 9) dQ = 2. Was. 7.5. p(E)dQ. (85.3) 


La forme de ces formules est la même que celles de (84.21) et (84.25) et 
elles n’en diffèrent que par la condition de résonance (85.1) exprimant la 
soi de conservation de l'énergie. 

Remarquons que dans les cas où la perturbation est indépendante du 
temps, il n’y a aucune raison de ne considérer que les transitions entre 
des états discrets, puisque la condition de l'égalité des énergies des états 
initial et final n’est remplie que dans des cas exceptionnels. 


1) Cf. $ 112, où l’on applique la méthode des transitions à l'étude des collisions, 
et le 8 78, où ce même problème est résolu par la méthode des états stationnaires. 


CHAPITRE XV 


RAYONNEMENT, ABSORPTION ET DIFFUSION 
DE LA LUMIÈRE PAR LES SYSTÈMES ATOMIQUES 


$ 86. Quelques remarques préliminaires 


L'ensemble des questions relatives à l’interaction de la lumière et de 
microparticules sont du cadre de la mécanique quantique. Ces questions 
ne sauraient être adéquatement traitées sans faire intervenir des principes 
supplémentaires concernant la génération et la disposition du champ 
électromagnétique. On peut cependant avancer fort avant dans l'étude 
de ce problème par la mise en œuvre de la théorie semi-phénoménolo- 
gique de rayonnement d’Einstein, qui est essentiellement basée sur les 
lois de conservation de l’énergie et de l'impulsion lors de l'interaction des 
systèmes quantiques ct des champs électromagnétiques des rayonnements. 

Effectivement le comportement de systèmes quantiques dans un champ 
électromagnétique donné s2 situe bien dans le cadre des problèmes de la 
mécanique. Aussi pouvons-nous, en mettant en œuvre la théorie des tran- 
sitions quantiques, calculer la probabilité de ce qu'un atome soumis à 
l’action d'une lumière incidente passe à un état excité ou au contraire 
passe d’un état excité à un état de plus faible énergie. Dans le premier 
cas l’énergie de l'atome sc trouvera accrue de la quantité E — En, En 
étant l'énergie de l’état initial et En celle de l’état excité, et dans le second 
cas l’énergie de l’atome sera diminuée d’autant. Considérons d’abord le 
premier processus. 

Si nous admettons que l'énergie supplémentaire acquise par l’atome 
Em — Eh provient du champ électromagnétique, nous identifions la pro- 
babilité de transition de l'atome de l’état E, à l’état E,, avec la probabilité 
d’absorption par l’atome d’une quantité d’énergie lumineuse égale à 
Em — En, donc de la quantité qui figure dans la théorie d’Einstein (pro- 
babilité d'absorption d'un quantum de lumière). Pour qu’une telle identi- 
fication soit possible (ne soit pas en contradiction avec la mécanique 
quantique), il est nécessaire que la transition de l’atome de l'état Ey à 
l’état Eh ne devienne possible que lorsque la différence d'énergie En — En 
est égale à l'énergie d'un quantum de la lumière incidente fo; ceci revient 
à exiger que soit remplie la condition de Bohr: 


ho = En — En (86.1) 


Or nous savons que d’après la théorie des transitions quantiques c'est 
ce qui se produit effectivement puisque la transition £1 + Ex n’est possible 
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que si le spectre de l’action appliquée comporte la fréquence w =: ee _ 
(] 

— mn. Dans le cas à l'étude cela revient à dire que l’on doit trouver 

cette fréquence dans le spectre de la lumière incidente, ou encore qu'il 


doit y avoir des quanta de lumière d’une énergie égale à 
e = ho = En = En. (86.2) 


Nous savons en outre que la transition Ex — E» est entièrement déter- 
minée par la composante de la perturbation qui dépend du temps selon 
une loi harmonique avec une fréquence mn. Si nous imaginons que la 
lumière incidente est décomposée en un ensemble d’ondes monochro- 
matiques, la transition Eh -> Em est entièrement assurée par l’onde de 
fréquence mn et d'énergie des quanta € = fon. 

Si on applique la loi de conservation de l'énergie à la transition de 
l'atome de son état excité £,, à un état inférieur E;, déterminée sous l’action 
de la lumière cette transition doit être traitée comme l'émission d’un quan- 
tum de lumière d'énergie € = Em — En. Nous pouvons calculer la pro- 
babilité de cette transition: elle sera égale à la probabilité de l'émission 
stimulée de la théorie d’Einstein (probabilité de rayonnement sous l’in- 
fluence d'un rayonnement incident). 

Nous ne pouvons cependant pas étudier dans le cadre de la méca- 
nique le troisième processus, celui de émission spontanée 
d’un atome, qui se produit même en l'absence de toute action exté- 
rieure, donc en l’absence d’un rayonnement incident. Si un atome se trouve 
dans un état excité en l’absence de toute action extérieure, la mécanique 
quantique affirme qu’il peut se trouver dans cet état pendant un temps 
indéfiniment long. Nous savons en effet ($ 30) que les états d’énergie bien 
déterminée sont des états stationnaires et que l'énergie est une intégrale 
de mouvement. Cependant l'expérience montre que l’atome peut passer 
spontanément à son état normal en rayonnant de la lumière. 

Cette contradiction n’est aucunement étonnante. Dès le début nous 
nous sommes assigné un problème purement mécanique, celui du mou- 
vement de l’électron dans un champ extérieur donné (par exemple, dans 
le champ électrostatique créé par le noyau atomique), sans tenir compte 
de ce qu’un électron en mouvement crée un champ électromagnétique 
qui réagit sur l’électron. Autrement dit nous ignorons la réaction du champ 
créé par l'électron sur l’électron qui l’a produit. 

Nous retrouvons une situation semblable en mécanique classique. 
Lorsque nous considérons le mouvement d’une particule chargée, déter- 
miné par exemple par une force quasi élastique, nous arrivons à la con- 
clusion qu’une particule qui était initialement douée d’une énergie E 
conservera cette même valeur de l'énergie. Mais si nous tenons compte 
de ce qu’une particule chargée en mouvement crée un champ électro- 
magnétique qui agit sur elle-même, nous arrivons à la conclusion que cette 
particule doit perdre de l’énergie sous forme d’un rayonnement de lumière. 
On sait que la théorie classique aboutit à la formule suivante pour l'énergie 
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dE : ses 5 
ee rayonnée par unité de temps par une particule en mouvement har- 


monique de fréquence &«, et ayant un moment électrique D: !): 


dE __ 2% e 

dr 3e Da, (86.3) 
(Da)° représente la valeur moyenne dans le temps de (D:)°. La réaction 
sur la particule du rayonnement produit freine la particule qui s'arrête 
finalement. 

Le problème du rayonnement où l'on doit tenir compte de la réaction 
sort du cadre de la mécanique quantique; il est du ressort de l'électro- 
dynamique quantique. Dans notre cours nous n'avons pas l'intention 
de traiter des problèmes de l’électrodynamique quantique, qui sont d’ail- 
leurs loin d’être entièrement élucidés =). Nous pouvons tourner cette 
question en postulant conformément à la théorie d’Einstein que le rayon- 
nement spontané peut avoir lieu. 

Si nous pouvons calculer par les procédés de la mécanique quantique 
la probabilité de l'absorption de la lumière, nous pourrons alors, en utili- 
sant la relation universelle (5.11) de la théorie d’Einstein entre les proba- 
bilités d'absorption et d'émission calculer cette dernière quantité. 


$ 87. Absorption et émission de la lumière 


Conformément à ce que nous venons de dire, pour traiter le problème 
de l’absorption ou de l'émission de la lumière, nous devons calculer la 
probabilité de transition de l'atome d’un niveau quantique à un autre 
sous l’action d’une lumière incidente. Nous devons déterminer tout d’abord 
l'interaction de l'électron optique de l’atome avec l'onde lumineuse. 

Supposons que nous ayons affaire avec de la lumière polarisée, dont 
le vecteur champ électrique est 8(x, #). En plus du champ électrique il 
y a le champ magnétique # (x, t) de l'onde; devant l'effet qu'exerce sur 
l'électron le champ électrique on peut négliger celui du champ magné- 
tique $). Selon que le champ électrique 8 (x, r) varie ou ne varie pas d’une 
façon notable le long de l'étendue de l’atome, l’action qu’il exerce est 
essentiellement différente. Il est facile d'établir un critère pour dépar- 


1) Voir par exemple I. Tamm, Fundamentals of the Theory of Electricity, 
Mir Publishers, Moscow, 1979 (traduit du russe). 

?) La théorie quantique de rayonnement permet de justifier la théorie d’Einstein. 
Voir à ce sujet les ouvrages: P. A. M. Dirac, Principes de mécanique quantique 
et W. Heitler, The quantum theory of radiation, Oxford, 1954. 

3) La force qu'exerce le champ magnétique sur l'électron est la force de Lorentz 


F = © [vX}, où v est la vitesse de l'électron et c la vitesse de la lumière. La force 
€ 


qu’exerce le champ électrique vaut e$. Dans une onde lumineuse # et X sont égaux, 
aussi l'effet qu'exerce le champ magnétique est v/c fois plus faible que celui du champ 
électrique. La vitesse de l’électron dans l’atome étant 100 fois plus petite que c, l’action 
du champ magnétique est donc 100 fois plus faible. 
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tager ces deux cas. Supposons que la lumière incidente soit monochro- 
matique (ou presque monochromatique) de longueur d'onde À. On a alors 


27x | (87.1) 


&(x. 1) — 8, cos [oot — 


(ici w, = 2 +c/à). Notre intérêt porte évidemment non sur la répartition 
du champ dans tout l’espace, mais seulement dans la région occupée par 
l'atome. Soit a la dimension de l’atome!). Plaçons l'origine des coor- 
données au centre de l’atome. Dans les limites de l'étendue occupée par 
l'atome la phase de l'onde 2 xx/>. peut varier d'une quantité approxima- 
tivement égale à +2 za/À; si les dimensions de l’atome sont beaucoup 
plus petites que la longueur d’onde de la lumière incidente, on peut négliger 
la variation de phase qui s’y produit; à tout instant on peut poser que le 
champ à l’intérieur de l’atome est 


8 (x, 1) = 8, cos (mot), (87.1') 


donc identique en tous les points de la région occupée par l'atome. La 
condition de la petitesse de l’atome devant la longueur d’onde de la lumière 
incidente se trouve largement remplie (pour ? > 1078 cm, puisque a = 
& 1078 cm). La lumière ultraviolette et la lumière visible ont des longueurs 
d'onde des miliers de fois plus grandes que 10”8 cm, de sorte que la condi- 
tion À > a est pleinement satisfaite. Il en va tout autrement pour les rayons 
X, puisque dans cette région du spectre la longueur d’onde n’est pas tou- 
jours plus grande que les dimensions de l’atome*). Le problème concer- 
nant l’action exercée par les rayons X est dans ce cas plus compliqué. 
Nous examinerons d’abord le premier cas, celui où la longueur d’onde 
est beaucoup plus grande que les dimensions de Jl’atome. Nous rejetons 
l'hypothèse selon laquelle la lumière incidente est monochromatique, 
mais en supposant toutefois que toutes les longueurs d'onde figurant 
dans le spectre sont grandes devant les dimensions de l'atome. Dans ces 
conditions à l’intérieur de l'atome règne le champ électrique de l’onde 
lumineuse, ayant la même intensité en tout point de la région occupée 
par l’atome, mais qui varie dans le temps; désignons ce champ par 


8— 8 (tr). (87.2) 


Avec les hypothèses que nous avons faites il est facile de déterminer la 
forme de l'interaction de l'électron avec le champ électrique de l'onde 
lumineuse (87.2) et ce sans avoir recours au hamiltonien général décri- 
vant le comportement de l’électron dans un champ électromagnétique 


1) a est le rayon de la région de l'espace où les fonctions d'onde sont sensible- 
ment différentes de zéro. 

*) Bien souvent on étudie l’action des rayons X sur les électrons des couches 
internes (couche K). Pour les éléments de grand numéro atomique les dimensions 
de la couche X sont notablement plus petites que celle de la couche électronique 
externe. Ce fait permet d'étendre la gamme de longueurs d'onde pour lesquelles on 
peut négliger la variation de la phase du champ. 
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appliqué. Le champ (87.2) se laisse calculer à partir du potentiel scalaire 
pr, t)= — Br = —(8,x + 8,y + 8.z);: la fonction de force d’un 
électron situé au point r et soumis à ce champ sera donc 


W(r,t) = —ep = +e(£r) — — £D, (87.3) 


où D = —er est le moment électrique de l’électron, si r représente le rayon 
vecteur reliant le noyau à l’électron 1). En introduisant le vecteur unité 1, 
parallèle à la direction du champ $8(t)— 1: 8(t) nous pouvons écrire 
(87.3) sous la forme 


W(r,1) = —8 (1): (D). (87.4) 


En désignant par H° l'opérateur de l'énergie totale de l’électron, l'équation 
de Schrôdinger pour la fonction d’onde 4 (r, r) sera 


in À — Hoy + WG, %. (87.5) 
ot 


Nous pouvons considérer la quantité W(r, ft) comme une perturbation, 
ce qui est admissible pour toutes les intensités lumineuses pratiquement 
réalisables *). 

Nous nous proposons de calculer maintenant la probabilité de ce que 
sous l’action du champ lumineux l’atome effectue une transition du niveau 
quantique Eh (Ÿ = :A) au niveau quantique Em (Ÿ — Ÿ»). Afin de mettre 
en œuvre la théorie des transitions quantiques exposée au $ 84, nous sup- 
poserons que le fiux lumineux a commencé à agir à l’instant r — 0 et que 
son action a cessé à l'instant r = T. Si T est beaucoup plus grand que 
la période des oscillations de l’onde lumineuse, le branchement et le dé- 
branchement de la lumière n’influent pas sur sa composition spectrale. 

D’après (84.7) la probabilité de transition Pmn de l’état E; à l’état 
En à un instant 1 égal ou supérieur à T s'exprime par 


4 
Pmn = TE | Wmn(@mn) F, (87.6) 
où Win (@mn) est le coefficient de Fourier de la fréquence w,,, de l’élé- 
ment de matrice de l’éncrgie de perturbation W (r, rt). Selon (87.4) nous 
avons 


Win () = \ Yu W(r, 1) Yn do = 
= — 8(r)- \ Ÿn (D) La do = — 8 (1) Mann), (87.7) 


1) Le sens du moment électrique est celui qui va de la charge négative vers la 
charge positive, tandis que le vecteur r est orienté en sens inverse — du noyau de 
charge positive vers la charge négative de l'électron. 

2) L'intensité du champ de la lumière solaire vaut — 0,1 unité CGS, tandis que 


le champ atomique $ vaut < æ 107 unités CGS. 
a 
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où Dyn est l'élément de matrice du vecteur moment électrique dont les 
composantes sont 


Din = —e| Un XÜn do, 
Dhn = —e\ Dm J'Ün do, (87.8) 
D'un = —e\ Un z'Ün dv. 


Il s'ensuit de (87.7) que la composante de Fourier de W, (t) est égale à 
la composante de Fourier de & (1) multipliée par—(D:) Dr ne dépend 
pas du temps). Nous obtenons ainsi 
Winn (OGmn) == — 8 (omn) (Dr), (87.9) 
on a désigné par $ (mn) la composante de Fourier de 8(r) correspondant 
à la fréquence 6,2. c'est-à-dire 
me T 
8 (mn) = (50 eomnt dt = (50 €-%mnt dt. (87.10) 
25 27 
—o 0 
Il en résulte que conformément à (87.6) la probabilité de transition Ey —> Es 
est égale à 
4 ri L : 
Pmn = 0 8 (omn) + | Dmn À. (87.11) 


Le carré de la composante de Fourier du champ électrique | 8 (c:»2) |° 
peut s'exprimer par la quantité d'énergie qui s’est écoulée durant : temps 


T. En effet la densité d'énergie électromagnétique est égale à 2 (le 


dénominateur est égal à 4 + et non à 8 r parce qu'il ÿ a en outre une ere 
De F ue RE : Le . cs3(r) 
magnétique égale à l'énergie électrique). Le flux d’énergie vaut —— = 


(c est la vitesse de la lumière). De là on trouve que l'énergie totale passant 
à travers une aire de 1 cm° est égale à 


+ 
E—-< (& = 
pe \ (t) dt 


—æ 


+o +o +æ 
= + dt ( 8 (co) et it de ) &* (o'y%"t do". (87.12) 
de —x —w 
En intégrant d’abord par rapport à t et en remarquant que 
+o 


\ eio—e") dt = 2 #5 (eo — w'), 


—o 
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on obtient 
+ 
E= 22 (| 8 (0) 8 (0°) 5 (0 — ') du du’ = 
Le +o 
= = t 
= < (160) F do A | 8 (w) ° do 


(étant donné que 8 (w) = 8* (—w), puisque $ (f) est une quantité réelle). 
Si on désigne par E (w) l'énergie rayonnée rapportée à un intervalle de 
fréquence dw, on aura 


œo 
E= \ E («) du. 
0 
En identifiant avec l’équation précédente nous avons 
E(o) = c|8(w) f?. (87.13) 
Nous obtenons ainsi 
Pre Das Es. (87.14) 
L'ul c 


La quantité d'énergie E (w) écoulée est égale à la densité d'énergie rayon- 
nante p (w) par intervalle unité de fréquence multipliée par la vitesse de 
la lumière et la durée d'irradiation T°: 


E(6)= p (oXcT. (87.15) 


A partir de (87.14) et (87.15) nous pouvons déterminer la probabilité 
Pmn de transition de l’état E, à l’état Ex par unité de temps. Il suffit pour 
cela de diviser Pmn par la durée d'irradiation T°: 


Pas. 


T 


A l’aide de (87.15) nous trouvons que la probabilité de transition par unité 
de temps est égale à 


Pmn = 


47° & 
Pmu — Te [Da |* (mn). (87.16) 


En désignant par Omn l’angle formé par le vecteur moment électrique 
Dn ct la direction 1 de polarisation du champ lumineux, on arrive à la 
formule définitive de Pmn: 


47 Las ; 
Pmn — rs |Dyun Ê cos On e (Gmn). (87.16°) 
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Cette formule montre que pouf calculer la probabilité de transition 
il suffit de connaître la matrice du moment électrique Dmn, qui dépend 
entièrement des propriétés du système atomique considéré. Nous revien- 
drons encore sur ce résultat de la plus haute importance, mais maintenant 
nous allons établir une corrélation entre la probabilité pr que nous 
venons de calculer et les coefficients d’Einstein dont il a été question 
au $ 5. 


$ 88. Coefficients d’émission 
et d’absorption de la lumière 


Selon la théorie d’Einstein la probabilité d'absorption par unité de 
temps d'un quantum de lumière ho — Em — En, de polarisation x et 
se propageant dans un angle solide dQ (cf. (5.2)) est égale à: 


dWa = b", fa (o. Q) dQ. (88.1) 


Nous avons déjà calculé la probabilité p,, en admettant que nous avions 
affaire à une onde plane se propageant dans une direction bien déter- 
minée; par conséquent dans notre formule pour la probabilité ne figure 
que la répartition spectrale, et non la répartition angulaire. La corré- 
lation générale entre 5, (w) et pa(e, Q@) est la suivante 


Pa (e) = \ £a (oo, Q) dQ. (88.2) 


Or comme s,(w) est toujours fini et que £,(«w, (2) dans notre cas n'est 
différent de zéro que pour une seule direction bien déterminée, la densité 
Pa (w, @) doit se comporter par rapport à l'angle solide (2 comme une 
fonction à: L 


Pa (©, Q) = pa (w) à (Q). (88.3) 


Intégrons (88.3) par rapport à dQ et combinant le résultat avec (88.1) 
nous obtenons la probabilité d'absorption par unité de temps pour une 
onde lumineuse se propageant dans une direction donnée (sans diver- 
gence -des rayons lumineux): 


Wa = by Pa (©). (88.4) 


Conformément à la loi de conservation de l'énergie la probabilité d'ab- 
sorption d’un quantum de lumière fiw;n doit être égale à la probabilité 
de transition de l’atome de l'état Ex à l'état Em, c'est-à-dire W2= pnn. 
Identifiant terme à terme (87.16’) et (88.4) on arrive au résultat que le 
coefficient d’Einstein b%, Pour l'absorption est égal à : 

47 


Bu == = | Dn |? COS On. (88.5) 


= 
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Nous devons maintenant voir quel cst le rôle de la polarisation de la 
lumière. Nous avons établi la formule (87.16’) pour les probabilités de 
transition Pmn en supposant que la lumière est polarisée le long de la 
direction 1, qui forme avec la direction du moment électrique Dhà l'angle 
Omn. Parmi les indices caractérisant les coefficients d'Einstein b, l'in- 
dice « (x = 1, 2) indique que l'onde est 
polarisée suivant l’une des deux direc- 
tions I, ou L,, qui ont été choisies comme 
des quantités indépendantes. Sans aucune 
limitation nous pouvons adopter la 
première direction 1, (x — 1) comme la 
direction qui est perpendiculaire au rayon 
lumineux et qui se trouve dans un plan 
défini par ce rayon et le vecteur Dyr», et 
la seconde direction 1, (x — 2), la direc- 
tion qui est perpendiculaire à ce plan 
(fig. 70). 
En posant I = L, on trouve 


Onn = 2 — dns 

Fig. saphir pos Lu tions Où On est l'angle formé par le vecteur 
ss polarisation D: et la direction de pro- 

pagation du rayonnement incident. On tire alors de (88.5) 


bn = _— Dyn f sin° On (88.5) 
En posant 1 — I. on a On = . » ce qui entraîne 
pm, = 0. (88.5”) 


En utilisant la formule (5.11) donnant le rapport du coefficient d'émis- 
sion spontanée a”, au coefficient d'émission induite b°,— b®, (cf. (5.7)), 
nous pouvons déterminer la probabilité dW, de l'émission spontanée d’un 


quantum de lumière fw = E, = — Eh de polarisation « et se propageant 
à l’ntérieur de l'angle solide . 
dWi = be — bm dQ, (886) 
avec «© = En — mn. D'après (88.6) et (88.5) nous avons pour 
une lumière polarisée suivant I, 
dW | Don (° sin° 0, dQ (88.7) 


a 7 Zréi 
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et pour une lumière polarisée suivant 1, 
aw,, = 0. (88.7') 


Pour déterminer la probabilité globale d’une émission spontanée accom- 
pagnant la transition de l'état E, à l’état Eh, nous devons intégrer dW 
par rapport à toutes les directions de propagation possibles. Après inté- 
gration on obtient 

; 4 oÿ, : 
WW, = Ve | Dinn |? (88.8) 


Dans le cas où les niveaux E,, et E, sont dégénérés, une seule et même 
fréquence de rayonnement peut correspondre à différentes voies de transi- 
tion de En à Eh. En prenant la somme de (88.8) pour toutes les transitions 
possibles nous obtenons la probabilité globale de rayonnement par unité 
de temps sur une fréquence mn. Nous la désignerons par 


an = 4 DE (88.9) 
" 3h<@ FEAR ° 
La quantité 4%, est souvent appelée coefficient d'Einstein pour 
une émission spontanée de fréquence mn. À côté de An on introduit un coefficient 
d'absorption d'une lumière isotrope, non polarisée, de fréquence ous: 


buse 
BY = Sxf, X\ br, dQ, (88.10) 


{nr 


où la somme est étendue aux deux directions de polarisation (x = 1, 2) et à toutes 
les transitions possibles du niveau EF, vers le niveau Es. La quantité f, indique l’ordre 
de dégénérescence du niveau E:. L'intégrale est étendue à toutes les directions de 
propagation de la lumière. On peut introduire de la même façon le coefficient B, 
caractérisant l'émission induite: 


n7=_1 * n 
er > \ bmx 40, (88.107) 


4r 


Où fn désigne l’ordre de dégénérescence du niveau En. Mettant à profit les propriétés 
de b., Dm, et a%., on démontre aisément que 


Jn En © Ja Bi An = == Br (88.11) 


La quantité 4, caractérise la durée de vie de l’état excité de l'atome. 

Si à l'instant r nous avons N atomes se trouvant à l’état excité Em, 
le nombre moyen d’atomes transitant spontanément à l’état inférieur Ex 
dans l'intervalle de temps dt est égal à: 
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d’où 


n Se 
Nn= Ne "mn '= Ne Tu, (88.12) 
avec 


mn = —: (88.13) 


11 s'ensuit de ces formules que =» est la durée de vie moyenne de l’atome 
dans l’état excité Eh. 
De (88.9) on obtient 
3h 


407, E Dm l 


Tmn —= (88.14) 

Procédons à une estimation de =, pour la lumière visible on Æ 4° 1015; 

Dan cest de l’ordre de —ea, a étant les dimensions de l'atome, de sorte 

que | Ds | & 2°10718; il vient alors =mna = 1078 s, ce qui montre que 
9: 

mn D Tnn = 7 à 10715 si). 


Onn 
Calculons l'énergie moyenne rayonnée par seconde dans l'élément 
dQ d’angle solide lors de la transition m —> n. Puisque l'énergie rayonnée 
à chaque transition est égale à fiomn — Em — En, l'énergie moyenne 


rayonnée dans l'angle dQ2 par seconde [nous la désignerons par d{ a) 


sera égale à: 


ÿ 4 
a[$) = dW liomn = 2% | Dyn [2 Sin? 0mn dQ, (88.15) 
dt 2rc 


l'énergie totale rayonnée par seconde s'obtient en intégrant par rapport 
à toutes les valeurs de l’angle solide Q 


| Dan |. (88.16) 


Nous pouvons constater qu’aussi bien la répartition angulaire de l’éner- 
gie rayonnée que l'énergie totale émise par seconde coïncident avec les 
formules correspondantes de l’oscillateur classique, ayant une fréquence 
propre &o = &mn et un moment électrique moyen 


Der) = 2| Dna |°. (88.17) 

En outre la polarisation de la lumière est la même que celle d’un oscil- 
lateur classique (la lumière émise est polarisée suivant L,, voir fig. 66). 
Dans le cas où l’atome excité se trouve placé dans un champ de rayon- 
nement cohérent par rapport à son rayonnement spontané, on doit modi- 


1) C'est précisément pour cette raison qu’il est admissible de considérer les états 
a de l'atome comme des états stationnaires (du moins en approximation). 
. $ 113. 
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fier en conséquence la formule (88:12) donnant le nombre de transitions 
vers l’état d’énergie inférieure. En effet selon la théorie d'émission quan- 
tique d’Einstein (cf. $ 5) on doit observer dans le cas envisagé une émis- 
sion induite supplémentaire. Conformément à la formule (5.3) on doit 
écrire au lieu de (88.12) 


dNn es [An + B;, ? (o)] Nan dt, (88.18) 


où p (w) est la densité du rayonnement extérieur de fréquence © = nm. 
Appliquons (88.11), on a 


dNn = — A Na el dt, (88.19) 
Po (w) 


3 
avec Po (©) = ue. Cette dernière équation montre que le nombre d’actes 
Pa AC 


de rayonnement augmente notablement lorsque p (oo) > po(w). Cet effet 
d'amplification de la lumière est mis à profit dans les lasers modernes. 


$ 89. Principe de correspondance 


Etudions le rayonnement qu’émet une particule chargée (de charge 
—e) qui se meut conformément aux lois de la mécanique classique. Pour 
simplifier l'écriture nous considérons le cas monodimensionnel. Soit 


To = = la période du mouvement. Désignons par x(r) la coordonnée 
0 
de la particule et développons-la en une série de Fourier 
+o : 
x) = DETTES (89.1) 
k=— 0 
o=wok, k=+1l, +2,..., x=X%; 


©, est la fréquence fondamentale et «x les fréquences des harmoniques. 
En posant 


x = xx ler, (89.2) 
nous pouvons écrire (89.1) sous la forme 
œ 
x (rt) = Z'21xxl cos (oxt + ox). (89.1”) 
k=1 
Le moment électrique D de la particule vaut ex(r), c.-à-d. 
+ io C 
DO= S Deer = 52] Dylcos (ot + pr), (89.3) 
k=—o k=1 


avec 


Dr = exz. 
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L'intensité du rayonnement de fréquence wz, sa répartition spatiale et 
sa POBAUOR sont déterminées par le terme 


Da = 21 Dy! cos (ox t + ox). (89.4) 


L'énergie moyenne rayonnée par ce dipôle dans l’angle solide dQ est 


égale à 


a(£ = | sk (Da) sin°6dQ, (89.5) 
et l’énergie totale du rayonnement émis est 
dE __Lf — 
—_ —— = 89.6 
& 5 (Dai), (89.6) 
avec 
Def = 41 Dr P (cos (ot + ou)F = 21 Di F. (89.7) 
Nous obtenons ainsi au lieu de ai et (89.6) 
)- | De (sin? 0 dO, (89.5’) 
4 
= = | Dr f°. (89.6) 
dt 


En comparant ces formules avec les formules (88.15) et (88.16) il s'ensuit 
que l'élément de matrice du moment électrique DhA est parfaitement 
analogue aux composantes classiques de Fourier. Nous pouvons étendre 
cette analogie, en étudiant la variation dans le temps des moments élec- 
triques D»: exprimés dans la représentation de Heisenberg. Jusqu’à pré- 
sent nous avons considéré que DyA était indépendant du temps et avons 
inclus la variation avec le temps dans les fonctions d’onde. On peut pro- 
céder inversement et admettre que les fonctions d’onde sont invariables 
dans le temps et inclure la dépendance temporaire dans les opérateurs 
(les matrices) ainsi que nous l'avons fait de façon tout à fait générale pour 
n'importe quelle grandeur mécanique ($ 42). Nous aurons alors 


Drn (1) = Dnn (0) emnt = Da mnt. (89.8) 


La représentation correspondante en mécanique classique signifie que 
les facteurs ex de (89.3) qui dépendent du temps sont inclus dans D: 


D (r) = Dr (0) ext = Dre. (89.8") 


Par conséquent, par rapport au champ qu’elle crée une particule qui se 
déplace selon les lois classiques peut être caractérisée par une suite liné- 
aire de dipôles effectuant des oscillations harmoniques (89.8”): 


Dieioit, Dei, ..., Dneiont,... (89.9) 
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dont les fréquences sont 
6 = Op Oo = 2 @pp » - 2 On = Op » « « (89.9) 


(fréquence fondamentale et harmoniques du système). 

Vis-à-vis du rayonnement qu'il émet un système quantique est, lui 
aussi, décrit par un ensemble de dipôles effectuant des oscillations har- 
moniques, mais dont le comportement est fort diversifié. On peut en effet 
représenter l’ensemble de ces oscillateurs par la matrice du moment élec- 
trique 


(Du Dj: eiout ee Dineioint. 
ID eisat D.. D. eïent. - . 
NE en a ei. (89.10) 


D PALORTU De emma .-- Dan EiSmnt. -« « 


_...... ss... se... CCC 


dont les fréquences 
Omn = ——— (89.10) 


forment elles aussi une matrice 
0 Che Gin °° 


© 0 On 
ler nel uses. le (89.10) 
Om Ome °°° Omn°°° 


._.. . | 


Les éléments diagonaux D, (1) de la matrice D (1) sont indépendants 
du temps, puisque wnn — 0 et représentent la valeur moyenne du moment 
électrique de l’atome se trouvant dans le n-ième état quantique. Les élé- 
ments non diagonaux déterminent l'émission d’un rayonnement par l’atome 
et correspondent à des oscillations à la fréquence de Bohr. 

Nous aboutissons ainsi au principe de combinaison 
de Ritz, qui s'exprime par (89.10”); selon ce principe les fréquences 


atomiques sont égales aux différences des termes Ë® > or d’après la théorie 


classique les fréquences wx devraient être des multiples d’une certaine 
fréquence fondamentale «4. 


Bien avant l'apparition de la mécanique quantique N. Bohr avait suggéré que 
les amplitudes D, des oscillateurs classiques pourraient servir à déterminer les inten- 
sités et les polarisations du rayonnement émis par les systèmes quantiques. Cette 
hypothèse a reçu le nom de principe de correspondance. Cependant 
tant que la mécanique quantique était encore inconnue, l'application de ce principe 
était pour le moins ambiguë. En effet dans la théorie de Bohr les mouvements quan- 
tiques étaient assimilés à des mouvements sur des orbites quantifiées. Les amplitudes 
classiques D, se rapportent au mouvement sur une seule orbite bien déterminée. 


390 RAYONNEMENT, ABSORPTION ET DIFFUSION DE LA LUMIÈRE (CH. xv 


Pour les calculer on développe en série de Fourier le rayon vecteur r (r) de la par 
ticule qui se meut sur la n-ième orbite. Or l'émission d'un rayonnement ne se produit 
que lors d'une transition d’un état quantique à un autre, ou en usant du language de 
l’ancienne théorie de Bohr, lorsqu'on passe d’une orbite (n) sur une autre orbite (m). 
Lequel de ces deux mouvements doit-on développer en série de Fourier, pour obtenir 
les coefficients de Fourier Dz déterminant l'émission, c'est une question à laquelle 
on ne sait que répondre. 

Cependant la mise en œuvre du principe de correspondance dans le cas de transi- 
tions entre des niveaux de grands nombres quantiques (7 > 1), s'accompagnant 
d’une petite variation du nombre quantique (|n—m| = |k|< n), était parfaite- 
ment rationnelle. Pour les grandes valeurs du nombre quantique n, les orbites quan- 
tifiées sont disposées si près les unes des autres qu'elles constituent une succession 
pratiquement continue d’orbites classiques non quantifiées. Etant donné que la varia- 
tion du nombre n lors des transitions d’une orbite à l’autre est petite, on pouvait 
utiliser le principe de correspondance sans aucune ambiguité; on admettait alors 
que l'intensité de rayonnement était déterminée par les composantes classiques de 
Fourier D:; en effet la différence entre la n-ième et la m-ième orbite étant petite, il 
importe peu lequel de ces deux mouvements sera décomposé en harmoniques pour 
calculer les amplitudes Dz£ des différentes composantes fondamentales et de leurs 
harmoniques. 

Une grosse difficulté pour la théorie de Bohr était l'impossibilité de calculer 
l'intensité du rayonnement correspondant aux petites valeurs des nombres quantiques 
ainsi qu'aux grandes variations de ces nombres. Dans cette gamme de transitions 
spécifiquement quantique le principe de correspondance s’avérait inapplicable et 
toutes les tentatives de l’étendre à de petites valeurs de n fournissaient des résultats 
ambigus, permettant dans les cas favorables de tirer des conclusions qualitatives et 
non quantitatives sur les caractéristiques du rayonnement. 


En nous basant sur la théorie d’Einstein nous sommes arrivés à la 
conclusion qu’un système quantique absorbe ou émet un rayonnement 
comme un ensemble d'oscillateurs harmoniques classiques présentant 
des composantes de Fourier du moment électrique égales à Dyn em, 
Il en résulte que pour pouvoir calculer l'absorption ou l'émission de la 
lumière par un système quantique nous devons calculer l'absorption ou 
l'émission des oscillateurs classiques des moments électriques Dyne®mnt. 
Unc fois que nous aurons calculé l'énergie qui est absorbée ou rayonnée 
par unité de temps, il suffit de la diviser par le quantum de lumière fw — 
= Em— En pour déterminer la probabilité de la transition quantique 
par unité de temps. 

Cette conclusion peut être considérée comme l'énoncé moderne du 
principe de correspondance entre la théorie quantique ct la théorie clas- 
sique de rayonnement. 


$ 90. Règles de sélection 
pour le rayonnement d’un dipôle 


Il peut arriver qu'un certain nombre de moments électriques Dh 
soient nuls. Dans ce cas, sous l’action d’une lumière incidente. la transition 
mn ne se produira pas et la fréquence correspondante mn ne sera 
ni absorbée ni rayonnée, bien que les niveaux E;, et En existent bien. On 
dira que dans ce cas se manifeste la règle de sélection, c'est-à- 
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dire une règle qui permet de prédéterminer quelles transitions auront 
effectivement lieu parmi toutes celles que l’on pourrait concevoir (En = E;). 
On doit se rappeler qu’une transition est absolument irréalisable lorsque 
la perturbation qui la détermine est telle que ses éléments de matrice sont 
proportionnels à Dyr1. Ainsi, par exemple, une transition mn irréa- 
lisable sous l’action de la lumière peut fort bien se produire par collision 
avec un électron. 

Nous commencerons par préciser les propriétés des matrices D: 
pour quelques cas parmi les plus importants, et nous introduirons alors 
les règles de sélection pour l'absorption et l'émission de la lumière. 


A. RÈGLE DE SÉLECTION POUR UN OSCILLATEUR 


Considérons un oscillateur de masse u, de fréquence propre &, ct 
de charge e. Les niveaux quantiques E, de cet oscillateur sont défiins 
par la formule 


En = ho (r +—): n—0, 1,2,3.... (00.1) 


Les éléments de matrice du moment électrique sont égales à 
Dmn = €Xmn mnt = eXmn eise(m—nlt, (90.2) 


Xmn étant les éléments de matrice de la coordonnée. Nous avons calculé 
au $ 48 la matrice de la coordonnée et nous y avons montré que ses élé- 
ments ne sont différents de zéro que pour »m — n + 1. On en déduit une 
première règle de sélection 


Dynn # 0 seulement pour m—n+l, (90.3) 


les fréquences correspondantes sont égale$à on = ©9 (m —n) = +, 
donc à la fréquence fondamentale de l'oscillateur. 
En utilisant (48.9) et en posant D, = ex, = e h nous pouvons 
: : - ; .1 Ho 
écrire la matrice D (r) dans la représentation de Heisenberg sous la forme 
suivante 


0 DéeiwtV1/2 0 di | 
it 112 tu, t 37 ve : 
D() = Die ist 1/2 0 : D," }2/2 0 .: 
0 Diet 2/2 0 Dei! |/3/2 


(90.4) 


Nous voyons que l'oscillateur ne peut émettre ou absorber que sa propre 
fréquence fondamentale w, (comme en mécanique classique). 

La règle de sélection que nous venons d'établir n’est pas valable dans 
tous les cas. Nous devons nous rappeler que nos calculs concernant l'in- 
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teraction d’un système avec la lumière sont basés sur l'hypothèse que 
la longueur d'onde } est beaucoup plus grande que la dimension a du 
système. Ce n'est qu'à cette condition que l'interaction avec la lumière 
se laisse décrire par la matrice du moment électrique. Or les dimensions 
de l'oscillateur ee fonction de l'amplitude de ses oscillations et sont 


de l’ordre de Es 


HGo 
(90.3) n'est applicable que si 


1> VE Vr++ n + — (90.5) 


donc si l'amplitude des oscillations n'est pas trop grande. 

On notera que lorsque l'amplitude des oscillations d’un oscillateur 
réel devient grande (n grand), il se comporte comme un oscillateur an- 
harmonique et l’anharmonicité peut être la cause de la violation de la règle 
de sélection ci-dessus. 


ae Par conséquent la règle de sélection 


B. RÈGLES DE SÉLECTION POUR L'ÉLECTRON 
OPTIQUE D'UN ATOME 


Considérons la matrice du moment électrique d’un électron se mouvant 
dans un champ de forces centrales. Les fonctions d’onde des états station- 
naires sont alors de la forme 


Yum (8, &) = Ra (r) Pr (cos 6) e”"?. (90.6) 


Nous devons calculer la matrice du moment électrique par rapport à 
ce système de fonctions. Comme les matrices des composantes du moment 
électrique ne sc distinguent des matrices des coordonnées de l'électron 
que par le facteur —e, nous nous attacherons à calculer ces dernières. 
En outre il apparaît commode de calculer les matrices non pas de x, y, =, 
mais des combinaisons: 


E—x<tip=rsin0-e®, n—x—ipy=rsin0-e-ir, T—z (90.7) 
En utilisant les fonctions (90.6) nous obtenons alors 
2 
Entm, n'l'm = Rai Rat dr PP sin? 0 40 \ eiim—m"!) S+i9 do, 
0 0 


Anim, n'lm — 


RuRnt a P}" P!" sin? 0 d0 i eim-m')e-ie Jo, \ (90.8) 


or 8 


Znim, n'l'm° = Rai Rav r dr ( PF PF sin 0 cos 0 dû amie de. 
0 


u 
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Les intégrales par rapport à © se ‘laissent calculer immédiatement 


2x 2 
\ eitm-n')94i8 do = 2rdmzim \ eitm-m)9 do = 2rdmn. (90.9) 
0 U 


En adoptant les notations suivantes 


\ Rat Ravr dr = Int nt, (20.10) 


0 


PP sin°6 d0 — Sn”, (90.11) 
P" P% sin 6 cos 8 dû — CE", (90.12) 


nous écrirons les éléments de matrice (90.8) comme suit 


Enim. n'lm° = 2 rlninr- Si *Ôm,m'_1 (90.13) 
Tnlm, n'lm°'—= n?/ nin! - Su” ° *Ôm, m'+1s (90.14) 
Znüm, nm = 2 Fin, nt Ci Om, m'. (90.15) 


Ces formules nous permettent de fixer aussitôt les règles de sélection con- 
cernant les variations du nombre magnétique m. Les éléments de matrice 
E ne sont différents de zéro que pour m° = m + 1, les éléments n ne le 
sont que pour m° — m— | et les éléments : que pour m° = m. Par consé- 
quent ne sont possibles que les transitions pour lesquelles le nombre 
magnétique m varie conformément à la règle: 


m—m= +1 ou 0. 
L'étude des intégrales 5” et C#°"” permct d'établir une règle de sélection 


pour le nombre quantique /. Il suffit pour cela de définir les conditions 
requises pour que ces intégrales soient différentes de zéro. Considérons 


d’abord l'intégrale C7". Le seul cas intéressant est celui où m'— m: 


Cr = (Pr Pr cos 6 sin 0 d8. (90.16) 
0 


En introduisant la variable x — cos 6, il vient 
+1 
Ci = ( PF (x) P® (x) x dx. (90.16’) 


—1 
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En utilisant les propriétés des fonctions sphériques, nous avons 
XPE (x) = aim Pi+1 (x) + bim Pi (x), (90.17) 
OÙ Gim €t bim sont des coefficients 1). 

Compte tenu de ce que les fonctions P;" sont orthogonales entre elles, 
la substitution de (90.17) dans (90.16’) nous montre que CZ” est de la 
forme 

CE = aim dr, 1+1 + Dim dr, 14, (90.18) 


d'où il résulte que C5” n'est différent de zéro que. pour l'=lI+i. 
Nous obtenons de même que les intégrales Sÿ” (90.11) (avec m° — 
= m + 1): 


+1 
Sr — ( PF! (x) V1 — EP (x) dx. (90.16) 
1 
Mettant en œuvre la formule des fonctions sphériques “): 
(A — 2) PP (x) = aim Pix (x) + Bim Pix (x), (90.17) 
on trouve que 
Si = œim dj, 2° + Pim Otxx r' (90.19) 


Le p “Rs 


En appliquant la LUE (90.177) à (1 — x*) 
SR = m1 dit + Pi, m1 À, 141 (90.19) 


Ces deux formules montrent que S%”" æ O seulement avec /’—/ + I. 
Nous arrivons ainsi à la règle de sélection pour le nombre quantique 
orbital /: 


(x) nous obtenons 


ES PE à (90.20) 


Il n'existe pas de règle de sélection pour le nombre quantique radial 
ns = n—1— 1. La règle (90.20) montre que les seules transitions optiques 
possibles (pour À > a, donc pour le rayonnement dipolaire) sont celles 
qui s'effectuent entre des états voisins sous le rapport de la variation du 
moment angulaire M° = #1(1+ 1). 

Nous avons déjà indiqué qu’en spectroscopie l'état pour lequel / — 0 
est dit terme s, l’état pour lequel / — 1, terme p, l’état pour lequel / — 2, 
terme d, etc. Les spécialistes de la spectroscopie savent depuis longtemps 
que les transitions optiques ne se réalisent qu'entre les termes s et p, p 
et d, d'et f, etc. Nous voyons que la mécanique quantique fournit une 
interprétation de ce fait expérimental: ce n’est que pour ces transitions-là 
que les moments électriques D», (les dipôles) sont différents de zéro. 


1) Voir annexe V, formule (30). 
2) Cf. annexe V, formule (31). 
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Considérons l'application de la règle de sélection du nombre magnétique m 
à l'effet Zeeman normal. Nous avons montré au $ 62 qu'en présence d’un champ 
magnétique il se produit un éclatement des niveaux quantiques des atomes: dans 
le cas où le champ magnétique # est dirigé le long de l'axe OZ, on peut affirmer 
a priori que les fréquences de rayonnement sont déterminées par la formule (62.15): 


Ont, n° l'm = Go + OL (n° — m), (90.21) 


où «, est la fréquence de rayonnement pour Æ = 0. Les fonctions d'onde dre 
correspondant aux états Eur sont données par (90.6) (à condition que l'on puisse 
admettre en première approximation que l'atome ne se déforme pas sous l'action 
du champ magnétique). Dans ces conditions les éléments de matrice Drm.» l° m° 
nc seront pas modifiés par l'application du champ magnétique Æ%#.On peut donc 
appliquer aux transitions optiques se produisant en présence d'un champ magné- 
tique les règles de sélection que nous avons établies en postulant l'absence de tout 
champ extérieur. Il résulte de ces règles que l'absorption et l'émission d'un rayonne- 
ment se produit non pas à toutes les fréquences définies par (90.21), mais seulement 
pour les trois fréquences définies par: 


© — &9 + Or pour m°—m — 71 et «© =o, pour m° = m. (90.22) 


Or c'est précisément l'éclatement que nous avons déterminé au $ 62 (triplet Zceman 
normal). Déterminons maintenant la polarisation des raies spectrales. 

Pour les raies spectrales qui ne sont pas déplacées (7° — m) seule la composante 
OZ du moment électrique est différente de zéro. Par conséquent le rayonnement à 
la fréquence non décalée est déterminé par l'existence d’un dipôle disposé le long du 
champ magnétique Æ. Le vecteur électrique du champ de rayonnement du dipôle est 
situé dans le même plan que le dipôle lui-même. Par suite le rayonnement de cette 
fréquence sera polarisé de telle manière que le plan de polarisation renferme la direc- 
tion du champ magnétique #. Pour m° = m -+ 1 les éléments de matrice z et x sont 
nuls (cf. 90.13), (90.14), 90.15). D'après (90.7) nous obtenons 


Julmnlomti = Xnimenlomtlee ©: (90.23) 
De même pour m° = m—1 nous obtenons 
+: se 
Pnimnl,m—1 = Xnim,n' l'm—1°€ 8, (90.23) 


Ces formules montrent que la phase du dipôle le long de OY est décalée de + ns 


par rapport à celle du dipôle le long de OX. De ce fait la transition m—> m + 1 cor- 
respond à l'excitation d'oscillations polarisées circulairement dans le sens des aiguilles 
d'une montre (à droite) et la transition m —> m— 1 donne des oscillations polarisées 
en sens inverse (à gauche). En conséquence le rayonnement de fréquence © = &, + Or 
est polarisé à droite et le rayonnement de fréquence «© == «9 — OZ à gauche. 

Nous constatons ainsi que les fréquences et les polarisations dans l'effet Zeeman 
normal que fournissent les calculs de la mécanique quantique sont les mêmes que 
ceux de la théorie classique de Lorentz. Mais la théorie quantique permet en outre 
de déterminer les intensités relatives de toutes les composantes du triplet Zeeman: 
& = &p, @o =: OL (si les conditions d’excitation sont précisées on peut calculer les 
valeurs absolues de ces intensités). 


$ 91. Intensités de rayonnement de spectres d’émission 


Chaque fois qu’un atome se trouve dans un état excité (17) on peut 
s'attendre à sa transition spontanée à l'état inférieur (7), s'accompagnant 
de l'émission d'un quantum de lumière Ho». Nous avons établi au $ 88 
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la formule (88.16) de l'énergie _ émise par unité de temps par un atome 

excité. Pour calculer l'intensité totale du rayonnement émis il suffit de 

multiplier la quantité _ par le nombre N,, d’atomes excités à l’état (m). 
£ 


Ce nombre dépend des conditions d’excitation. Si, par exemple, on a affaire 
à une excitation thermique et que la matière lumineuse se trouve dans un 
état d’équilibre thermique à la température T, le nombre NW d’atomes 
excités est 
- En, 
Nn — C(T)e AT, (91.1) 


où C est une certaine fonction de la température qui dépend de la nature 
des émetteurs élémentaires. Si l'excitation est assurée par un bombarde- 
ment électronique dans des conditions d'équilibre, le nombre N,, se laisse 
calculer à partir de ces conditions: le nombre de transitions à l'état excité 
réalisées par unité des temps sous l'action de l’impact d'électrons doit 
être égal au nombre de transitions à un état inférieur réalisées par unité 
de temps du fait de l'émission spontanéc ainsi que du fait de collisions 
avec les électrons. 

Dans le cas général on peut exprimer l'intensité du rayonnement de 
fréquence on dû aux transitions de l'état (m) à l'état (7) par la formule 


» 4 o}, "+ 
Inn = Nn 3e Dan j, (91.2) 


la forme de N,, devant être précisée dans chaque cas concret. 


É $ 92. Théorie de dispersion 


La théorie de dispersion a pour objet le calcul de la diffusion de la 
lumière. Lors de l'interaction de la lumière avec un milieu la lumière est 
non seulement absorbée, mais également diffusée, ce qui modifie toujours 
sa direction de propagation et dans le cas général sa fréquence. 

Un des problèmes les plus simples de la théorie de dispersion concerne 
le calcul de l'indice de réfraction d’un gaz. D’après la théorie classique du 
champ électromagnétique, l'indice de réfraction x du milieu est égal, 
selon la formule de Maxwell, à Ve, : étant la constante diélectrique. La 
constante diélectrique est à son tour liée à la polarisabilité « 
du milieu par la relation = — 1 + 4x de sorte que l’on peut écrire 


n—1—=4-%. (92.1) 


En désignant par N le nombre d'atomes par 1 cm° et par 8 le coeffi- 
cient de polarisabilité de l’atome isolé, on a x — 8 N et donc 


É—1=47N8. (92.2) 
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Le coefficient de poldrisabilité atomique B est 
défini par la formule 
p=—66, (92.3) 


où p est le moment électrique de l’atome ct 8 le champ électrique de 
l'onde lumineuse. Tout le problème se ramène au calcul de £. 

Dans la théorie classique on considère l’électron optique comme une 
particule dont le mouvement est déterminé par l'action d’une force quasi 
élastique. Dans cette hypothèse on arrive à l'expression suivante du coeff- 
cient de polarisabilité 

U © —@ 
où e est la charge de l'électron, 4 sa masse, «, la fréquence propre de l'élec- 
tron optique et « la fréquence du champ extérieur ?). Dans le cas où l’atome 
comporte plusieurs électrons ayant des fréquences propres différentes 
Op Os Oo, ---, @,--., Et Si le nombre d'électrons ayant la même fré- 
quence propre w, est /r, on utilisera à la place de (92.4) la formule suivante 


& fx 
= — — |, 9 
8 & >2 &? — w? (925) 


Le nombre /£ peut être considéré comme le nombre d’oscillateurs de fré- 
quence propre «x en action dans l'atome. Cette formule décrit correcte- 
ment la dispersion du point de vue de la dépendance de B avec la fréquence 
œ de la lumière incidente (ainsi que de celle de l'indice de réfraction). 
Cependant tout étonnant que cela paraisse, l'expérience donne des résultats 
tels que le nombre fr est plus petit que un. 

Passons maintenant à l'exposé de la théorie quantique de la dispersion, 
qui aboutit pour une diffusion cohérente à la même formule (92.5) de la 
théorie classique. Mais dans cette formule quantique la quantité fx repré- 
sente tout autre chose que le nombre d’électrons de la sorte k. Aussi dési- 
gnerons-nous fr, selon la terminologie adoptée, par le terme force de 
l'oscillateur. 

La théorie quantique permet de calculer les valeurs de la force des 
oscillateurs fr qui sont conformes aux données expérimentales. 

En théorie quantique le problème de la dispersion de la lumière est 
analogue à celui de la théorie quantique de l'émission et de l’absorption 
de la lumière. De même que dans ce dernier cas on cherche à calculer la 
probabilité d’absorption ou d'émission d’un quantum de lumière, dans 
la théorie de dispersion on peut se livrer au calcul de la probabilité de ce 
qu'un quantum de lumière initial (faisceau incident) modifie, lors de son 
interaction avec le milieu, la direction de son impulsion ainsi que dans 
le cas le plus général, son énergie. 

En nous basant sur le principe de correspondance nous utiliserons 
un procédé de calcul, à la fois plus simple et plus proche de la théorie clas- 


1) Voir, par exemple, G. Landsberg, Cours d'optique, M., 1976 (en russe). 
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sique. Nous commencerons par calculer le moment électrique p(r) qui 
apparaît dans l’atome soumis à l’action du champ alternatif de l’onde 
lumineuse. Nous supposerons que la lumière est monochromatique de 
fréquence w. Nous considérerons à nouveau le cas où la longueur d’onde 
À est beaucoup plus grande que les dimensions a de notre système quan- 
tique; on peut alors exprimer l'intensité 6(r) du champ électrique de 
l'onde lumineuse au sein du système quantique (atome ou molécule) par 
la formule 

= $, cos wt. (92.6) 

Posons qu'avant l'application du champ lumineux, l'atome occupait 
un de ses niveaux quantiques £,; soit 49 (r, r) la fonction propre de cet 
état. 

Sous l’action de la lumière, l’état de l’atome sera modifié (y apparais- 
sent des oscillations forcées). Ce nouvel état sera décrit par la fonction 
Vn(r, t) qui doit satisfaire à l'équation de Schrôdinger 

ct = 2 
RE = A0n + Wine (92.7) 
ë 


où A° est l'opérateur de l'énergie totale du système (en l’absence du champ 
lumineux), et W la perturbation provoquée par l’onde lumineuse. D’après 
(92.6) W est égal à: 

W = e(ésr) cos wr. (92.8) 
Pour résoudre l'équation (92.7) écrivons Y, sous la forme 


Dnlr, 1) = Dh (r) 8 un fr) 67 PR LE 5, (re Cr e* (92.9) 


où on = = et un et th sont les corrections qu’il faut apporter à 49 et 

que nous chercherons à déterminer. 4 est la fonction de l’état station- 
naire du système non perturbé. 

H°%9 = EnŸ9. (92.10) 

Portons (92.9) dans (92.7) et négligeons en première approximation 


les produits Wu, Wvn (puisque ces termes étant proportionnels à 8° 
se rapportent à la deuxième approximation); nous obtenons alors 


on — ©) une + on + ©) vae st = 


à Le eiult + e7iul 
= Houneist + Hope it + (Er) EE je. 
En identifiant les coefficients des composantes de Fourier nous obtenons 
pour u4 et A les équations 


Hoôn — ©) un = Aux + LE. 49, (92.12) 


(92.11) 


os o ae E Le ge. (92.12°) 
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Pour résoudre ces équations développons u et v en séries suivant les 
fonctions orthogonales 49: 


Un = 2 An ®, (2.13) 
ta = >2 BniŸ?- (2.13) 
Substituons ces expressions de uA et de v, dans (92.12) et (92.12’); en 


remarquant que les fonctions 4? satisfont à l'équation H°:L9 — E;4° nous 
avons 


ñ Ant (on — o1 — 0) ÿ? = ee ge, (92.14) 
à Z Bron — cr + 0) 49 = e LD qe, (92.14) 


Multiplions par Ÿ£* et intégrons dans tout l’espace. Vu l'orthogonalité 
des fonctions 4}, 4£*, nous obtenons 


h(on — © — ©) Anx = 2 pe (Sor) L° dr, (92.15) 
(on — ox + ©) Bnk = 5| Le (Br) L2 de. (92.15') 
On en tire Aux et Baez 
& Dis 
= "eDes 2.16 
Ank H(GxE 0) , @ ) 
& Des ‘ 
da 0 DES + 2.1 
Bnk 2h (Our + &) , Q 6 ) 
où 
Onk = On — 0x = 2 


sont les fréquences propres de l’atome, et D: l'élément de matrice du 
vecteur moment électrique. 


Il s'ensuit de (92.16) et (92.167) que notre procédé de résolution des équations 
(92.14) et (92.147) n’est utilisable que lorsque la fréquence « de la lumière incidente 
ne coïncide avec aucune des fréquences propres wu2 de l’atome, autrement dit lorsqu'on 
est loin des conditions de résonance. L'écart minimum par rapport à la résonance 
& = sx est donné par 


1$0 Den | € 2hlour + o |. 


Ce n'est qu'à cette condition que Aux et Br € 1. Pour que notre calcul embrasse 
tout aussi bien La région de résonance, il faut tenir compte de l’atténuation des réso- 


CS as 
nateurs Dre *. LRU 


r 
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Si nous portons maintenant les valeurs de 4,4 et de B;x dans (92.13) 
et (92.13) et celles de wh et de v: dans (92.9), nous obtenons une expression 
approchée de A (r, 1): 

—{w,—o} 


0 Hu UE SD 40 (p) — 
Yn(r, 1) = Yan) e 0) 
_ 7 ento} SoDan 42 (r). (92.17) 
2h Ont FO 


Calculons en première approximation le moment électrique p:n(t) qui 
est induit par le champ &(r) dans un atome à l'état 49. Dès qu'on applique 
le champ l’atome passe à l'état 4, (r, 1). Dans ce dernier état le moment 
électrique moyen est égal à: 


Pas = —e( DS (er, ra (r, 1) do = — e( LUnfr, Er. (92.18) 


D'après (92.17), | Sa(r, 1) |? est égal, aux termes cn 8, près, à: 


0 a ao eut 7 SoDen 1 
Sn DE = LR D Er gone 
l'ont D =] SI Zn + one 7" %E 


e—ial 60 Den 10% 10 eiut $0Din 10% ,10 
rt d Es Le,” TK Yan — 
SSD qpe qe, 
2 Æ On +o L 


En portant cette expression dans (92.18) et en remarquant que 


—e( L9® r 40 du = Drn, 


on obtient 
giot (80 Din) Din , (50 Dén) Din | 
1) = — — —__——— = — | — 
Paa(t) = Din 7 < RATE + RREEUT 
Se (6o Din) Din | (69 Din) Dis 92 19 
2h >| Onk + © . Onk — © ° (92.19) 


Nous voyons ainsi que le moment électrique Pr (1) comporte deux parties: 
un moment Dan indépendant du temps et un moment induit supplémentaire, 
qui est proportionnel à l'intensité du champ appliqué. Dnn est tout simple- 
ment le moment électrique moyen de l’atome (ou de la molécule) à l’état 
n. Comme il est indépendant du temps il ne contribue aucunement à la 
dispersion de la lumière. Le moment induit, lui, varie périodiquement 
en fonction du temps et ce à la fréquence même de la lumière incidente ©. 
En outre la phase des oscillations de ce moment variable est en relation 
définie avec celle du vecteur champ électrique de la lumière incidente. 
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C'est l'existence de ce moment supplémentaire induit qui détermine la 
diffusion d’une lumière cohérente, c’est-à-dire sa dispersion. Désignons 
ce moment induit par Pan (ft): 
Pan — Pan — Dan. 

D'après (92.19) ce moment induit peut s’écrire sous forme de trois com- 
posantes 

(Pan): = R (Bz 807 e* + Te Bey 80y € Fa + Br Cr dir 

(pan )y = À (Be So €" + Buy Sy €" + Bye Bu €), (92.20) 

(pan): = À (Be 80 €" + Bey Boy €" + Bee 80: €"). 


Le symbole R sert à indiquer la partie réelle de l’expression qui lui fait 
suite. 

L'ensemble de toutes les quantités B:, constitue le tenseur de la pola- 
risabilité atomique 


Brz Bry Pre! 
Buz Buy Pyz 
ÎBez Bzy Be 
dont les composantes sont généralement de la forme 
2. Dis) (Dar) (Dat)y (Den) |. 
Br =— > 72 (Re + CE]; @22) 


Oak — © On + © 


b = (92.21) 


dans cette expression (Dix)z, (Dén)y, etc. représentent les projections 
des vecteurs Dax, DfA sur les axes OX et OY. Les autres composantes du 
tenseur B s’obtiennent en remplaçant dans (92.22) les indices x et y par 
tous les couples des indices x, y, z. Comme Din — D le tenseur (92.22) 
est hermitien 


Bay = Byz, (92.23) 


et par conséquent les termes diagonaux fB:z, Byy, Bzz sont réels. 

Dans le cas général, lorsque les termes By, Bzz, Byz sont les quantités 
complexes, la phase et la direction du moment induit p,: sont différentes 
de celles du champ électrique $& (r) de l’onde incidente. Dans les cas où 
toutes les composantes du tenseur 8 sont réelles, la direction du vecteur 
p est différente de celle du champ, mais leurs phases sont identiques. 

Pour confronter les résultats obtenus avec la théorie classique considé- 
rons un cas particulier, mais très important, où le tenseur $ se réduit à 
un scalaire, c’est-à-dire lorsque Bay = Bzz = Byz = 0 et Pzrr = Pyy = 
= 2 — f. Dans ce cas aussi bien la direction que la phase du moment 
induit coïncident avec la direction et la phase du champ électrique de l’onde 
incidente. 
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C'est en considérant ce cas particulier qu’il est facile de faire appa- 
raître la différence qui existe entre les théories quantique et classique 
de la dispersion. En admettant l’hypothèse ci-dessus, et en remarquant 
que Gin — —Onx, On tire de (92.22) 


L,] REIr 2 
8 = Brz = Syy = 0: = 2 on | Darz À S (92.24) 


. 9 nl 
h Di ® 


Dau}r=—e| de x dr. 


On postule également que le système est isotrope. ce qui entraîne 
Das)z À = | Dux)y À = | Dark À. 


La formule de la polarisabilité 8 (92.24) peut s'écrire sous une forme par- 
faitement analogue à celle de ae a (92.5): 


a 


e 


A RS (92.5") 
& of, — 0! 
où 
9 2 , . [2 
far = _—.— ds. 24) Dares qe or (92.25) 


En mécanique quantique on désigne la quantité f,x sous le nom de 
force de l'oscillateur. Elle se trouve en relation simple avec la probabilité 


des transitions spontanées 44. D'après (88.9) nous pouvons écrire 


Ji nk — se Ar. 
2e ce, 
Ceci montre que la force de l'oscillateur fax caractérise l'intensité 
du rayonnement spontané. 

Connaissant les fonctions d'onde du système on peut calculer les quan- 
tités fax 1). 

Nous voyons qu'en mécanique quantique les quantités f,x ont une 
toute autre signification qu'en mécanique classique, où la quantité f£ 
avait le sens du nombre d'électrons de la sorte k, et devait donc être un 
nombre entier. Les forces des oscillateurs f,x ne sont pas représentées 
par des nombres entiers, en accord avec l'expérience. On peut d’ailleurs 
démontrer que leur somme est égale à 1 *). D’après la théorie quantique, 
ainsi que le montre la formule (92.5"), la somme des termes de dispersion 


1 
de la forme ———— existe même lorsqu'il n’y a qu'un seul électron se 
OL — ©" 
014 


1) H. Bethe, E. Salpiter, Quantum Mechanics of one and two-electron 
atoms, Berlin, Springer Verlag, 1957, 8$ 59, 60. 

3) H. Bethe, E. Salpiter, Quantum Mechanics of one and two-electron 
atoms, Berlin, Springer Verlag, 1957, $$ 61, 69. 
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trouvant à l'état 4°. Cela résulte: directement de ce que par rapport à 
ses interactions avec la lumière un système quantique se comporte comme 
un ensemble d'oscillateurs de moments D,,, ess! même s’il ne s'agit que 
d'une seule particule. 

Dans le cas où l'atome peut sc trouver non seulement à l'état 49, 
mais aussi en d'autres états (ensemble mixte), on calcule la polarisabilité 
totale 8 en multipliant la polarisabilité des atomes sc trouvant à l'état 
Ÿ° par la probabilité de trouver des atomes dans cet état ‘2, et en som- 

mant les expressions ainsi se En désignant par w, la probabilité 
de trouver l’atome à l’état 42, la polarisabilité « de 1 cm° de gaz est donnée 
par l'expression 


x = 


> Wn = = NB, (92.26) 


a m k Ok 
N étant le nombre d'atomes par cmi. > Wn = 1. D'après (92.2) et (92.26) 


n 
la dépendance de l'indice de réfraction avec la fréquence de la lumière 
incidente est donnée par 


Et) 1+ 4reN 


DD Win ———— : (92.27) 


Jl arrive souvent que parmi les différents termes de la somme figurant 
dans (92.27) un ou plusieurs termes prédominent. Ceci se produit lorsque 
la fréquence « n'est pas très différente de la fréquence de résonance 24. 


COL TES W=Wng 


Fig. 71. Courbes de dispersion dans le cas d’une dispersion positive et d’une dis- 
persion négative. 


La force de l'oscillateur Jnk peut assumer aussi des valeurs négatives. 
Lorsqu'un atome se trouve à l’état excité (7), on peut trouver parmi les 
états À des états pour lesquels okn < O (c.-à-d. Ex < Eh). Dans ce cas 
la courbe de dispersion présente une allure très particulière correspondant 
à une dispersion négative. Le graphique de gauche de la fig. 71 représente 
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l'allure d’une courbe de dispersion dans la région de la dispersion anomale 
mais positive (fnx > 0). Ce type de dispersion a fait l’objet d’un grand 
nombre de recherches parmi lesquelles des études particulièrement détaillées 
sont dues à Rojdestvensky !). Le graphique de droite sur la fig. 71 repré- 
sente la courbe de dispersion négative (fax < 0): c’est un cas qui n’a pu 
être prévu par la théorie classique. Le phénomène de la dispersion néga- 
tive a été mis en évidence par Ladenburg ?). 

En ce qui concerne la détermination expérimentale de la valeur des 
forces d'oscillateurs, on peut dire que ce n’est pas une tâche facile. 

Pour illustrer le bon accord entre la théorie et l'expérience, nous cite- 
rons le rapport des valeurs de forces d’oscillateurs d’après les données de 
Ladenburg et Carst3) pour les raies Het Ha de la série de Balmer: 
S9:1 > fx:f8 > 4,66: 1: la théorie donne fa :f£ — 5,37:1. 


$ 93. Dispersion par effet Raman. 
Optique non linéaire 


Nous venons de calculer le moment électrique p;, induit par la lumière 
dans le n-ième état de l'atome. Voyons maintenant quel est le moment 
électrique Pmn supplémentaire qu'’induit la lumière dans un système 
quantique lors de sa transition d'un état m à un autre état n. 
Ce problème se résout facilement en utilisant les résultats du paragraphe 
précédent. La formule (92.17) définit l’état %, (r, r) dans lequel transite 
sous l’action de la lumière le système quantique qui se trouvait à l'état 
US (r)e-%st. Nous pouvons écrire une formule semblable pour l’état 
Um (r. t) auquel aboutit sous l’action de la lumière le système qui se trou- 
vait initialement dans l’état 29 (r) e—‘“mt. Au lieu de (92.18) nous aurons 
pour le moment Pnn (t) correspondant à la transition m—> n, la formule 
suivante 


Pmu (t) = — e(+. (r, 2) rUn (r, 1) de. (93.1) 


En substituant ici à Ÿ, (r, r) son expression (92.17) et à 4, (r, r) l'expres- 
sion que l'on obtient à partir de (92.17) en remplaçant l’indice n par l'indice 
m, nous obtenons 

Purn (1) = Dyn éomnt = éilomnto)t DUH) + eilos,-e)t Dir), (93.2) 


avec 
D'+) = : 2 (Co o Dis) Dne Dax + Co Dax) oi : (93.3) 
Ont — © Ome + © 
S” [ (&o Den) Dmr (So Dax) Dr ; 
—) = — — = D mL Ar A PS 
Dé > Er Ont + © + Onk —0© | (93.3 ) 


1) D. Rojdestvensky a utilisé la méthode dite des « crochets », cf. D. Roj- 
destvensky, Contribution à l'étude de la dispersion anomale dans les vapeurs 
de sodium, JRFHO, partie physique, 42 (1910). 

DR. Ladenburg, Zs. f. Phys. 65, 167 (1930). 

35) R. Ladenburg, A. Carst, Zs. f. Phys. 48, 192 (1928). 
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Nous voyons donc qu'en plus du moment électrique D: que nous avons 
défini ci-dessus comme dépendant du temps selon une loi périodique 
avec la fréquence mn apparaissent encore deux autres moments électriques 
induits par la lumière incidente (93.3) et (93.3’); les fréquences d’oscilla- 
tions de ces moments sont des fréquences de combinaison 
© = Gmn + ©. Nous savons que le moment électrique Dy7 détermine 
l'absorption et l’émission du rayonnement accompagnant les transitions 
EnEn. Les moments supplémentaires D{+) et Dl=) déterminent, eux, la 
dispersion de la lumière incidente dont la fréquence s’en trouve modifiée. 
Ces nouvelles fréquences sont égales soit à la: somme, soit à la différence 
de la fréquence « de la lumière incidente et de l’une des fréquences propres 
: En — Es 

du système own = Dai 

Pour calculer l'intensité de la lumière diffusée nous appliquerons le 
principe de correspondance selon lequel tout atome émet ou absorbe la 
lumière à la manière d’un ensemble d’oscillateurs. D’après (93.2) nous avons 
affaire à trois oscillateurs. Nous avons défini le premier au $ 88; les deux 
autres oscillateurs sont 


Dihleilonatell et D! eflens- 2), (93.4) 
En utilisant la formule (88.16) donnant la valeur moyenne de l'énergie 
rayonnée par seconde par un oscillateur, nous obtenons les formules sui- 


vantes pour les intensités des radiations de fréquences ©” = omn + © 
et ©” = nn — 0! 


dE 4(omn +wY 


Di À (93.5 

di 3 

AE" _ _4@mn—Y nrj ' 
= LE (93.5) 


D{+) et D{) sont donnés par les formules (93.3) et (93.37) et dépendent 
de l'intensité de la lumière incidente. En faisant appel à la loi de conser- 
vation de l’énergie nous pouvons interpréter le fait que la lumière diffusée 
est d’une fréquence différente de celle de la lumière incidente en nous 
basant sur la notion de quanta de lumière. Soit un atome qui à l’état n 
présente une énergie E,. Cet atome centre en « collision » avec un quantum 
de lumière de fréquence w (son énergie est s = fñ@). Par suite de la collision 
une partie de l’énergie du quantum incident peut être utilisée pour exciter 
l’atome (transition à l’état Em > En). Le quantum diffusé possédera alors 
une énergie égale à 
"= ho" = how — (Em — En) 


(fig. 72, a) et sa fréquence sera ©” = «© — &mn, © > &mn > 0. Si l’atome 
se trouve dans l'état Em > En, le quantum diffusé peut capter une partie 
de l'énergie de l’atome, qui passera à un état d'énergie inférieur E,. Dans 
ce dernier cas l’énergie du quantum diffusé sera égale à (fig. 72, b) 


€ ho" — ho + (Em — En), 


406 RAYONNEMENT, ABSORPTION ET DIFFUSION DE LA LUMIÈRE [CH. XV 


et sa fréquence sera &° = © + ©mn AVEC mn > 0. Les intensités du rayon- 
nement des fréquences &w’ et w’”’ sont données par les formules (93.5) et 
(93.5’). Nous voyons que la loi de conservation de l'énergie entre le système 
quantique et le rayonnement exclut la possibilité de diffuser une lumière 
de fréquence «w < mn. Ce résultat ne découle pas automatiquement 


In 
= gr 
RES 


Hi de 


a) DO b) DO *Wyn 
Composante rouge Composante violette 
Fig. 72. Schéma des transitions d’une diffusion Raman de la lumière. 


ne 


€ 


de la formule (93.5) et représente une condition spéciale qui doit être 
imposée tant que nous restons dans le cadre du principe de correspon- 
dance 1). 

Pour calculer les valeurs absolues de l'intensité de la lumière diffusée 
de fréquences ow’ et o ‘il suffit de multiplier (93.5) par le nombre Nh 
d'atomes se trouvant à l'état m et (93.5°) par le nombre N, d'atomes se 
trouvant à l'état 7. Comme les fréquences &w’ > w, on les appelle souvent 
composantes « violettes » du rayonnement diffusé; les fréquences w” < & 
sont appelées, elles, composantes «rouges» du rayonnement diffusé. 
Les intensités des composantes « violettes » sont 


l' = Nn 4(o + ©mn)t 


38 IDE+) 5, (93.6) 

et les intensités des composantes « rouges » sont 
7 4(© — mn) = ’ 
l'=N— ss IDF. (93.6) 


Le rapport de ces intensités est égal à: 


I D Nm (© + @mn)t LUS 


—<<—— . (93.7) 
dé Na (© —omn) [pf,! — 

1) Ce résultat s'obtient tout naturellement dans la théorie quantique de rayonnc- 
ment. Voir, par exemple, J. Brandmuller, H. Moser, Eïnführung in die 
Raman-spektroskopie, Darmstadt, 1962. 
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L'effet Raman dans les corps solides a été mis en évidence dans les 
études expérimentales de G. Landsberg et L. Mandelstamm et dans les 
corps liquides il a été étudié par Raman. Dans les deux cas les fréquences 
Onn étaient des fréquences vibratoires; dans les expériences de Raman 
c'étaient les fréquences d’oscillations des molécules, et dans celles de 
Landsberg et Mandelstamm, les fréquences «mn étaient les fréquences 
des oscillations moléculaires dans le cristal. L'application de la formule 
(93.7) à ces expériences permet de prédire que l'intensité des composantes 
« violettes » doit augmenter avec la température. Effectivement le nombre 
Nn d'états oscillatoires excités du cristal croît avec la température T con- 
formément à la loi 

Ne on 
e KT 


L'intensité des composantes violettes du spectre de Raman doit donc 
augmenter en conséquence. 

Les fréquences oscillatoires des molécules dépendent de leurs structures. 
De ce fait l'étude des vibrations des molécules constitue un puissant outil 
pour l'étude de leur structure. Comme les fréquences de ces vibrations 
se situent dans la région infrarouge du spectre et comme d’autre part il 
existe des vibrations moléculaires qui ne modifient pas le moment élec- 
trique (vibrations optiquement inactives), l'étude directe des fréquences 
de vibrations des molécules est fort délicate. La diffusion Raman facilite 
notablement ces études puisqu’alors nous pouvons avoir affaire à la lumière 
visible et la mesure de sa fréquence permet de calculer les fréquences des 
vibrations moléculaires, qu’elles soient optiquement actives ou non. L'étude 
de l'effet Raman constitue actuellement un important domaine de recherches 
physiques. 

Le lecteur trouvera une étude détaillée de l'effet Raman dans le livre 
de Brandmuller et Moser que nous avons déjà cité. 

Voyons maintenant comment se comportent les atomes dans un champ 
alternatif de grande intensité !). Jusqu'à maintenant nous avons admis 
que le champ alternatif (92.6) n’exerçait aucune influence sur la position 
des niveaux d'énergie de l’atome. L’action exercée par le champ se limi- 
tait à induire un petit moment électrique ayant une fréquence d’oscillation 
égale à celle du champ extérieur w. Or nous savons que dans un champ 
électrique continu de grande intensité il se produit un éclatement des 
niveaux dégénérés de l’atome, connu sous le nom d'effet Stark ($ 72). 
Si le champ de grande intensité est alternatif (o # 0) les niveaux d'énergie 
de l’atome se mettront en mouvement et le caractère de la diffusion de la 
lumière se trouvera radicalement modifié. Cet effet se rapporte à un nou- 
veau domaine de l'optique, à l'optique non linéaire. 


1) Voir notamment une publication originale de D. Blokhintzev dans 
Phys. Z. d. Sowjetunion 4, 501 (1933). 
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Le calcul de ce nouvel effet peut être ramené à une généralisation 
du procédé de calcul de la dispersion exposé ci-dessus. Avant tout il importe 
de tenir compte de l'éclatement des niveaux dégénérés (cf. &$ 68, 72). Soient 
ÿ®, (x) les fonctions d'onde appartenant au niveau E, dégénéré f-fois à 
l'état non perturbé. Choisissons une combinaison linéaire de ces fonctions 
qui soit la fonction d'onde propre du niveau E,s = En + eg dissocié 
par le champ &,: 


[ 
p%% (0) = Ch 49 (x). (93.8) 


ai 


En procédant ainsi nous tenons compte de l'effet Stark correspondant 
à © — 0. Par rapport aux fonctions ®9%4 (x) les éléments de matrice de 
l'énergie de perturbation (92.8) seront diagonaux 


<nB'|WIinB > — er gg. (93.9) 


Nous bâtirons maintenant la fonction perturbée (92.9) en utilisant les 
fonctions propres p%4 (x) qui caractérisent les états stationnaires de l’atome 
en présence du champ continu $8,, tenant donc compte de l’effet Stark. 


Les fréquences propres de ces états sont alors égales à 48 = w3 + — x 


X £n8, de sorte que la dépendance des fonctions d’onde p%4 (x) avec le temps 
s'exprime par le facteur est, Pour tenir encore compte de la variation 
du champ dans le temps (92.6) nous remplacerons dans (93.9) la quantité 
constante W par la quantité variable (92.8). Le taux d’éclatement des niveaux 
eg Sera alors lui aussi fonction du temps: 


Eng (1) = &p COS wi. (93.10) 


Il apparaît aussitôt que pour « petit cette équation décrit correctement 
les oscillations des niveaux de l’atome résultant de l’éclatement sous l’action 
du champ appliqué; la position de ces niveaux sera à tout instant en phase 
avec le champ (92.6) (approximation adiabatique). 

Nous arriverons à une description plus précise de l’effet en posant 


On8 (1) = A8 + = cos of = ons + Awyg COS wf, (93.11) 


ce qui nous permet de remplacer dans (92.9) le facteur est par 


! 
®,8 (t)= exp | —iong 1 — ing | cosurs #| (93.12) 
0 


Partant de là nous chercherons une fonction perturbée qui soit de la forme 
Pns (r, 1) = [pds(r) + np et + op el] D, (1). (93.13) 
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Généralisant alors (92.13) et (92.13) nous pourrons mettre us et m9 
sous la forme 


Unp = D An$, la Ph (93.14) 
4,a 

V8 = 2 Bo, ta P- (93.14') 
a 


Portons la fonction (93.13) dans l’équation de Schrôdinger (92.7); en 
tenant compte de ce que 
i ee = (018 + Aow,g-cos wr) D,g (r), 
et que les éléments de matrice de l’énergie de perturbation W sont diago- 
naux par rapport au second indice 8 figurant dans (93.9), on pourra consti- 

tuer deux groupements de termes en et it, 

Les calculs ultérieurs sont les mêmes que dans le cas de la diffusion 
de champs faibles, à la différence près que les indices » et / doivent être 
remplacés par des couples d'indices (#7, B): ({, x), caractérisant l’éclatement 
des niveaux dégénérés initiaux de l'atome. Une fois que ces calculs sont 
effectués on constate que la fonction (93.13) satisfait à l’équation de 
Schrôdinger (92.7) aux termes du même ordre de grandeur que Wug, 
Wr près, les coefficients 4,8 et B,8 sont toujours définis par les formules 
(92.16) et (92.16’) où le moment dipolaire Ds, est remplacé par 


Dis, ns = —e \ Pia T Per dv. (93.15) 
Les fréquences w,x sont elles aussi remplacées par 
En’ — Es 
np’, B=———:° 


ñ 

Nous voyons ainsi que toute la différence vis-à-vis des formules du $ 92 
réside dans l’apparition dans (93.13) du facteur ®,g (f) ainsi que dans 
le remplacement de l’indice simple n par l'indice double n, $. 11 serait 
donc commode d'utiliser dans nos calculs ultérieurs les formules du $ 92, 
en sous-entendant que l'indice n représente l'indice double (7, B). On 
peut alors exprimer le moment électrique de la transition (m, B) (n, B°) 
directement sous la forme (93.1) en y remplaçant les fonctions 4, (r, r) 
et Y,(r,t) par les fonctions dus (r, r) et Vas’ (r, r) définies par (93.13). 
Au lieu de (93.2) on obtient alors: 

Prn(t)= [Dmnems + DE eilômn + 90 + De, elone2)] Ds (tr), (93.16) 
où 


t 
Dinn (1) = Dh (Et) Da (t) = exp ( Awmn cos wT #| = 


° (93.17) 


Aomn 


= EXP [ sin ot) 


o 
Aomn = Aon — Aun = Aou — Aug. 
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Les symboles Dnn, Di, D conservent la même signification que dans 


(93.3) et (93.3). Ainsi la seule différence par rapport aux résultats de nos 
calculs antérieurs réside dans l'apparition du facteur ®.,,;, (1) qui exprime 
l'éclatement et le mouvement des niveaux de l'atome en présence du champ 
alternatif $ — 8, cos wr. 

Calculons maintenant le spectre de la lumière diffusée. Il suffit pour 
cela de développer en série de Fourier le facteur D, (r) (93.17): 


Dan = À Bmn(p)erst. (93.18) 


p=— 


En posant dans (93.18) «or — L — 9 et en utilisant la formule bien connue 


des fonctions de Bessel d'ordre p: 
+ 
Jp (2) = Le \ ei: cos o—ip® do, 
27 


= 
_; 


il devient facile de s'assurer que 
Gun (p) = C1) J3 [Lez 
En procédant ainsi on arrive au résultat suivant 
Din (1) = S (—1} Jp |) eipat, (93.19) 


P-—® 


En reprenant la formule (93.16) on voit aussitôt que le spectre de la 
lumière diffusée, qui est déterminé par le spectre du moment électrique 
Pmn (1), est constitué par des raies dont les fréquences sont: 


V = Omn + © + PO, 


le nombre p assumant n'importe quelles valeurs entières, la fréquence 
fondamentale mn possède une infinité de satellites équidistants. Les inten- 
sités relatives de ces satellites sont déterminées par les amplitudes de la 
série (93.19) et s'expriment par la formule 


LE Al _— Jl (93.20) 


Remarquons que lorsque z € 1, J, (2) a Aussi pour © —> 00, tous 
P 


les satellites dont l'existence dépend du mouvement des niveaux d'énergie 
disparaissent, et nous retombons sur le cas de la dispersion normale de 
la lumière ($ 92). Lorsque w — 0 nous retombons sur le schéma de l’écla- 
tement statique des niveaux de l'atome. Pour les valeurs intermédiaires 
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de « on observe un grand nombre’ de satellites, dont l'intensité décroît 
à mesure que leur numéro d'ordre p augmente. 

La fig. 73 représente la répartition de l'intensité selon la formule (93.20) 
pour des valeurs de w: grandes (2 = Aw/e — 10), moyennes (= = 1) et 
petites (z = 0,1). 

Dans le cas considéré dans ces calculs le IL _ 
spectre de la lumière diffusée dépend de l'inten- 
sité de l’onde incidente. En effet l'intensité 


: dE sè à È 
de l'onde incidente 5, = TR c étant la vi- 


@œ 
tesse de la lumière, tandis que l'éclatement 

AGmn est proportionnel à 8. donc à Ys,- 1° 
D'autre part comme la dépendance avec 
Awmn du spectre des oscillations du moment 

électrique induit (93.16) n'est pas linéaire, tous w? 
les effets en cause sont non linéaires par rapport 

à l'intensité de la lumière incidente. nu: 

$ 94. Cas où la phase du champ q 
électromagnétique de l’onde varie à l’intérieur 

de l’atome. Emission quadrupolaire / 

| a/ 


Dans ce qui précède nous avons admis que 
la longueur d'onde >. de la lumière incidente 
était plus grande que les dimensions a du 
système considéré. 

. I est facile de remanier toute la théorie de jy + w-lw © 

l'interaction d'un atome avec la lumière pour Ÿ 2: 4 
se débarrasser de la condition ?. ÿ a. Pour cela Fig. 73. Répartition des 
on partira du hamiltonien (27.9) décrivant le  intensités dans le spectre 
comportement de l'électron dans un champ SJ diffusion, d'un atome 
p LS a soumis à l’action d'un 
électromagnétique arbitraire (nous pouvons Champ électrique alternatif 
négliger la faible interaction du spin de l'élec- de grande intensité. 
tron avec Ile champ de l'onde lumineuse). 

Dans le cas d’une onde lumineuse on peut toujours choisir un poten- 
tiel-vecteur tel que div À = 0 et que le potentiel scalaire V = 0. Le champ 
de l'onde lumineuse sera alors défini par la formule 


8—— 7, = rot A. (94.1) 


En outre on peut négliger dans (27.9) la quantité A? (quantité du second 
ordre de petitesse), ce qui nermet d'écrire le hamiltonien (27.9) sous la 
forme 


Ê: 
24 


À = 


+U+ AB — À + A6. - (94.2) 
ue me 
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La perturbation s'exprime en première approximation par 


Wir, 1) = AB = — he ay, (94.3) 
ue ue 


Présentons le potentiel-vecteur sous la forme d’une intégrale de Fourier 


A(r,1) = (0 (w)e-itot-kr)ge, (94.3') 


où k est le vecteur d'onde !). La composante de Fourier de l'élément de 
matrice de la perturbation correspondant à la fréquence w, sera alors 
égale à: 


Winn (@Omn) = — A (Gmn) ( Ÿn ee A Ÿn do. (94.4) 


D'après (94.1) on a 


Ao (Gmn) = + — 8, (mn) 1, 
ns 


où 8, (mn)-1 est la composante de Fourier du champ électrique. De ce fait 
| ce: ik 
| Winn (omn) = $0(@mn) |? 2,2 | 1| Yn € Von} * (945) 
H On 


En portant cette expression dans la formule de la probabilité de transition 
(87.6) et remplaçant ! 8, (mn) |? par la densité de rayonnement, ainsi 
que nous l’avons fait au $ 89, nous obtenons la probabilité de transition 
par seconde: 


Pmn = — [1-Dun (k) À p (omn), (94.6) 


avec 


D: 0 = 27 ( que Un de. (94.7) 
HOmn 


La formule (94.6) est parfaitement analogue à (87.16) et permet de calculer 


les coefficients d’Einstein bre, bme, Gma pour le cas de courtes longueurs 
d'onde. 

La formule (87.16) diffère de (94.6) en ce que Dyx y représente un 
moment électrique qui, étant indépendant de la nature du rayonnement 
incident, est entièrement déterminé par les propriétés du système atomique, 
tandis que le vecteur DA (k) figurant dans (94.6) dépend du vecteur k 
d’onde du rayonnement incident. De ce fait les coefficients d’Einstein 
sont différents de ceux que l’on obtient dans le cas d’une émission dipo- 


1) Nous supposons que les directions et les polarisations des ondes particulières 
de (94.37) sont les mêmes. 
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laire (il est évident que leurs propriétés générales définies au $ 5 restent 
invariables). Mais la répartition angulaire, la polarisation et la dépendance 
avec la fréquence du rayonnement deviennent autres. 

La conclusion à laquelle nous sommes arrivés au $ 89, selon laquelle 
un système quantique interagit avec un rayonnement comme un système 
d'oscillateurs, reste valable quelle que soit la longueur d'onde. La diffé- 
rence entre le cas de grandes longueurs d’onde (À >> a) et celui d'ondes 
courtes (À € a) réside en ce que dans le premier cas le système quantique 


peut être assimilé à un ensemble de dipôles de moments D,,,e"""", tandis 
que dans le cas des ondes courtes on ne peut plus négliger la variation 
de phase qui se produit à l’intérieur du système; le système quantique 
en interaction avec un rayonnement doit alors être assimilé à un système 
d'oscillateurs de fréquences cm1 ct dont les dimensions ne doivent pas 
être inférieures à la longueur d'onde. Dans ce dernier cas il est tout indiqué 
de parler d’un ensemble de courants et de charges électriques répartis 
dans l'espace et qui varient périodiquement dans le temps à des fréquences 
@mn. Dans le cas de grandes longucurs d'onde on peut négliger la varia- 
tion de phase sur l'étendue d'un atome, ce qui permet de développer eïkr 
figurant dans (94.7) cn une série suivant les puissances de kr: eïkr — 
= | + i(kr) +... Comme les fonctions 4%. !, ne sont sensiblement 


différentes de zéro que dans les limites de l'atome, c’est un développe- 
27a 


ment en série suivant les puissances de ka — + donc suivant les puis- 


LA 
sances du rapport des dimensions a de l'atome à la longueur d'onde 2. 
L'expression (94.7) s'écrit alors 


he 


HO mn 


Dun (k) =. 


(és vase (er en vérdr +. = 


= D! + DE)+... (948) 


Le premier terme D}, représente 
fe . e 
Df) TT LOmn \ LA VA dv = — PR Prun (94.9) 


OÙ Pyn est l'élément de matrice de l’opérateur de l’impulsion. Selon les 
équations de mouvement quantiques, on a 


Pun = UOmnFmne (94.10) 
Où rmn est l'élément de matrice du rayon vecteur. Il s'ensuit que 
l 
Un = Dmn- (94.11) 


Cela signifie que pour les grandes longueurs d'onde nous pouvons obtenir 
en première approximation la formule (87.16) du rayonnement dipolaire 
en partant de (94.6). Si Dyx # 0, nous pouvons négliger le terme suivant 
D... Mais dans tous les cas où les règles de sélection imposent que D» = 0, 
le deuxième terme de (94.8) peut ne pas être nul: lorsque D»: = 0, l'exis- 
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tence d’un rayonnement est déterminée par le terme D). Nous allons 
démontrer que le rayonnement qui est déterminé par ce terme supplé- 
mentaire est constitué par un rayonnement électrique quadrupolaire et 
un rayonnement magnétique dipolaire. 


D'après (94.8) D peut s'exprimer par 


Da = — Ju) | ; (94.12) 
Our H fun 
c’est-à-dire par l'élément de matrice de l'opérateur !) 
p dr 
@r)— = (kr) 
dt 
Cet opérateur peut être écrit identiquement de la manière suivante 


d _1d41, \_ 1 dr]. 
QE = + + kr — > [x r all (94.13) 


Passant des opérateurs aux éléments de matrice et profitant de ce que 
1 
Fr = Lré- M. 
di & u 
où M cest l'opérateur moment cinétique, nous obtenons 


2 {(kr) Éjun = 22" {(kr) rhuun —— {{k M]}mn (04.14) 
u 2 24 


Si nous portons cette expression dans (94.12) en remarquant que 
Pen. étant le vecteur unité le long de la direction de propagation 
LOTS c 


du rayonnement (on ne doit pas perdre de vue que k/e = 1/c, © = Gynn) 
et en tenant compte de l'égalité — ——M — M (A est le moment magné- 
2uc 


tique de l'atome) nous arrivons au résultat suivant 
2 . € 
Jia Tri {Ckr) rhnn — [n Mn. (94.15) 


Le premier termc du second membre peut être présenté comme le produit 
du vecteur —ik par l'élément de matrice du tenseur de second ordre: 


€ 2 € > € vz 
A Ah 


Des ssl 94.16 
QG Fi 37. 52 ( ) 
L zx Es ce 
2° 3 Es 


1) Afin d'éviter toute confusion quant à la signification des différentes formes 
de parenthèses nous désignons ici par (ab) un produit scalaire, par [ab} un produit 
vectoriel, par {L}ms OU Lmn un élément de matrice de l'opérateur L. 
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Ce tenseur est appelé moment quandrupolaire de l’a- 
tome. Son utilisation permet d'écrire (94.15) sous la forme 


Dh, = —i (KO )mn — NM}. (94.17) 


Le premier terme détermine le rayonnement électrique auadrupolaire 
et le second le rayonnement magnétique dipolaire. 

En utilisant la règle de sélection pour le rayonnement dipolaire 
l'—1Æ+1 (cf. $ 90) et la règle de multiplication des matrices, on arrive 
à formuler les règles de sélection pour le rayonnement quadrupolaire. 
Nous avons 


RCE ps {xher {x}ri 


et comme /—l+1,l=l" +1, l'=l 142. 

On obtient le même résultat pour les autres composantes du tenseur. 
La règle de sélection pour le rayonnement quadrupolaire s'exprime donc 
par /’ — I ou bien / + 2. En ce qui concerne le rayonnement magnétique, 


A 
la matrice de l'opérateur 4 étant diagonale par rapport à / et le rayonne- 
ment magnétique se produisant lors de transitions donnant lieu à une 
variation du nombre magnétique m. la règle de sélection s'exprime par 


l=L m=me+il. 


L'intensité du rayonnement quadrupolaire est beaucoup plus faible 
que celle du rayonnement dipolaire (s'il se manifeste). En effet DÉ} est 
près de 2x a/à fois plus petit que le moment dipolaire subsistant. De ce 
fait la probabilité de transition donnant lieu à un rayonnement quadru- 


polaire est plus petite que la probabilité de transition pour un rayonne- 
ment dipolaire de l'ordre de =} fois. En conséquence lorsque le 


. 


rayonnement dipolaire est exclu, la durée de vie de l'atome à l'état 
sa À 2. F he ; ù 
excité est|—) fois plus grande que celle d'une transition dipolaire per- 
ra 


mise estimée à 1078 s environ (cf. $ 88). Donc dans le cas d’une lumière 
visible avec À = 5-105 À et a 1 À, la durée de vie = à l'état excité, à 
partir duquel une transition à un état inférieur n'est possible qu'avec 
émission d’un rayonnement quadrupolaire, doit être égale à 105 
environ. Ces états de l’atome sont dits métastables. 

Comme le moment magnétique d'un atome est notablement plus 
pctit que son moment électrique, le rayonnement magnétique correspond 
lui aussi à une très faible probabilité de transition, donc à des niveaux 
métastables. 

Il s'ensuit que les rayonnements quadrupolaire et magnétique des 
atomes ne sont notables que si le rayonnement dipolaire est interdit par 
les règles de sélection. 
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Dans le cas de noyaux atomiques émettant des rayons y l’émission 
dipolaire est généralement interdite. L'émission de rayons y est donc bien 
souvent déterminée par le moment quadrupolaire ou le moment magné- 
tique du noyau !). 


$ 95. Effet photoélectrique 


Ce paragraphe est consacré à la théorie de l'effet photoélectrique des 
atomes. Le problème qui se pose consiste à calculer la probabilité d'ioni- 
sation d’un atome par une onde lumineuse et à déterminer la répartition 
angulaire des électrons éjectés. Il s’agit donc du passage d’un électron 
occupant dans l'atome un niveau normal (niveau inférieur du spectre 
discret) sur des niveaux d’un spectre continu. 

Désignons par Æ, (E, < 0) l'énergie du niveau normal et par ,(r) 
la fonction d'onde correspondante. Quant aux fonctions d'onde du spectre 
continu correspondant à l'énergie Æ, compte tenu de la forte dégéné- 
rescence, elles peuvent être fort différentes à condition qu’elles forment un 
système complet de fonctions orthogonales. Nous prendrons des fonctions 
que nous avons déjà utilisées dans la théorie des collisions élastiques, 
c'est-à-dire la superposition d'une onde plane d’une impulsion donnée 
de l'électron p(pz, Py P2) et d’une onde diffusée par l'atome. A grande 
distance de l'atome les fonctions d'onde sont de la forme (cf. $ 78) 


: (Pz Z+PyV+P;3) 


e-ùr 
Up, r,r, W)=const|e à + fr, PP, (6, ©) 


» (95.1) 


r 


où k est le nombre d'onde. Ce type de fonctions est une des formes possibles 
des fonctions d'onde des états stationnaires d’un spectre continu. L'énergie 
E de l’état décrit par (95.1) est égale à 


= Pi D he imp. 
EE 2 Ur + pi) (95.2) 


Nous supposons que les fonctions (95.1) sont normées à 8(p,— p.), 


Sp, — Py), à (p: — p-). Nous adopterons d’après (94.3) en qualité de 
perturbation déterminant les transitions, celle qui s'exprime par 


ihe 


W(r,1) = — "© AY, (95.3) 
mc 


A étant le potentiel vecteur de l'onde lumineuse. En supposant que l’onde 
est monochromatique, A peut être de la forme 


A= — Ageil®t- kr) + _ A9 e—iot-kr, (95.4) 


1) Pour une étude détaillée de cette question voir H. Bethe et P. Morri- 
son, Elementary Nuclear Theory, N.Y., 1956. 
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où k est le vecteur d'onde. Puisque. nous avons affaire à une onde trans- 
versale div À = 0, c'est-à-dire 


Ak = 0. (95.5) 


Nous pouvons calculer la probabilité dont il est question à l’aide de la 
formule (84.24) puisqu'elle a été établie précisément pour des transitions 
entre un spectre discret et un spectre continu, et déterminées par l’action 
d’une perturbation dépendant du temps selon une loi harmonique. 

En entendant par E, figurant dans (84.24) l'énergie E, de l'état normal 
de l’atome, par Pz, Py, Pz(P, 0, ®) l'impulsion de l’électron expulsé par 
effet photoélectrique, nous devons adopter, conformément à (95.3), (95.4) 
et (84.12), en qualité d’élément de matrice de perturbation la quantité 


ihe 
We, o:0 = Wp, Pp Pi0 = — 7 Ao| (- Py Ps yo dxdydz. (95.6) 
Dans ces conditions la probabilité de transition par seconde de l'état 
E, à l'état E = E, + fw, avec une impulsion comprise à l’intérieur de 
l’angle solide dQ, sera égale à 
2r (2uP® e 
PE, 0, 9) dQ = À CE, + ha) | Wy pol dQ. C5 


On ne doit retenir que les valeurs de l'impulsion pz, Py, P: qui satisfont 
à la condition 


P° 1 ° 
Les transitions sur d’autres niveaux ÆE sont exclues. En remarquant que 
Es = —I, I étant le travail d’ionisation, nous pouvons écrire (95.8) sous 


la forme 
pt 
= = ho —1. (95.9) 
22 


C'est l’équation d’Einstein pour l'effet photoélectrique sur un atome. Pour 
arriver à une expression utilisable de P, (E, 8, +) il nous reste à calculer 
l'élément de matrice (95.6). Il faut connaître pour cela la fonction d’onde 
de l’état initial d, et les fonctions Vr,P,P, du spectre continu. Supposons 
que l’électron concerné appartienne à la couche K (le potentiel d’ioni- 
sation de cette couche est alors 1 = —E,). Cette couche électronique 
est disposée à faible distance du noyau atomique, aussi peut-on prendre 
pour , la fonction du niveau inférieur E, correspondant au mouvement 
dans un champ coulombien (à condition de négliger l’interaction mutuelle 
des deux électrons de la couche K). Cette fonction est (n = 1, / — m— 0) 


g, 22 
Lo = oo = [ZE Fee, (95.10) 
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où Z est le numéro atomique de l'élément considéré et a le rayon de la 
première orbite de Bohr. 

Cette fonction constitue une forme approximative de la fonction 
exacte. En ce qui concerne les fonctions du spectre continu, nous nous 
contenterons d’une approximation très grossière. En. négligeant tout 
simplement la distorsion que subit à proximité de l’atome une onde plane 
soumise à l’action du champ de l’atome, nous prendrons au lieu d’une 
fonction exacte une onde plane non perturbée par le champ de l’atome: 

+ PyY Pit) 
y Le ? (95.11) 
PaPyPs Grhyn 
(normalisée à une fonction à par rapport à p). Une telle approximation 
ne vaut rien pour un calcul précis, mais elle permet néanmoins de dégager 
les traits essentiels de l'effet. Cette approximation sera d’autant meilleure 
que l'énergie de l’électron émis sera plus grande, ce qui revient à dire qu'elle 
est valable pour E > —E, = I. En adoptant ces fonctions pour caracté- 
riser le spectre continu, l’élément de matrice (95.6) se laisse calculer sans 
trop de difficulté. En substituant (95.10) et (95.11) dans (95.6), il vient 


Wps Py Ps: 0 


Zr 
ile 1 ac e-7) [ -*] : 
=— 2 Griyr [£ =) (e A Ve dx dy dz. (95.12) 
Supposons que l'onde se propage le long de OX et que le vecteur élec- 
trique (polarisation) soit dirigé le long de OZ. OX est alors la direction du 


vecteur k et OZ celle du vecteur A4. A, = 0, 0, 4, et par conséquent 
W, Py Pas 0 — 


ihe 1 


Une (£ Le Ai dy dz. (95.127 
Que Cr | re 


‘a i(- DLE 
on 


La disposition mutuelle des vecteurs k, p, A, est indiquée fig. 74. Pour 
procéder à l'intégration de (95.12”) adoptons la direction du vecteur #k — p 
en qualité d’axe polaire du système de coordonnées sphériques ©, ®. 

Dans ce système de coordonnées l’axe OZ est défini par les angles 
©", D’, par conséquent 


z= (r}; = r cos (OZ, r). 


Si r est défini par les coordonnées O et ®, le cosinus de l'angle formé par 
OZ et r est égal à 


cos (OZ, r) = cos © cos ©’ + sin © sin ©” cos (D’ — D). 
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L’angle formé par 4k—p et r est ©. On peut donc écrire (95.127) 
comme suit 


ihe 1 ZUNE  Z 


Wosrs0 = ee (a A0 J, (95.12) 
avec 
: a i[e- ?[rcos 0 - 
J = (r#((4e d® sin Oe * [cos @ cos ©’ + 
0 uv 0 


+ sin © sin O’cos(D’—®D)]. (95.13) 


L'intégrale de cos (D — >’) prise par rapport à ® est évidemment égale 
à zéro, aussi 


C4 r : p Zr 
: ; ; i[k—reos QE 
J—=27%z cos © \ r° dr( 4e sin Oe cos O. (95.137 
0 0 


En introduisant la variable £ — cos © et en désignant [er par q 
1 


nous aurons 


° TEA 
J = 27 cos @ (r? dr (5 d£e 2 
0 -1 
après intégration nous obtenons ZA 
8rilk— — s 
J = cos O0" — a 
P Û 
Es ik— EE 
F +] || N 
(95.13) 


Il nous reste à exprimer cos ©’ en 
fonction des angles dans le système 
de coordonnées dont l’axe polaire est 
confondu avec la direction de propa- 
gation de la lumière (axe OX, vecteur 


k). Soit ® l’angle formé par le plan Ris 
: p Fig. 74. Disposition des vecteurs 
défini par les vecteurs p et KE etle A,, k et p dans l'étude de l'effet 
hotoélectrique. 
plan ZX (fig. 74). Soit 6’ l'angle formé OT 
par *k et *k—p. En désignant par 0 l’angle formé par OX et p, nous 
tirons du triangle sphérique de côtés ©”, 6’ et : 


cos ©’ = sin 8’ cos +. 
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Le triangle de côtés #k, p, ik — p nous donne 


sin 8° = sin 6 —2  . 
1äk — pl 
Par suite 
À 8 rip 
J= sin 6 cos ® ———— . 
[£+-2fT (95.14) 
a | h 
En portant (95.14) dans (95.12) nous obtenons 
Wo,?, 7 o = 
__—8Te Le ne P n0 
2uc ET [2] 4 2 Zihcelf RCE sin 0 cos @. (95.15) 
a+] 
D'autre part 


PB pe p? _ 2kp 
|k | k Lier : cos 6. 


En supposant que _. > Z (c’est la condition de validité de notre approxi- 
mation) l'application de la loi de conservation de l’énergie (95.9) nous donne 


Pme 
2uc c 


En désignant par v la vitesse de l’électron 2 , il vient #k — 3 P et par 
u° 
suite 


rfi — cos 0 + =) 


Puisque notre théorie est non relativiste, la validité de nos formules est 
limitée non seulement du côté de petites vitesses (uv°/2 5 I), mais aussi 
du côté des grandes. Il faut que la vitesse du photoélectron soit notable- 
ment plus petite que la vitesse de la lumière c. On peut donc négliger les 
termes de l’ordre de grandeur de v*/c® (on ne peut pas en tenir compte 
dans la théorie non relativiste). On écrira donc 


K—2f- Fe |1— cos 0}. (95.16) 


Remarquons que nous pouvons négliger encore le terme Z*/a* devant 
8 è 2 
+] . En effet k—? SES tandis que a+. Par consé- 
quent 
Z? Z'utet _ 24 Zu 


& 1 Fm 2F 
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Mais selon la formule de Balmer 


Ze 
2h — E, = 1, 


2 = 
ce qui signifie que la condition Fer est équivalente à la condition 


2 
I< - Donc dans le cas d'électrons rapides nous pouvons négliger 
[Ta 


dans le dénominateur de (95.15) le terme Z°|æ. 
En portant (95.16) dans (95.15) nous arrivons à l'expression définitive 
de l'élément de matrice: 


4 xe 1 12Z F4 sin6 cos © 
W St Rte : 
PzPy Ps: 0 ue (2 (+ ee F { _e . 5 (95 17) 
c 


En portant enfin cette expression de l'élément de matrice dans la formule 
(95.7) de la probabilité de transition nous obtenons 1): 
2 e(2 20h) Ca 6 (fw)!P sin? 6 cos? Gw)'F sin? 6 cos? ? 
P(E, 9, &) dQ — en Aë[£ re ? d0. (95.18) 
#[i-* 1—— mis o) 


Au lieu de 4% on peut introduire le flux ne lumineuse. De (95.4) 
on tire l'intensité de champ électrique $: 
1 CA 


8—— © — © À, sin (wr — kr). 
c à c 


L’intensité du champ magnétique # est la même que celle du champ 
électrique $, mais comme le champ magnétique est perpendiculaire au 
champ électrique, le vecteur de Poynting S est égal à 


2 

= Te 8K— TS © 48 sin? (or — kr). 
47 4x © 

Sa valeur moyenne est 


, A=ies. (95.19) 


Portons cette valeur de 42 dans (95.18): 
P,(E, 0, g)dQ = SECHE 2° Gule sn0 ce Sin (05.20) 
mc UN [1— {cs of 


1) En partant de (95.7) nous avons négligé l'énergie initiale de l’électron Æ 
devant fo. | 
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Groupons toutes les constantes en une seule constante b, et en remar- 
quant que p$ = (2LE) = (2 uw), nous obtenons finalement 
PIE, 0, 9) dQ = bw-9 SPP Se 5 Jo, 


LU) 
C 


(95.21) 


avec 


b= 4V2 © re pe £ à (95.22) 
hc a 

Cette formule permet de préciser les traits essentiels de l'émission photo- 
électrique. Premièrement, le nombre de photoélectrons est proportionnel 
à l’intensité S de la lumière incidente, tandis que leur vitesse ne dépend, 
d’après (95.9), que de la fréquence « de la lumière; ce sont donc deux 
particularités de l'effet photoélectrique dont l'interprétation se heurte à 
des difficultés de principe en théorie classique. La formule (95.21) nous 
fournit également la répartition angulaire des photoélectrons. Comme 
l’angle 6 est évalué par rapport à la direction de propagation de la lumière 
et l’angle © par rapport à celle du vecteur électrique, et comme le maximum 
de l'effet photoélectrique se situe pour 0 = + x/2, © = 0, on en conclut 
que la majorité des électrons émis se propagent le long de OZ, qui est la 
direction du vecteur électrique de l’onde lumineuse. 

A mesure qu’augmente la fréquence de la lumière incidente, la vitesse 


des photoélectrons augmente et le facteur (- — cos | * de (95.21) com- 
mence à jouer un rôle de plus en 

C0S6mas plus important; de ce fait le maxi- 
IF: mum de l'émission photoélectrique 

se déplace vers des angles 6 plus 
petits, donc vers la direction de pro- 
pagation de la lumière. Ce résultat 
est conforme à l'expérience. La fig. 75 
représente les résultats expérimen- 
taux; le long de l’axe des ordon- 
nées sont portées les valeurs du 
cosinus de l’angle 6 formé par la 
direction de propagation de la lu- 
mière et la direction du maximum 


CRT 05 


Fig. 75. Décalage en avant du maximum 
de l'effet photoélectrique. 
Oinax angle formé par la direction de propagation 


de la lumière et la direction du maximum de l'émis- 
sion photoélectrique, B — v/c. 


d'émission de photoëlectrons; en 
abscisses on porte la vitesse des 
photoélectrons en prenant pour unité 
de vitesse la vitesse de la lumière. 
La valeur zéro de cos 0 corres- 
pond à la direction du vecteur élec- 


trique de l’onde lumineuse et la valeur cos 0,,— 1 à la direction de propagation 
de la lumière. La fig. 75 montre une bonne concordance entre théorie 
(courbe en trait plein) et expérience (points figuratifs). A l’aide de la formule 
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(95.21) on peut calculer la valeur absolue de l'effet photoélectrique. D'habi- 
tude on commence par calculer le. coefficient d’absorption + de la lumière 
incidente. On procède alors de la façon suivante. 

Considérons une couche de matière d'épaisseur Ax irradiée par un 
flux lumineux S. Si 1 cm$ de matière renferme # atomes, le nombre d'actes 
d’ionisation pouvant se produire par seconde dans le volume 1 cm° X Ax 
sera 


1 cm?-Aen( Po (E, 9, o) dQ. 


L'énergie qui sera alors absorbée sera égale au produit de la quantité 
ci-dessus par fre (puisque chaque acte d’ionisation s'accompagne de l’ab- 
sorption d’un quantum h«). D'autre part la quantité d'énergie qui pénètre 
dans cette couche est égale à 1 cm°® X S. Par conséquent la diminution que 
subit le flux d'énergie S lors de la traversée d’une couche de matière d’épais- 
seur Ax est égale à 


AS = — honAx( PE, 6, ©) d©2. 


En y portant P,(E, 0, ®) de (95.21) nous obtenons 
AS = — fon Ax bu" S( HP 


[ 1— © cos | 
c 
En posant 
(ee dQ. (95.23) 
v 4 
1— — cos 9) 
C 
on obtient 


AS = —=$ Ar. 


Il en résulte que = est le coefficient d’absorption. Le nombre d’atomes 
contenus dans l'unité de volume est proportionnel à la densité 9 de la 
matière: 


= 6,02-10% £_. 
À 
où À est le poids atomique. Portant cette valeur de n dans (95.23) et en 
posant 


b' = 6,02-107 bh \ sin° 0 cos? ® dO, 
A v 4 
{: —— cos 0 ] 
c 
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on obtient le coefficient massique d'absorption 


Ds D. (95.24) 

p 12 
Cette dépendance avec la fréquence est corroborée par les données expé- 
rimentales sur l’absorption des rayons X. On doit cependant noter que 
la formule (95.24) a été établie pour l'absorption par la couche électro- 
nique K. En réalité l'absorption s’effectue simultanément par plusieurs 
couches électroniques. Nous n’examinerons pas ici les complications qui 
en résulte et nous renvoyons le lecteur aux ouvrages spécialisés 1). 


1) M. Stobbe, Annalen der Physik, 7, 661 (1930); A. Sommerfeld, 
C. Shur, Annalen der Physik, 4, 409 (1930). 


CHAPITRE XVI 


PASSAGE DES MICROPARTICULES À TRAVERS 
LES BARRIÈRES DE POTENTIEL 


$ 96. Position du problème 
et étude des cas les plus simples 


S'il existe deux régions de l’espace dans lesquelles l’énergie d'une 
particule est plus petite que sur la surface de séparation de ces régions, 
on dit que celles-ci sont séparées par une barrière de potentiel. 

La fig. 76 donne un exemple particulièrement simple d’une barrière 
de potentiel unidimensionnelle. En ordonnées on a porté l'énergie poten- 
tille U (x) et en abscisses la coordonnée x de la particule. Au point x, l’éner- 
gie potentielle présente un maximum UV. Tout l'espace —00 < x< -- 0 
est divisé en ce point en deux régions: x < Xÿ et X > xo Où U < Um. 
La signification du terme «barrière de potentiel » apparaît clairement 
en considérant le mouvement de la particule dans le champ U (x), confor- 
mément aux lois de la mécanique classique. L'énergie totale E de la par- 
ticule est égale à 


p? 
= — + U(x), (96.1) 
24 

où p est l'impulsion de la particule, y: sa masse. On en tire l'impulsion 
de la particule 


po =+V2u EU). (96.2) 


Les signes + et — sont choisis suivant le sens du déplacement de la 
particule. Si l'énergie E de la particule est plus grande que la « hauteur » 
Un de la barrière, la particule la franchit sans aucune difficulté de gauche 
à droite si l'impulsion initiale p > 0, ou de droite à gauche si l'impulsion 
initiale p < 0. 

Supposons que la particule se déplace de gauche à droite avec une 
énergie totale E plus petite que U». En un point x, son énergie poten- 
üelle U (x;,) devient égale à Æ, et comme p (x) = 0, la particule doit s’ar- 
rêter; comme toute son énergie s'est transformée en énergic potentielle, 
la particule amorcera un mouvement en sens contraire, ce qui signifie que 
le point x, est le point de retour. Par conséquent si £ < U,», la particule 
venant de gauche nc pourra pas traverser la région du maximum de poten- 
tiel (x — x,) et ne pourra donc pénétrer dans la région x > x,. De niême 
si la particule se déplace de droite à gauche avec E < U, elle ne pourra 
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pas dépasser le second point de retour x:. où U(x.) = E (fig. 76). On 
en conclut que la barrière de potentiel est une barrière « non transpa- 
rente» pour toutes les particules dont l'énergie E est inférieure à Um 
(elle est par contre « transparente » pour toutes les particules ayant une 
énergie E > Uh»). C'est ce qui explique l’expression «barrière de potentiel ». 


Fig. 76. Barrière de potentiel unidi- Fig. 77. Barrière de poten- 
mensionnelle. tiel la plus simple qui soit. 


L'évolution des phénomènes qui se manifestent à proximité d’une 
barrière de potentiel est cependant toute différente lorsqu'il s'agit du 
mouvement de microparticules dans des champs d’étendue microscopique, 
donc de mouvements dont l'étude ne peut ignorer les effets quantiques. 
Nous verrons ci-dessous que dans ces conditions, contrairement aux 
conclusions de la mécanique classique, les particules dont l'énergie E 
est plus grande que la hauteur U,, de la barrière sont partiellement réflé- 
chies par celle-ci, tandis qu'une fraction des particules dont l'énergie est 
inférieure à U peuvent traverser la barrière de potentiel. 

Pour s’en rendre compte considérons une barrière de potentiel aussi 
simple que celle représentée fig. 77. On suppose que l'énergie potentielle 
U (x) de la particule est nulle partout sauf dans la région 0 & x < /, où 
elle présente une valeur constante U,. Une telle barrière constitue un 
cas idéal irréalisable dans la pratique, mais qui permet de dégager les 
aspects du problème qui nous importent. Nous pouvons supposer que 
cette barrière de forme rectangulaire s'obtient par une déformation conti- 
nue de la barrière étalée de la fig. 76. 

Cherchons les états stationnaires d'une particule en mouvement dans 
le champ de cette barrière de potentiel. En désignant par L'(x) l'énergie 
potentielle l'équation de Schrôdinger s'écrit 

ES LU U = Ey. (96.3) 
2u dx 

Dans ce qui suit nous indiquerons les différentiations de d par rapport 

à x par Ÿ’ et d’’; en adoptant les notations utilisées en optique 


k == 28 26 U(x)]— Ken». (96.4) 
F3 Fe 
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où 7 (x) est l’indice de réfraction (cf. $ 36), nous écrirons l’équation (96.3) 
sous la forme suivante 


DL kan? (x) = 0. (96.5) 
L'équation (96.5) donne trois équations pour les trois régions de l’espace: 
g" + ki p=0, x < 0, U (x) =0, (96.5) 
PH kim ()h=0, OLx<I U(x) = Um, (96.57) 
Y'+k8d = 0, x> 1, U (x) = 0. (96.5) 
On peut écrire aussitôt les solutions de ces équations 
D (x) = 1 (x) = Aeke + Be%e, (96.6) 
ÿ (x) = Ya) = aeËrnr + Ben, (96.6') 
9 (À) = Ym (x) = ae + bee, (96.6) 


où 4, B, «, f, a et b sont des constantes arbitraires. Ce ne sont cepen- 
dant que des solutions générales des trois équations indépendantes (95.5’) 
(95.5’’) (95.5°”), et elles ne peuvent normalement définir une seule fonction 
d'onde suffisante pour décrire le comportement d’une particule en mou- 
vement dans le champ de force U (x). Pour que ces trois solutions déter- 
minent effectivement une seule fonction d’onde 4 (x) il faut satisfaire 
à des conditions aux limites que nous allons préciser. 

Nous supposerons pour cela que U (x) et donc n (x) sont des fonctions 
monotones de x. En intégrant (96.5) à proximité de x — 0, on obtient 

+4 +4 


\ L” dx + ke \ n° (x) Ÿ dx = 0. 
_—4 —4 
d’où 
+a 
ÿ'(+A)— ÿ'(—A) = —kÈ \ ne (x) (x) dx. (96.7) 
—à 


Passant à la limite A —> 0, nous obtenons la première condition aux 
limites ) 


ÿ' (+0) = #'(—0). (96.7') 

La seconde condition aux limites résulte de la continuité des fonctions 
d’onde 

ÿ (+0) = ÿ (—0). (96.7) 


Comme le point x — 0 que nous avons choisi ne présente aucune par- 
ticularité, les conditions (96.7’) et (96.7) doivent être satisfaites en tout 
point, notamment au point x — /. 

Pour qu’on puisse considérer la solution (96.6) des trois équations 
(96.5) comme une solution limite de l’une de ces équations chaque 


1) Cf. annexe VIII. 
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fois que l’on passe d’une variation monotone de U (x) à sa variation 
par saut, il faut qu’aux points x — 0 et x — / ces solutions satisfassent 
aux conditions aux limites (96.7’) et (96.7°): 


Yi (O= Yn (0), Yr1 (0) = Yi (0), 
Ya) = YmG), Ya) = Ÿm ui 
En y substituant les expressions (96.6) des fonctions, on obtient 
A+B=a+Rf, | 


(96.8) 


Ko (A =“ B) = iko lim [C2 — B), 
a ekenml B ent — gekd + bed 
kom (er — Be erml) = ik, (ae*d — be-k}), 


(96.9) 


Nous avons ainsi quatre équations pour 6 inconnues. Le choix arbitraire 
des constantes tient à ce que l’on peut avoir des ondes qui arrivent sur 
la barrière en venant aussi bien de droite que de gauche. 

Si nous prenons par exemple, 4, B#%0 et b—0Q, Aeïkz peut 
être considéré comme une onde incidente, Be-%** comme une onde 
réfléchie et aeïk* comme une onde passante. Si nous avions posé b # 0, 
cela aurait signifié qu’il existe encore une onde incidente de l’autre côté 
de la barrière. En mécanique classique ces différentes possibilités corres- 
pondent aux cas de particules arrivant sur la barrière en venant de gauche 
ou de droite. 

Pour être concret nous considérons le cas où les particules tombent 
sur la barrière en venant de gauche. On doit poser alors b — 0. En outre, 
nous pouvons, sans aucune restriction, prendre pour unité l’amplitude 
de l’onde incidente: 4 — 1. Les équations (96.9) s’écrivent alors 


1+B=a+$, 
ane 0 
a ekvml + B ekenml — ae, | (96.10) 
7m (ae%enml — 6 e—ennt) — ge, 
Ces équations algébriques nous donnent 
2 67 nm ( SE fm) 
ee ieriml (+ nm} — ekeiml G— nn) 
rl __ 
B = — 2 D. à , (96.12) 
een (1 + me — nt 1 — nn) 
Fe (em! > em) 1— 1m} , (96.13) 
eut 1 + ne) — eo (1 — nm) 
an 


cel (1 + m9) — em (1 — na) 


= 


, (96.11) 


aexd — (96.14) 
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Si l'énergie Æ de la particule est plus grande que la hauteur U;, de la 
barrière, l’indice de réfraction 7" est une quantité réelle. L’intensité de 
l'onde réfléchie | B|* est alors égale à 
pee 401 nm) sin? (Konml) 
CL + nm) + (À — nm) — 2 (1 — nË)? cos (2 kml) 
et l’intensité de l'onde passante est égale à: 


» (96.15) 


16 nr, : 
A + nm) + (1 — nm) — 2 (1 — n9,)° cos (2 konml) 


En utilisant la formule de la densité de courant nous pouvons calculer 
le flux de particules dans l'onde incidente (J,), dans l'onde réfléchie (J,) 
et dans l’onde passante (J,). D’après (29.6) nous avons 


es 


lai = 


(96.15") 


= 141 =- = —he pp, Je) (0616 
p ue u 


Le rapport du flux de particules réfléchies au flux de particules incidentes 


Il _ I8F 
Jo IAF 


est appelé coefficient de réflexion. Le rapport du flux de 
particules passantes au flux de particules incidentes 
Ja __laï 


Jo 1AF 
est appelé coefficient de transparence de ia barrière 
de potentiel. 


Jl s'ensuit de la loi de conservation du nombre de particules (équation 
de continuité pour le courant) que 


R+D=I (96.19) 


(les expressions de R et de D données ci-dessus permettent de se rendre 
compte de ce résultat). 

Selon la mécanique classique, si E > Um, on doit avoir R=— 0, 
D =]: la barrière est parfaitement transparente. Mais (96.15) montre 
que | B|? Æ 0, de sorte qu’en mécanique quantique on a R> 0, D < 1. 
Les particules sont en partie réfléchies de la même façon que le sont les 
ondes lumineuses à l’interface de deux milieux. 

Si l'énergie E de la particule est inférieure à la hauteur U;, de la bar- 
rière, la mécanique classique impose une réflexion totale D —0, R=— 1, 
ce qui signifie qu'aucune particule ne peut pénétrer à l’intérieur de la 
barrière. En optique ce cas correspond à une réflexion totale interne. 
Conformément à l'optique géométrique les rayons lumineux ne peuvent 
pénétrer dans le second milieu. 


=|BF—=R (96.17) 


=|aF=D (96.18) 
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Une étude plus détaillée basée sur l’optique ondulatoire montre qu'en 
réalité, même dans le cas d’une réflexion totale, le champ de l’onde lumi- 
neuse pénètre dans le milieu qui détermine la réflexion, et si le milieu est 
constitué par une plaquette de très faible épaisseur, une partie de la lumière 
incidente passera au travers. Pour le cas E < U,, (réflexion) la mécanique 
quantique aboutit à une conclusion analogue à celle de l’optique ondu- 
latoire (cf. $ 36). En effet lorsque E < U; l’indice de réfraction nn est 
une quantité purement imaginaire (cf. (96.4). On posera donc 


rm = dirais RE: (96.20) 


En portant (96.20) dans (96.14) nous pouvons calculer | a |?. En supposant 
que eklnmll > 1 on a 


16 | ren |? 
A+ l nm FY 


En désignant le terme fractionnaire par D, (il n’est pas très différent 
de 1) et en utilisant la valeur de k,, il vient 


D=lal= e-2hinmlr. (96.21) 


D 
D= De 3 V4 Un- ET (96.22) 
Ceci montre que lorsque E < Un, contrairement aux conclusions de la 
mécanique classique, les particules traversent bien la barrière de potentiel. 

Le phénomène du passage de particules au travers de la barrière de 
potentiel a reçu le nom d'effet tunnel!. 

L'effet tunnel ne sera notable que lorsque D n’est pas trop petit, c’est-à- 
dire lorsque 


À VZ Un Er 1. (96.23) 


Il est facile de voir que l’effet tunnel n’est susceptible de se manifester 
que dans le domaine de phénomènes à l'échelle microscopique. Ainsi 
si on prend (Un — E) 1071 erg (10 eV environ), u 10727 g (masse 
de l’électron) et / & 1078 cm, de l’équation (96.22) on tire D &e”t, Mais 
si nous prenons par exemple / = 1 cm, la même formule nous donne 
D= &"1%, Si la masse de la particule et la différence Un — E sont plus 
grandes que ci-dessus, D s’en trouvera encore diminué. On peut montrer 
également que si l'énergie des particules augmente, leur réflexion devient 
de plus en plus petite et finalement la mécanique quantique rejoint la 
mécanique classique. 


1) Pour la première fois cet effet à été considéré par L. Mandelstamm et M. Léon- 
tovitch lors de l'étude de la théorie quantique de l’oscillateur anharmonique (cf. $ 67). 
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La formule (96.22) que nous avons établie pour le cas d'une barrière 
de potentiel rectangulaire peut être étendue aux cas de barrières de forme 
arbitraire. Nous allons procéder à cette généralisation par une voie simple 
qui n’est cependant pas tout à fait rigoureuse. 

Considérons la barrière de potentiel U(x) représentée fig. 76. On 
peut la représenter de façon approximative comme une succession de 
barrières rectangulaires d’épaisseur dx et de hauteur U (x). Sur la figure 
ces barrières rectangulaires sont hachurées. Une particule d'énergie E 
pénètre dans la barrière en un point x = x, et en sort en un point x = x2. 
D’après (96.22) le coefficient de transparence d'une barrière élémentaire 
est égal à 
D'= Die 3 VAUG F4 
(la variation de l'énergie potentielle U(x) doit être suffisamment lente 
pour pouvoir prendre dx aussi grand que possible). Le coefficient de 
transparence de toute la barrière de potentiel doit être égal au produit 
des coefficients de transparence de toutes les barrières élémentaires. Les 
exposants figurant dans la formule de D’ s’additionnent et on obtient ?) 


Ta 


5 à] Viu 10 (2-5) dx (96.24) 
D=Dg  * 


$ 97. Pseudo-paradoxe de l’effet tunnel 


A première vue le passage des particules au travers des barrières de 
potentiel apparaît comme paradoxal. En effet lorsqu’une particule d’éner- 
gie totale E inférieure à la hauteur U,, de la barrière se trouve à l’inté- 
rieur de la barrière de potentiel, elle doit présenter une énergie cinétique 


2 
= a. négative, puisque selon la mécanique classique l'énergie totale 


[T3 
est égale à la somme des énergies potentielle et cinétique: 


— LE + U (x). 
2H 
2 

Dans la région où U(x) > E, PE < 0; or c’est absurde puisque l'im- 


pulsion p est une grandeur réelle. Or d’après la mécanique classique ce 
sont précisément ces régions qui restent inaccessibles aux particules. 
Cependant la mécanique quantique admet que des particules se trouvent 
à l’intérieur de ces régions « interdites ». II semble donc que la mécanique 


1) On peut établir cette formule d’une façon plus rigoureuse par la méthode de 
l'approximation quasi classique ($ 37). 
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quantique admettrait que l'énergie cinétique d’une particule soit négative 
et que son impulsion soit une quantité imaginaire. C’est cette conclusion 
qui constitue le paradoxe de l'effet tunnel. 

En fait il n’y a là aucun paradoxe, c’est le raisonnement qui est faux. 
L'effet tunnel étant un effet quantique (lorsque À -> 0 le coefficient de 
transparence D (96.24) tend vers zéro), il ne peut être analysé que dans 
le cadre de la mécanique quantique. Ce n’est qu’en mécanique classique 
que l’on peut considérer l'énergie totale d’une particule comme la somme 


3 
de ses énergies potentielle et cinétique. La formule E — + U(x)impli- 


que que nous pouvons connaître simultanément les valeurs de l'énergie 
potentielle U (x) et de l’énergie cinétique T. Cela veut dire que nous attri- 
buons simultanément des valeurs déterminées à la coordonnée x et à 
l'impulsion p de la particule, ce qui est en contradiction avec la méca- 
nique quantique. En mécanique quantique il est absurde de subdiviser 
l'énergie totale en énergie potentielle et en énergie cinétique et par consé- 
quent il n’y a aucun paradoxe, puisque l’idée même de paradoxe résulte 
de ce qu’on considère que l’énergie totale E est la somme de l'énergie 
cinétique (qui est fonction de l’impulsion) et de l'énergie potentielle (qui 
est fonction des coordonnées). 

11 nous reste à examiner s’il ne pourrait se produire qu’en mesurant 
la position de la particule on arrive à constater sa présence à l’intérieur 
de la barrière de potentiel, son énergie totale étant alors inférieure à Un. 

On peut fort bien déceler une particule à l’intérieur d’une barrière 
de potentiel même lorsque E < Um. Cependant, si on précise la coor- 
donnée x de la particule, la relation d'incertitude impose que la disper- 
sion sur la valeur de l'impulsion (Ap}° s’accroisse, de sorte que l’on ne 
peut plus affirmer que l'énergie de la particule, dont on a déterminé la 
position, soit toujours égale à E (cf. $$ 14, 15). 

La formule du coefficient de transparence montre que les particules 
ne pénètrent dans la barrière que jusqu’à une profondeur /, dont la valeur 
est donnée par l'égalité (96.23). Pour déceler une particule à l’intérieur 
de la barrière de potentiel nous devons fixer sa coordonnée avec une pré- 
cision Ax < /. Mais alors se manifeste inévitablement une dispersion de 


a : 2 
son impulsion (Ap} > Re La . En y substituant /? de (96.23) 
4(Ax} 4F 
on arrive au résultat suivant 
(An 
Gr} > Un — E. (97.1) 


24 


La variation d'énergie cinétique déterminée par la mesure doit être supé- 
rieure à la différence centre la hauteur Un de la barrière et l’énergie de 
la particule. 
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Donnons un autre exemple encore pour illustrer cette conclusion. Supposons 
que pour déterminer la position de la particule à l’intérieur de la barrière de potentiel, 
nous utilisons le procédé suivant: on envoie un pinceau de lumière perpendiculaire- 
ment à la direction de propagation de la particule; si le pinceau subit une diffusion, 
on peut affirmer qu’il a rencontré une particule sur son trajet. 

Nous avons établi ci-dessus que la précision de nos mesures doit être telle que 
Ax < [, mais d'un autre côté il est impossible de délimiter un faisceau lumineux pour 
que sa largeur soit inférieure à la longueur d'onde à des radiations utilisées. Par consé- 
quent Ax > À et la longueur d'onde doit donc être inférieure à [, c'est-à-dire 


h 


À _—_—_—_— ———— (97.2) 
2F2u (Um — E) 

Comme À = 2 xc/o, w étant la fréquence des oscillations lumineuses et c la vitesse 

de la lumiere, il s'ensuit que 


Bo° > 32 r°uc2 (Un — E). 


Les énergies auxquelles on peut avoir affaire en mécanique non relativiste doivent 
être plus petites que l'énergie propre de la particule uc° et par suite 


ho > Um —E, (97.3) 


l'énergie des quanta de la lumière utilisée doit donc être plus grande que la différence 
entre la hauteur de la barrière de potentiel et l'énergie de la particule. 

Cet exemple illustre la nécessité d'utiliser pour la mesure de la coordonnée d’une 
particule des appareils de mesure possédant une énergie suffisamment grande pour 
pouvoir localiser la particule. 
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Si on applique à un métal utilisé en qualité de cathode un champ 
électrique de grande intensité (de l’ordre de 108$ V/cm), sous l'action de 
ce champ des électrons sont arrachés au métal et il s'établit un courant 
électrique. Cet effet est appelé auto-émission (ou émission froide). 
U se laisse aisément interpréter sur la base de la théorie quantique du 
passage de particules au travers d’une barrière de potentiel; pour l’essen- 
tiel, cette interprétation cadre bien avec l'expérience. 

Dans ce paragraphe nous donnerons la théorie de cet effet, qui 
constitue un exemple simple de l’application de la théorie de la traversée 
des barrières de potentiel. Considérons d’abord les traits dominants du 
mouvement des électrons dans le métal en l’absence de champ électrique 
extérieur. 

Pour extraire un électron du métal il faut dépenser un certain travail. 
On en conclut que l'énergie potentielle de l'électron est plus petite dans 
le métal qu’en dehors de celui-ci. La façon la plus simple d'exprimer ce 
fait est de poser que l'énergie potentielle de l’électron est égale à zéro 
à l’intérieur du métal, et à C > 0 en dehors du métal; la répartition de 
l'énergie potentielle est alors telle que représentée fig. 78. En simplifiant 
ainsi l'allure réelle de l'énergie potentielle nous nous imposons d’avoir 
en fait affaire dans le métal à un champ moyen. En réalité à l'intérieur 
du métal le potentiel varie d’un point à un autre avec une période qui 
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est égale au paramètre du réseau cristallin. Notre hypothèse simplificatrice 
rejoint donc l'hypothèse des électrons libres. puisqu'en posant U (x) = 0 
on suppose que sont supprimées toutes les forces agissant sur les électrons. 
Dans le cadre de notre exposé nous ne pouvons analyser la validité de 
notre approximation L3 mais nous noterons cependant que l’hypothèse du 
«gaz électronique » permet d’in- 

: Û terpréter nombre d'effets observés 
Metal  j Vide dans les métaux. ce qui la légi- 
time dans une certaine mesure. 
Dans ce «gaz» la répartition 
des électrons d’après leurs éner- 
gies est telle que la plupart des 
électrons ont des énergies E <C 
(au zéro absolu des températu- 
res les électrons occupent tous 
les niveaux compris entre E -: 0 


Fig. 78. Champ à la surface d'un métal) © Æ=Eo < C5 £e est appelé 
La ligne en trait plein correspond à l'absence de champ  CIICTBIE AU zéro absolu, cf. & 120). 
appliqué, la ligne en pointillé correspond au cas où  Désignons par J, le flux d'élec- 
cr PS Dee Sno csPPeralt frons, dirigé de l'intérieur du 
métal à sa surface. Comme l'éner- 
gie des électrons est £ < C, la totalité de ce flux est réfléchie sur le saut 
de potentiel C qui s'établit à la frontière métal-vide. 
Supposons que l’on applique un champ électrique & orienté vers 
la surface du métal. A l’énergie potentielle U(x) de l'électron (fig. 78) 
vient s'ajouter alors l'énergie potentielle de l'électron dans le champ 
continu $ qui vaut — e8x (—e est la charge de l'électron). L'énergie 
potentielle totale de l’électron devient égale à 


U'(x)=UVU()—esSx=C—esSx (x > O0), 
U'(x) = 0 (x < O0). 


La courbe de l’énergie potentielle est maintenant de la forme représentée 
en pointillé sur la fig. 78. On notera qu'il est impossible de eréer un 
champ important à l’intérieur du métal; la variation de U (x) ne se mani- 
feste qu’en dehors de celui-ci. 

Nous voyons qu'une barrière de potentiel s'est ainsi établie. D’après 
la mécanique classique un électron ne peut traverser la barrière de poten- 
tiel que si son énergie E > C. Il n'existe dans le métal que très peu 
d'électrons ayant une énergie supérieure à C (ces électrons déterminent 
l'existence d’une faible émission thermionique). Par conséquent, d’après 
la mécanique classique, l’application d’un champ électrique ne saurait 
faire apparaître un courant électronique. Cependant si l'intensité $ du 


(98.1) 


1) Voir, par exemple, A. Abrikossov, /ntroduction à la théorie des métaux 
normaux, M., 1972 (en russe). 
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champ appliqué est suffisamment grände, la barrière sera étroite, la variation 
d’énergie potentielle sera tellement forte que les électrons traverseront 
la barrière de potentiel et la mécanique classique devient inutilisable ?). 
Calculons le coefficient de transparence de cette barrière pour des 
électrons se déplaçant le long de l’axe OX et dont l'énergie est E-. D’après 
(96.24) il s’agit de calculer l’intégrale 
TZ: 
S= (Ze T0 — Erdr, 
2 
x, et x2 sont les coordonnées des points de retour. Le premier de ces 
points.a pour. coordonnée x, = 0, puisque pour toute valeur de l'énergie 
Ez < C, la droite horizontale E; représentant l’énergie de mouvement 
le long de OX intercepte la courbe de l'énergie potentielle en x = 0. Le 
deuxième point x. correspond, ainsi qu’on peut le voir sur la fig 78, à 


Er: =C—eSx:; 
d’où 
_ C—Er 
= eé 

On écrira donc 

C-Er 

OT Nat 

S = | ViuiC—eSx— El dx. (98.2) 


Introduisons la variable d'intégration £ — x; nous aurons alors 


T£z 


3 (C— Er RS 2 C—E;PP 
s = Var EE ( Fi de 2 CEE > : (98.3 
e 3 es 
0 
Le coefficient de transparence D pour des électrons ayant le long de OX 
une énergie de mouvement E, est égal à 


_4 Va cer 

| 3h &S 
D (Ex) = Die À (98.4) 
La valeur de ce coefficient dépend de E;, mais comme C > E:, le coef- 
ficient de transparence moyen (par rapport à l’énergie des électrons) est 
de la forme 
: & 


D=D%e &%, (98.5) 


1) Si l’application du champ réduisait la hauteur de la barrière de potentiel 
jusqu’à ce qu'elle devienne inférieure à &,, la mécanique classique conduirait au 
même résultat. Mais le courant serait alors énorme, puisque les électrons se pré- 
cipiteraient en masse à travers la barrière. En fait on observe un accroissement pro- 
gressif du courant à mesure qu’on fait croître l'intensité du champ apphqué. 


436 PASSAGE À TRAVERS LES BARRIÈRES DE POTENTIEL [CH. XVI 


où D, et 8, sont des constantes dont les valeurs dépendent du métal 
utilisé. Le courant de auto-émission est égal à 


J@=ZD=A4e &. (98.6) 


Cette dépendance du courant avec l'intensité du champ a été confirmée 
par l'expérience 1). 


$ 99. Barrière de potentiel tridimensionnelle. 
Etats quasi stationnaires 


Les problèmes concernant le passage de particules à travers une bar- 
rière de potentiel, que nous avons traités aux $$ 97 et 98, présentaient 
la particularité que l’on y considérait un flux de particules venant de 
l'infini et rencontrant sur son chemin une barrière de potentiel. Par la suite 
nous aurons à considérer des cas (théorie de la désintégration radioactive, 
auto-ionisation des atomes) où on aura affaire à des flux de particules 
issus d’une région restreinte de l’espace (noyau atomique, atome) déli- 
mitée par une barrière de potentiel. 

Considérons une sphère de centre O et de rayon r, (fig. 79, a) à la 
surface de laquelle l'énergie potentielle U (r) prend sa plus grande valeur, 
de sorte que pour r < r», U < Un et pour r > ro U < Um. La fig. 79, b 
représente la variation de U(r). Supposons que nous voulons étudier 
le passage à travers la barrière de potentiel de particules qui se trouvent 
initialement à l'intérieur du volume qu’elle délimite. En admettant qu'il 


Ÿ 
[M 
a 
| 
| 
DU, me 7 
a) ë) 


Fig. 79. Barrière de potentiel délimitant une région fermée (r < re). 
n'existe pas de particules qui bombardent de l'extérieur la surface de notre 
sphère, nous n’aurons à prendre en compte à l'extérieur de celle-ci que 
les ondes qui s’en éloignent 


W=C, k>0. (99.1) 
r 


1) Celle-ci a été faite par P. Loukirsky. 
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Nous appellerons cette condition la condition d'émission. 
11 est évident que l'équation de Schrôdinger 


Mn = — pe + UC (99.2) 


ne peut avoir dans ce cas que des solutions non stationnaires. Appliquons 
la loi de conservation du nombre de particules à une sphère de rayon r: 


F\ gg do = — (3 ds = — (re dû. (99.3) 
v S 
Utilisant (99.1) il vient 
_ h [ga8 20 je) _ AICE 
À . (Ÿ ôr êr ÿ = ur? (94) 
et par suite 
s{ ptodo=—/# cp <0. (99.5) 
LA & 


Ceci montre que le nombre de particules contenues dans une sphère de 
volume F décroît constamment, de sorte que ne peut être une fonction 
harmonique du temps. 

Le problème de l'écoulement de particules à travers une barrière de 
potentiel peut être traité en partant de l’équation (99.2) avec la condi- 
tion initiale imposant que la fonction ‘(r, 0) ne soit différente de 
zéro qu’à l’intérieur du volume délimité par la barrière (ce qui revient 
à dire qu'à l’instant r —0 la particule se trouvait au-dedans de la barrière). 
On peut cependant imposer une autre condition, presque contraire à la 
première, à savoir que l’écoulement des particules dure depuis longtemps, 
de sorte qu’un nombre appréciable de particules se trouvent déjà au-delà 
de la barrière. C’est cette dernière situation que nous allons étudier de 
plus près, puisqu'elle permet d’effectuer dans l'équation (99.2) la sépara- 
tion des variables r et 1. Posons dès maintenant 


. Et 


PE D=vee ?. (99.6) 


La quantité E sera une quantité complexe, et on ne pourra pas l’assi- 
miler à l’énergie des particules (voir ci-dessous). Nous poserons 1) 


EE 69.7 


?) U apparaît de (99.6) ct (99.7) que si on prenait À = 0, on aurait obtenu des 
res stationnaires, ce qui est en contradiction, d’après (99.5), avec la condition 
émission. 
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D'après (99.6) et (99.7) le nombre moyen de particules contenues dans le 
volume PV, sera alors épal à: 


ND =oté de = 6-2 {440 8 O de. 


v. 


où 


N(t) = ex N(0). 


Fig. 80. Barrière de potentiel 
délimitant une région fermée 
(r < r1) et ayant une forme rec- 


Ye 


(09.8) 
Nous appellerons la quantité À cons- 
tante de désintégration. En 
substituant (99.6) dans (99.2) on obtient 


pipe EL 
2 VUE [ dt ] + 
(99.9) 
Pour dégager l'aspect essentiel du problè- 
me nous considérerons l'exemple simplifié, 
d’une barrière de potentiel ayant la forme 


représentée fig. 80. Pour simplifier encore 
les calculs nous prendrons des états de 


tangulaire simple. moment orbital nul: / —0. En posant 
courbe d d'énergie potentielle 0. re Um 
ane un puits de potentiel qui sc forme alors 
PE pes ER ne dE) = 20, (99.10) 
ralssant dans ce puits 
on tire de (99.9) 
— + UOu=(E— + LA ee (9-11) 


Conformément à notre hypothèse concernant la forme de U (r) l’équa- 
tion (99.11) se scinde en trois équations: 


u“+ku—=0 (O<r<r), (99.12) 
u"—œqœu—0 (nn <r<ra), (99.127 
u"+kKu—0 (rs<r), (99.12) 
avec. 

Mets ®), = un—Et+e). 6913 

Les solutions de ces équations sont de la forme 
uy —= A'etkr L Betkr (0 <r < r;), (99.14) 
Un = œeT + Pere (1 <r<r) .(99.14°) 
un = aeikr + betkr  (r: < r). (909.14) 
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De la condition que % doit avoir une valeur finie au point r = 0, il 
s'ensuit que 


A'=—8B, u, = À sin kr. (99.15) 
D'autre part la condition d'émission impose que b = 0 (il n'existe que 
des ondes sortantes). Les conditions aux limites pour r=n et r=r: 


se ramènent, comme nous l’avons vu au & 96, à l'égalité des fonctions 
et de leurs dérivées premières: 


A sin kr, = em: + Bern, (99.16) 

KA cos kr, = q(xet — Be) pour r = r, (99.16") 
œelrs + Pets = gen, (99.17) 

q (œems — Be v:) = ikaeÏ: pour r = r.. (99.17) 


Nous disposons cette fois-ci de quatre équations homogènes pour les 
quatre coefficients 4, «, 8, a. Il est donc nécessaire que le déterminant 
À du système d’équations (99.16) .et (99.17) soit égal à zéro. On arrive 
sans difficulté à l'équation suivante 


A(k) = e[£ Lgkr— 1j + ef £igan + 1]= 0 (99.18) 


où / est l'épaisseur de la barrière r.—r,. L’équation (99.18) est une 
équation transcendante en k. En admettant que gl > 1, nous allons cal- 
culer en approximation les racines de cette équation. Dans l’approxima- 
tion d’ordre zéro nous pouvons négliger les termes en e—#, ce qui nous 
donne 


_ tg kn+1=0. (99.19) 
C’est une équation exacte en ce qui concerne le calcul des valeurs pro- 


pres du puits de potentiel (0, r;, Um) représenté fig. 80 pour rs = ©. 
Il existe dans un tel puits de potentiel des niveaux discrets (pour E < U»}). 


En désignant par ko Ko +. Kom . - ., les racines de l’équation (99.19), 
l'énergie de ces niveaux sera  éele (d'après (99.13)) à 


Si À = 0 les racines seront réelles et de l’ordre de 1/r,?). Nous Gb 
nons dans ce cas des états stationnaires. Lorsque la barrière a une lar- 
geur finie, le comportement asymptotique de l’énergie potentielle est tel 
que U(r),,% < E et au lieu du spectre discret (99.20) nous obtenons un 
spectre continu. Cependant la condition d’émission impose une sélection 
dans le spectre continu de niveaux d'énergies peu différentes de Ex, 


1) Pour un puits de potentiel suffisamment profond (Un -> ©) 4n > © et au 
lieu de (99.19) nous aurons tg kr:=0, ka = Tr, n=1, 2,3 


p. 
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mais ces niveaux ne sont pas des niveaux stationnaires (Ar # 0). Lorsque 
An est petit ils seront presque stationnaires, ou quasi station- 
naires (cf. $ 67). Déterminons la valeur de ?;, en supposant qu'elle 
est petite. Pour cela nous développerons en série le terme en et de (99.18) 
suivant les puissances de Ak —k—ks, ko étant l’une des racines de 
l'équation (99.19) pour les états stationnaires du puits de potentiel; dans 
le terme en e—# nous substituerons k == kç. En remarquant que 


dq k ko 
— = ——, te kr, = — ; 
dk q Po CO 
nous obtenons 
° 2 2 
2e + Ed + eau KO + @ (1 à pr) Ak+...— 0. 
ai + ki ko "7 


On en tire Ak. 
La petite correction à la partie réelle de k, peut également être négligée, 
comme ne présentant aucun intérêt. La partie imaginaire sera égale à: 


3 E— ko) = 2 (AK) = ko 46% ko d (99.21) 


+ KG) (1+q1) ° 
En négligeant dans (99.13) la petite correction à la partie réelle de k, nous 
pouvons poser ee = k?. On obtient de (99.13) 


= ko— TE. (99.22) 


En comparant cette égalité à l'expression précédente de Ak nous en 
déduisons 


ñ 8k3 93 
à À Bkod _ _,-2. 99.23 
m (où + 45)° (1 + 9071) Fr 


Puisque Ak,/u est la vitesse v, de la particule à l’intérieur de la bar- 
rière et k, & Ifr, = 1/ro (ro — rayon du puits de potentiel), nous obte- 
nons de (99.23) et (99.13) 


- 2 yruts-5 1 
PU M (99.24) 


2r 


Cette formule s’interprète fort simplement: —— est le nombre d’impacts 


Le 
par seconde de la particule sur la paroi de la barrière, et le facteur expo- 
nentiel est le coefficient de transparence. 
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Notons encore quelques particularités du problème que nous venons d'étudier . 
Le fait que le vecteur d’onde k a une valeur imaginaire entraine que l'intensité de 


l'onde rayonnée -L ettr croit indéfiniment à mesure que l’on s'éloigne de la barrière 
r 
de potentiel 


À 
dort 
aetér se 2kRh 


r 


Yi = 
r 
La croissance de mx est imposée par la condition selon laquelle il ne doit y 
avoir qu'émission de particules; elle correspond à ce qu'aux plus grandes distances 
de la barrière on trouve partout des particules qui avaient été émises à des instants 
où l'intensité] br |? à l’intérieur de la barrière était plus grande. Nous n’avons cepen- 
dant pas tenu compte dans nos calculs de ce que l’émission a bien commencé à un 
certain moment (c'est-à-dire qu’elle n'a pas duré depuis 1 = — ©) et que Id |? avait 
unc valeur finie au début de l'émission .Par conséquent notre conclusion que Ÿrr1—> © 
pour r — oo, conclusion qui concerne les particules qui avaient été émises il y a très 
longtemps, est inexacte, et la solution à rase nous sommes arrivés n’est valable 
ah 
0 
À 


que pour de petites valeurs de r, pour r < 


u 

Notons encore qu’en se basant sur la formule (99.7) on fait usage dans les publi- 

cations de l'expression «énergie imaginaire ». H convient de remarquer que cette 

expression a une signification purement formelle. L’état que nous avons déterminé 
m#t _ 2, 

dAt)ægome À? À? (99.25) 


n'est pas un état stationnaire caractérisé par une valeur bien déterminée de l'énergie 
(les états stationnaires sont des fonctions harmoniques du temps). 


Pour calculer la probabilité de trouver pour cet état telle ou telle 
autre valeur de l’énergie on doit développer en série Ÿ (r, r) suivant les 
fonctions propres Y£(r) de l'opérateur À. Puisque U (r) > 0 les valeurs 
propres de cet opérateur forment un spectre continu 0 < E < + 
(cf. $ 49). Si nous posons 

. Et 


MODE \ C(E)e ? Ye ME, (99.26) 
0 


la probabilité recherchée est w (£) dE = | C(E) |? dE. On nc peut cepen- . 
dant utiliser pour le calcul de C (E) la fonction } (r, £) (99.25), puisqu'elle 
n’est valable que pour des valeurs de r pas trop grandes. Aussi utiliserons- 
nous un procédé indirect qui consiste à admettre que %(r, r) se com- 
porte convenablement à l'infini et que la valeur initiale de % (r, 0) n’est 
sensiblement différente de zéro qu’à l’intérieur de la barrière de poten- 
tiel; la forme de la fonction Ÿ (r, 0) doit exprimer le fait qu’à l'instant 
t = 0 la particule se trouve dans le volume délimité par la barrière. Cal- 
culons l’amplitude a(t) caractérisant la présence de %(r, 0) dans l’état 
ÿ (r, t). Nous avons 


a(t) =( p* (r, 0) Ÿ (r, r) do. (99.27) 
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En substituant ici les expressions de 4 (r, 1) et de 4* (r, 0) données par 
(99.26) et en profitant de l’orthogonalité des fonctions £{r), nous 
obtenons 


D. Et D Et 
—i — — — 
at=| e * C(E)C*(E) dE = | e ? w(E)dE. (99.28) 
0 0 
La quantité P(r) = |a(r) |? définit évidemment la loi de décomposi- 
ton de l’état 4 (r, 0). La formule (99.28) montre que la forme de cette 
loi dépend de la répartition de l’énergie à l’état initial w(E) dE 1). 
Revenons à notre problème. Choisissons pour 4 (r, 0) une forme telle 
qu’à l’intérieur de la barrière on ait d(r, 0) — 4, (r) et à l'extérieur de 
la barrière 4 (r, 0) — 0. En portant l'expression (99.25) dans (99.27) nous 
pouvons maintenant ignorer l’accroissement de 4, (r) au-delà de la barrière, 
puisque dans toute cette région % (r, 0) — 0. Puisqu’à l’intérieur de la 
barrière 4 (r, 0) et 4, (r) se confondent, et en supposant que Ÿ (r, 0) avait 
été normé à l'unité, nous obtenons 


afj=e À 32 . (99.29) 


Il est facile de se rendre compte à l’aide de (99.28) que w (E) dE doit être 
égal à ?): 
dE 


w (E)dE = _ (99.30) 


nn 
Er + À 


Nous avons obtenu ainsi la formule de dispersion pour la répartition de 
l'énergie. La quantité AE — 22 est appelée largeur du niveau 


quasi stationnaire E,. En désignant par + = 1/À la durée de 
vie moyenne des particules dans l’état 4 (r, 0) — ,(r), on peut écrire 


AEr=— . (99.31) 


qui exprime la corrélation entre la largeur du niveau quasi stationnaire 
et la durée de vie des particules sur ce niveau. 


8 100. Théorie de la désintégration radioactive (3 


Il est bien connu qu’un grand nombre d’éléments radioactifs se désin- 
tègrent en émettant des particules «. Une fois éjectée par le noyau, la 
particule « portant deux charges positives (+-2e) est accélérée par le champ 


1) Ce théorème a été établi par N. Krylov et V. Fok (JETF 17, 93 
(1947). 

3) Dans le cas considéré l'intégrale (99.28) se laisse calculer aisément au moyen 
du résidu dans le plan complexe. 
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coulombien du noyau, dont la charge est Ze (Z est le numéro atomique 
de l'élément après éjection d’une particule «, Z = Z’—2, si on désigne 
par Z’ le numéro atomique de l'élément avant désintégration). 

La grande stabilité des particules « permet de supposer qu'elles existent 
dans les noyaux en tant que des constituants simples des noyaux ato- 
miques 1). Il est bien évident qu'une particule « ne peut subsister longue- 
ment dans un noyau que si la région avoisinante est une région où son 
énergie potentielle est minimum dans un champ coulombien. L'énergie 
potentielle coulombienne d’une particule « qui est égale à 2 Ze®?/r, r étant 
la distance entre le noyau et la particule, croît à mesure que cette dis- 
tance diminue, suivant la courbc en pointillé de la fig. 81. Par conséquent 
un minimum d'énergie potentielle ne peut apparaître à proximité du 
noyau que si la particule « se trouve soumise à petite distance du noyau 
à d’autres forces encore. Ces forces sont les forces nucléaires qui agissent 
entre les nucléons; ce sont des forces très importantes qui ne se mani- 
festent qu’à très courte distance. Ce sont précisément ces forces qui déter- 
minent la transition brusque entre la répulsion coulombienne et l’attrac- 
tion qui se manifeste à proximité immédiate du noyau (courbe en trait 
plein de la fig. 81). Cette évolution du potentiel est désignée sous le nom 
de formation d’un puits de potentiel. Sous l’action de telles 
forces une particule æ& se trouvant 
dans la région r < ro, où s’exercent 
les forces d’attraction, restera pendant 
longtemps à l’intérieur du noyau. 


Voyons comment se produit la 
désintégration «. Pendant longtemps 
ce fut une énigme. Kelvin supposait 
que les particules émises par un élé- 
ment radioactif s’y trouvaient dans un 
état de bouillonnement et de temps en 
temps une particule acquérait un ex Û0r rm f% B r 
cédent d'énergie par rapport à l'énergie ne 
moyenne, suffisant pour surmonter la Re A de AL 
barrière, se trouvait ensuite accélérée « en fonction de la distance au noyau 
par le champ de répulsion et acquérait (r, Um, r). La même courbe sous 
alors une grande énergie. forme schématisée (r, Um, ro) 

2 , (décroissance rapide après re). 

Mais Rutherford a démontré que 
cette conceplion imagéc était en contradiction avec l’expérience. Nous 
allons décrire ces expériences. 

Rutherford bombardait avec des particules « émises par le thorium 
C” des atomes d’uranium radioactifs. L’énergie des particules « émises 


\zzeÿr 
\ 


M 


= 1340 erg 
F=65-10 Serg 


1) Cette hypothèse n’est nullement obligatoire. Il est tout à fait possible que les 
particules « se forment avant éjection à partir de particules plus simples: neutrons 
et protons. Nous admettons dans ce qui suit que les particules x sont constamment 
présentes dans les noyaux. 
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par le thorium C’ vaut 13-10$ erg. Les particules de cette énergie peu- 
vent surmonter la barrière de potentiel et s’approcher très près du noyau 
des atomes bombardés. Evaluons la distance de séparation minimum 7”, 
entre une particule « et le noyau bombardé. Il est évident que r, est la 
distance à laquelle l’énergie potentielle de la particule 2Z'e?/r, devient 
égale à son énergie cinétique initiale; donc 2Z'e?/r, — 13-10-$ erg, Z’ est 
le numéro atomique de l’uranium égal à 92; on en tire r, — 3-10 cm 

Les résultats expérimentaux montrent que la diffusion de ces par- 
ticules correspond rigoureusement à celle que l’on doit observer pour 
une particule « soumise à l'action d'un champ coulombien. Cela signifie 
que les forces nucléaires ne se manifestent qu’à des distances inférieures 
à 3-10 cm. Par conséquent les particules « incluses dans le noyau se 
trouvent à l’intérieur d’une région dont le rayon est plus petit que 3-10712 cm. 

D'autre part l’uranium est lui aussi un élément radioactif qui émet 
des particules «. Les mesures de l’énergie de ces particules donnent une 
valeur de 6,6-10"% erg. 


Ces particules « sont éjectées du noyau, donc d’une région dont l’éten- 
due est inférieure à 3-10 cm. Etant ensuite accélérées par le champ cou- 
lombien du noyau, elles devraient y acquérir une énergie égale à la hauteur 
de la barrière de potentiel (fig. 81) ct en tout cas supérieure à 13-107$ crg. 
Or tout se passe comme si elles étaient éjectées d’une région de rayon 
r = 6-10 cm. Les résultats de l'expérience conduisaient, du point de 
vue de la physique classique, à une situation paradoxale: on devrait 
admettre que le champ coulombien du noyau exerce son action sur les 
particules « incidentes, mais pas sur celles qu’éjecte ce même noyau, ou 
bien admettre que la loi de conservation de l'énergie est en défaut dans 
la désintégration radioactive. 


La mécanique quantique arrive à résoudre ce paradoxe par le passage 
des particules par effet tunnel à travers la barrière de potentiel séparant 
la région d'attraction (r < r,) de la région de répulsion (r > ro). 

Le paradoxe disparaît alors puisqu’une particule se trouvant à l’inté- 
rieur du noyau, tout en ayant une énergie plus pctite que la hauteur de 
la barrière, peut néanmoins la traverser. D’autre part une particule inci- 
dente ne sera que rarement captée par le noyau, la barrière qui l’entoure 
étant peu transparente et la durée de séjour de la particule à proximité 
du noyau étant très courte. De ce fait la diffusion des particules « inciden- 
tes résulte de l’action des forces coulombiennes qui se manifestent au-delà 
de la barrière de potentiel. L’hypothèse selon laquelle la transparence 
de la barrière doit être petite se trouve confirmée par les données sur 
la durée des périodes de désintégration radioactive « qui sont fort impor- 
tantes. 

En utilisant la théorie du passage des particules à travers les barrières 
de potentiel, il est facile de formuler en termes mathématiques ces consi- 
dérations qualitatives sur la désintégration radioactive et de calculer le 
coefficient À caractérisant celle-ci. Rappelons la définition de cette constante. 
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Si nous désignons par N le nombre d’atomes n'ayant pas subi de désin- 
tégration à l'instant r#, dN sera posé égal à 
dN=—2Nd, N(t)=N(0)e”*. (100.1) 


Nous utiliserons pour le calcul de la constante de désintégration À 
la théorie quantique de la pénétration des particules à travers les barrières 
de potentiel, exposée au paragraphe précédent. Conformément à cette 
théorie on doit considérer les particules « se trouvant au sein des noyaux 
atomiques comme se trouvant dans un état « quasi stationnaire». Sizs 
est la vitesse des particules se trouvant dans cet état-là, r, le rayon de 
la barrière et D son coefficient de transparence, nous avons 


1=# 0. (100.2) 
2" 
Il ne nous reste qu’à calculer D. Comme dans notre cas la barrière 


présente une configuration plus compliquée que ci-dessus, au lieu de 
(99.24) nous utiliserons la formule suivante (cf. (96.24)): 


CS PRES 
= A Die [ Parent (100.3) 
° 


Il s'ensuit de la fig. 81 que le premier point de retour r; est précisé- 
ment r, (rayon du noyau atomique), tandis que le second (r.) se laisse 
déterminer à partir de la condition 


2 
2Z# = E, Fe = 22e . (1 00.4) 
ra E 
Par conséquent 
2ze 


"a E 
s= [Ve TU — Eidr =V7u ( V2 —E à. (100.5) 
" 


Te 


En introduisant la nouvelle variable E — ”- nous obtenons 
en 
s=22e || V1. (100.5') 


En posant encore £ — cos* u, il devient facile de calculer l'intégrale et 
d'arriver aux résultats suivants: 


S= Ze! VÆ (uy—sin 29), | 
7 (100.6) 
COSUp = —2 — _nE. : | 
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Profitant de ce que le rapport r./r, est inférieur à l'unité, développons 
en série #, et sin 2 #, suivant les puissances de r,/r. (il suffit de ne retenir 
que les deux premiers termes): 


SR SV Var (100.7) 
v 


v représente ici la vitesse de la particule qui, loin du noyau, vaut V2Elu. 
Aussi la formule de la constante de désintégration (100.3) se présente 
sous sa forme développée comme suit 


= De exp a AreZ tele V7) ; (100.8) 
2urg ho ñ 
ou encore 
_ _ 45eZ 4eVu 5 h De | 
In À ne + SE VZro + > LR (100.9) 


Le résultat le plus remarquable est l'existence d’une corrélation cntre 
À et la vitesse v des particules «. L'existence de cette corrélation avait 
été établie expérimentalement par Geïger et Nattall bien avant que soit 
établie la théorie quantique du phénomène de désintégration «. 

Nous voyons d’autre part que In À dépend du numéro atomique Z 
de l'élément (Z — Z’— 2) ainsi que du rayon du noyau atomique. 

L'expérience indique que les constantes de désintégration varient 
dans de très larges limites: depuis 106 s-1 jusqu’à 10-1851. La théorie 
aurait été assurément fausse si elle avait exigé une variation aussi large 
des paramètres dont dépend la valeur de À. Une conséquence remarquable 
de la formule (100.9) est que les valeurs des rayons des noyaux que l'on 
déduit des valeurs expérimentales de À sont toutes comprises entre 
5-10" cm et 9-10" cm, donc dans des limites fort étroites. Les diffé- 
rences entre les valeurs de À pour différents éléments sont déterminées 
non par les différences du rayon de leurs noyaux atomiques, mais bien 
par les valeurs de l'énergie des particules émises. On peut estimer que 
la théorie est encore confirmée par ce que À ne varie que peu avec r, et 
fortement avec v 1). 


$ 101. Ionisation des atomes 
dans les champs électriques intenses 


De même qu’en soumettant un métal à l’action d’un champ électrique 
intense on observe une émission d'électrons (auto-émission électrique 
$ 98), on observe que dans un gaz l’application d’un champ électrique 
intense provoque l’arrachement des électrons des atomes de ce gaz. On 


1) Pour une étude détaillée de la théorie de la désintégration radioactive voir 
A. Davydov, Théorie du noyau atomique, M., 1958 (en russe). 
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désigne parfois ce phénomène sous le nom d'effet d'auto-émission des 
atomes: la cause de cet effet apparaît dès que l’on examine la courbe 
de la variation de l'énergie potentielle de l’électron d’un atome soumis 
à l’action d’un champ électrique extérieur. Désignons par U (r) l'énergie 
potentielle de cet électron en l'absence de champ électrique extérieur. 
Soit OZ la direction du champ électrique extérieur $. L'énergie poten- 
tielle de l’électron devicnt alors égale à 


U'(r>}=U(r)+esSz. (101.1) 


Considérons l’évolution de l'énergie potentielle le long de l’axe OZ 
(x = y = 0,r = |2:1). En l’absence de champ extérieur ($ — 0) U’ = U(r) 
et l'allure de sa variation est donnée par la courbe en pointillé de la fig. 82. 
L'énergie potentielle supplémentaire e$z apparaissant en présence d’un 
champ appliqué est donnée par la droite en pointillé aa’. L'énergie poten- 
tielle totale U” qui est égale à la somme des énergies précédentes est repré- 
sentée fig. 82 par la courbe en trait plein a'b’ et ab. Nous voyons ainsi 
qu’à proximité du point z, apparaît une barrière de potentiel, divisant 
l’espace en deux régions distinctes: la région interne z >.:, et la région 
externe z < :0: à l’intérieur de chacune de ces régions l’énergie potentielle 
U'est plus petite que U'(z5) = Un. On a indiqué sur la fig. 82 deux niveaux 
d’énergies E” et E". Si l'énergie E — E° > Un l'électron ne sera pas retenu 
par l’atome et il s’éloignera dans la région des = négatifs. Mais si l'énergie 
E = E' < U;. l’électron doit rester. conformément aux lois de la méca- 
nique classique, dans la région interne. Mais selon la mécanique quan- 
tique, même dans ce cas, unc infiltration d'électrons au travers de la bar- 
rière de potentiel peut se produire. 
On se trouve donc dans une situa- 
tion analogue à celle que nous 
avons examinée dans la désintégra- 
tion radioactive. 

Dès lors il est tout à fait facile 
d'expliquer la cause de l'ionisation 
des atomes par un champ électrique 
extérieur. Dès que l’on applique le 
champ il se forme une barrière 
de potentiel, à travers laquelle les 
électrons s'échappent dans l’espace 
environnant. Si la hauteur U,, de 
la barrière est plus petite que l'é- 
nergie des électrons, ceux-ci passent 
« par-dessus » la barrière et se conforment aux lois de la mécanique clas- 
sique. La mécanique classique admet donc. elle aussi, la possibilité de 
l’ionisation des atomes dans un champ électrique extérieur. La seule 
différence réside en ce que, selon les lois de la mécanique quantique, l’io- 
nisation des atomes doit se manifester pour des intensités de champ 


Fig. 82. Addition du champ de l'atome 
et du champ appliqué. 


448 PASSAGE À TRAVERS LES BARRIÈRES DE POTENTIEL [CH. Xvi 
= …—…—…—…… "… .—…—"— —….…. …"…_—… …_—_—_-— _ ——————…—…—…—…—… — ———  ——— — 


électrique plus petites que celles que prévoit la mécanique classique, 
puisque selon la mécanique quantique, il n’est pas nécessaire que l'énergie 
des électrons soit supérieure à la hauteur de la barrière pour que puisse 
se produire une ionisation des atomes. Il est clair que si le champ appliqué 
est faible, la largeur de la barrière sera grande et sa transparence très 
petite. 

On peut mettre en évidence l'effet d’auto-ionisation de la manière 
suivante: supposons que nous ayons repéré une raie spectrale déterminée 
par une transition électronique de l'état E” à l’état E, (fig. 82). À mesure 
qu'on augmente l'intensité du champ électrique appliqué, cette raie se 
déplace (effet Stark) et si l'intensité devient suffisamment forte pour que 
la transparence de la barrière devienne grande, l'électron se trouvant à 
l'état E’ aura plutôt tendance à s'échapper de l'atome en traversant la 
barrière (ionisation) qu’à retomber à l'état inférieur (E,) avec émission 
de lumière. Par suite l'intensité de la raie spectrale ira en diminuant 
jusqu’à sa disparition complète. Cet effet peut s’observer sur les raies 
de la série de Balmer de l'hydrogène atomique !). 

Pour mettre en évidence l'influence de l'intensité du champ électrique 
appliqué sur le processus d’auto-ionisation. on aménage l'expérience de 
façon que les différentes composantes de la raie spectrale soient déter- 
minées par l'émission de lumière par des atomes se trouvant soumis à 
l'action de champs de différentes intensités. Le volume de gaz lumines- 
cent est placé dans un champ électrique dont l'intensité croît dans une 
direction parallèle à la fente du spectroscope (jusqu’à un maximum, au-delà 
duquel il décroît). La photographie de la fig. 53 illustre les résultats d’une 
telle expérience. Les lettres 8. y, à, :. Ÿ indiquent les différentes raies de la 
série de Balmer (Hg désigne la transition x = 4 > n =2, H, la transition 
n=5>n-2, Hs la transiionn=6>n-—2 et Hn=7>n—2). 
L'intensité du champ électrique croît de bas en haut. Les raies 
apparaissant en blanc sur la photographie sont les raies correspondant 
à une seule et même intensité de champ. L'examen de la photographie 
montre qu'au début les raies commencent à éclater, le taux d'éclatement 
croissant avec l'intensité (l'éclatement de la raie Hg permet de bien dis- 
cerner les raies correspondant à l'intensité maximum). Pour une certaine 
valeur de l'intensité du champ appliqué la raie spectrale disparaît. 

La comparaison du comportement des raies , +, à, e montre qu'elles 
disparaissent dans l'ordre :, à, y (la raie 8 ne s'estompe pas entièrement 
dans les champs utilisés). Cet ordre correspond à l'accroissement de 
l'énergie de l’état excité. Il ressort de la fig. 82 que plus l'énergie de 
l'électron est grande, plus se trouvent réduites la largeur et la hauteur 
de la barrière de potentiel, autrement dit plus cette barrière est transpa- 


3) Notons qu'il est difficile dans ce cas de déterminer le nombre d'électrons 
arrachés aux atomes par le champ appliqué, car dans les conditions d’une décharge 
gazeuse il est difficile de préciser à quelles causes on doit attribuer la croissance du 
courant électronique. 
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rente. Nous voyons ainsi que l’ordre dans lequel s'estompent les raies 
spectrales correspond bien à notre interprétation du phénomène basée 
sur la notion de l'effet tunnel. La disparition des composantes rouges 
des raies dissociées se produisant avant celle des composantes violettes 
se laisse également interpréter en procédant à une étude plus poussée des 
fonctions d’onde de l’électron. Les états qui correspondent aux raies 
déplacées vers le rouge se caractérisent par ce que l'intensité du nuage 
électronique est plus forte à proximité de la barrière que celle des états 
correspondant aux composantes violettes. Ce fait favorise l’ionisation. 

Nous allons formuler d'une manière plus concrète les conditions qui 
doivent être réunies pour qu’une raie spectrale disparaisse en présence 
d'un champ électrique. Soit 1/+ (+ est la durée de vie à l'état excité) 
la probabilité de transition de l’électron à l'état de plus faible énergie. 
La durée de vie de l'électron dans l’état excité + & 108 s. La probabi- 
lité de transition par seconde à l'état de plus faible énergie vaut 1/-. 
D'autre part la probabilité de l’effet tunnel (de l’ionisation) sera égale 
comme dans le calcul de la désintégration radioactive au nombre d’impacts 
de l’électron sur la paroi de la barrière de potentiel par seconde, mul- 
tiplié par le coefficient de transparence D. L'ordre de grandeur du nombre 
d’impacts électronique est v/2r,, v étant la vitesse des électrons et r, le 
rayon de la barrière de potentiel, qui est approximativement égal au rayon 


a de l'orbite électronique. La vitesse est de l'ordre de x — IE ir 
ue 
| E| étant l'énergie et la masse de l’électron. 
Par conséquent 
D = Hioes: (101.2) 
2" u à 
A Ca k° e PTS 
puisque E = — PS a = li Il en résulte que la probabilité d’auto- 
a 


ionisation vaut 1016 D s-l. Pour que l’auto-ionisation soit le processus 
dominant (ce qui est la condition de la disparition de la raie spectrale 
considérée) il faut que 1/7 < D-1016, ou D > 1078. 

La théorie quantitative de l’auto-ionisation est en bon accord avec 
l'expérience 1). 


1) H. Bethe, E. Salpiter, Quantum mechanics of one and two-electron 
atoms, Berlin, Springer Verlag, 1957. 


CHAPITRE XVII 


PROBLÈME DE PLUSIEURS CORPS 


$ 102. Remarques générales sur le problème 
de plusieurs corps 


On peut étendre les lois de la mécanique quantique décrivant le com- 
portement d’une seule particule au cas où on a à considérer le mou- 
vement de plusieurs particules. Il suffit pour cela de procéder à l'instar 
de la mécanique classique et de considérer le système à N particules comme 
une seule particule ayant 3W degrés de liberté (compte non tenu du spin 
des particules: si on en tient compte on aura 4N degrés de liberté). Ainsi 
tous les principes généraux de la mécanique quantique applicables aux 
systèmes possédant plusieurs degrés de liberté peuvent être immédiate- 
ment étendus à l’étude de systèmes comportant N particules. On devra 
cependant tenir compte de certaines particularités propres aux systèmes 
comportant N particules et que l’on doit étudier tout spécialement. 

Les particularités les plus importantes se dégagent en considérant les 
systèmes composés de particules identiques. Nous aurons à les étudier 
de manière détaillée dans ce qui suit. Les propriétés des systèmes com- 
posés de particules identiques constituent un des chapitres les plus impor- 
tants de la mécanique quantique. Nous reporterons cependant à plus 
tard l’étude de ces particularités du système de particules identiques pour 
étudier d’abord certains problèmes communs à tous les systèmes de 
particules. 

Tout d’abord nous devons savoir si tout ensemble de particules peut 
être assimilé à un système mécanique possédant un nombre de degrés 
de liberté correspondant au nombre de particules. A cette question on ne 
peut répondre que par la négative. On ne peut assimiler un système consti- 
tué par plusieurs particules de coordonnées x:J'12,, XoŸ2Z9, . .., XNYNZN 
à un système mécanique possédant 3N degrés de liberté que s’il n’existe 
pas entre ces particules de forces retardées (ou encore si ces forces sont 
traitées en approximation). Cela signifie que toutes les forces d’inter- 
actions existantes ne doivent dépendre que des valeurs instantanées des 
grandeurs mécaniques caractérisant les particules (par exemple, de leurs 
coordonnées et de leurs vitesses à un instant donné), et doivent donc 
être indépendantes des valeurs que possédaient ces grandeurs à un instant 
antérieur, comme cela se produit dans le cas de forces retardées. Cette 
condition n’est pas seulement imposée par la mécanique quantique, puis- 
qu'elle existe également en mécanique classique. 
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Explicitons cette condition en prenant pour exemple les forces d'’inter- 
actions de nature électromagnétique. Désignons par r;x la distance sépa- 
rant la particule j de la particule k. Le temps requis pour qu’une perturba- 
tion électromagnétique se propage d'une particule à l’autre sera égal 
à + = rjxfc, c étant la vitesse de la lumière. On ne peut considérer que 
les forces d’interaction qui se manifestent sont instantanées que si durant 
le temps + la distance de séparation des particules ne s'est modifiée que 
faiblement. Si v;x représente la vitesse relative des particules le long de 
rje, la variation que subit r;x durant le temps 7 est égale à Arjx = jet = 
— HETE de sorte que la condition qui nous importe s'exprime par 
c 


Uk er. 
IR rx OÙ EC. 


Les vitesses de déplacement des particules l’une par rapport à l’autre 
doivent donc être notablement plus petites que la vitesse de la lumière c. 
Il s’ensuit que cette condition sera toujours remplie tant que l'on reste 
dans le domaine des vitesses non relativistes. 

Si par contre » c, nous devrions tenir compte non seulement des 
effets relativistes et quantiques, mais encore associer aux équations carac- 
térisant les propriétés mécaniques des particules les équations du champ 
électromagnétique régissant la propagation des interactions entre les 
particules. 

Toutes ces questions se situent en dehors du cadre du présent ouvrage 
et ne sont pas encore résolues d’une façon générale par la théorie 
moderne !). 

Mais tant que v<& c, nous pouvons assimiler la mécanique quantique 
d’un système de particules à celle d’une seule particule possédant un grand 
nombre de degrés de liberté. 

Considérons un système de N particules de coordonnées xzyzzx (k = 
= 1,2,3,..., N) et de masses mx; la fonction d’onde Ÿ dépendra dans 
ce cas, comme il est usuel, des coordonnées de tous les degrés de liberté 
du système, ainsi que du temps f, et sera donc fonction de 3N + 1 argu- 
ments ?): 


(I nn Ÿ (xs Vas Z19 + XEs Vhs Zks +) XN3 YNs ZN t). (102.1) 


Cette fonction est donc définie dans un espace à 3N dimensions, appelé 
espace de configuration du système. L’appellation de 
cet espace fictif vient de ce que la spécification des coordonnées d’un 


1) Voir à ce sujet: W. Heitler, The quantum theory of radiation, Oxford, 
1954; P.A.M. Dirac, Principes de mécanique quantique, Oxford, 1958; 
G. Wentzel, Introduction à la mécanique quantique des champs d'ondes, et 
surtout A. Akhiezer et V. Berestezki, Electronique quantique, M. 
1969 (en russe). 

*) Pour ne pas encore compliquer le problème, nous négligerons ici le spin des 
particules. 
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point de cet espace correspond à celle des trois coordonnées (xx, x, zx) 
de toutes les particules (k = 1, 2, 3,..., N) du système, et par conséquent 
à la définition de la position de toutes les particules du système dans un 
espace à trois dimensions, donc de la configuration du système. Tout 
point de l’espace de configuration caractérisé par 3N coordonnées (x, }:, 
Zi. XN5 J'N, ZN) est dit point représentatif du système. 

Désignons par dQ un élément de volume infiniment petit de l’espace 
de configuration 


dQ = dx, dy, dz, ... dxx dyx dzx ... dxx dyx dix. (102.2) 


La probabilité w de ce que le point représentatif se trouve à l’intérieur 
de l'élément de volume dQ de l’espace de configuration à l'instant r, donc 
la probabilité d’une telle configuration du système à l'instant r que les 
coordonnées d'une première particule sont comprises entre x, et x; + dx, 
Pa Ct Ya + dr, Z1 et z, + dz,, et de la k-ième particule entre xx et xx + dxx, 
pe ct Ye + dyr, zx et zx + dzx, est donnée par 


W (XP 215 + ee KE Vs Ze + + XN YN, 2N, 1) dQ = d* d dQ. (102.3) 


En plus de l'élément de volume (102.2) nous prendrons encore en 
considération des éléments de volume de différents sous-espaces tels que 
dQx, dQxs, ..., etc., qui sont définis par les formules suivantes 


dQ = dxe dyx dzx dx, (102.4) 
dQ = dxyx dyx dzz dx; dy; dz; dQxs, etc. (102.4) 


L'intégration de (102.3) par rapport aux coordonnées de toutes les par- 
ticules sauf la k-ième, donc par rapport à dQx nous fournit la probabilité 
de ce que les coordonnées de la k-ième particule se trouvent comprises 
entre xx, Xk + dxx, Yr, Ye + dy, 2x, zx + dzx, quelles que soient les 
positions de toutes les autres particules, ce qui revient à dire que nous 
déterminons ainsi la probabilité de présence de la k-ième particule en 
une position spatiale donnée. Si nous désignons cette probabilité par 
w(Xx, Ye, Zk, 1) nous pouvons écrire: 


w (xx, Ja, 2e, ?) dxx dyx dzx = dxx dyx du o*bdQx. (102.5) 


De même la quantité 
W (x Yi 2h Xÿ Yi 29, 1) dxx dyx dix dx; dy; dzj = 


= dxx dyx dzx dx; dy; dz; \ * ddQz; (102.5) 


représente la probabilité de ce que la k-ième particule se trouve à pro- 
ximité du point xxyezr et la j-ième particule se trouve au même instant 
à proximité du point x;}z; Ceci montre que, connaissant la fonction 
d'onde ‘% définie par rapport à l'espace de configuration, nous pouvons 
déterminer à l’aide de (102.3) la probabilité d’occurrence d’une certaine 
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répartition du système, à l’aide de (102.5) la probabilité de présence en 
un point donné de n’importe quelle particule et à l’aide de (102.5’) la 
probabilité de présence en deux points donnés de deux particules, et ainsi 
de suite. En utilisant les formules générales de la mécanique quantique, 
la décomposition de ‘} suivant les fonctions propres de l’opérateur concerné, 
on arrive à calculer les probabilités de trouver une certaine valeur de 
n'importe quelle grandeur mécanique. 

Nous supposerons que la fonction d’onde d(x;,,...,:x,t) satisfait, 
tout comme la fonction d'onde d’une seule particule, à l'équation de 
Schrôdinger 


iñ - = H%, ! (102.6) 


À représentant ici le hamiltonien d’un système de particules. Par analogie 
avec la fonction hamiltonienne de la mécanique classique d’un système 
de N Rae de masses m,,...,mx,..., “à 


n= ÿ | 


où Uz (xx, x, 2e, 1) est la fonction de force de la k-ième particule soumise 
à l'action d’un champ extérieur, et Ur; (xx, . . ., z;) est l’énergie d’inter- 
action de la &-ième et de la j-ième particules; le hamiltonien À figurant 
dans (102.6) s’écrit sous la forme: 


5» JE Zk 1 ER + Ur (xks Yes Zi Xÿ, Vh Zi) 
PA 1 


s N 
H= + Ur Cr, Jr, 2h, 0] + 
1 2m 
N 
+ D Usa ya, 2e x J'5, 3j), (102.67) 
: KE 1 
où 


mnt, A ., À 
cg 


cp? er 


Ïl est entendu que ce hamiltonien n'est rien d’autre qu’une généralisation 
du hamiltonien d’une seule particule 1). 

On peut tirer de l'équation (102. 6) l’équation de continuité pour la 
probabilité w définie par rapport à l’espace de configuration. Il suffit 
pour cela de multiplier (102.6) par %* et de soustraire du produit obtenu 
la quantité conjuguée. Compte tenu de l'expression (102.6) du hamil- 
tonien, on obtient alors 


in À (4° 9) =—*+ D = (GAZ à D — VE L*). 


1) On pourrait écrire le hamiltonien correspondant au cas où le système est 
soumis à l’action d’un champ magnétique, et où l’on tient compte du spin. Il serait 
égal à la somme des hamiltoniens des différentes particules, avec en plus des termes 
caractérisant des interactions mutuelles des particules. 
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En posant 
Je = 7 (D Ve D — D Vaÿ), (102.7) 
2mx 
où V£ est un opérateur dont les projections sont = Vas nous 


Oxx CYr dx 
pouvons écrire la formule que nous venons d'obtenir sous la forme suivante 


ML Sd Ik=0 (102.8) 
êr 2 PEN a 


Cette équation montre que la variation de la probabilité d'une certaine 
configuration w est déterminée par le flux de cette probabilité. Jx est 
une fonction des coordonnées de toutes les particules (ainsi que du temps) 
et exprime la densité de courant déterminé par le mouvement de la k-ième 
particule, les coordonnées de (N — 1) autres particules restant invariables. 
Pour calculer la densité de courant j£ de la particule & pour n'importe quelle 
répartition de toutes les autres particules, on intègre (102.7) par rapport 
à toutes les coordonnées à l’exclusion de celles de la k-ième particule: 


je Cas, Vas 26 D = \ Je Cr ee Xe Vis 2-21) d@. (102.9) 


Ce courant satisfait lui aussi à l'équation de continuité, mais dans un 
espace à trois dimensions. Intégrons en effet (102.8) par rapport à dQ4: 


a 
(+ (Xp... 2x, 1) dQx = 


vs 


a 
( Ww(x,...,2N, 1) dQx = es W (xx, Je. Za.t). 


D'autre part nous pouvons écrire 


N - x 
dive- Ji di = | dive 31 dQ + S' | dive Jr dOu. 
21 &° Ji du x Je dQx à) £° Je dQ+ 


Or comme dQ+ incorpore les coordonnées de toutes les particules sauf 
la k-ième (cf. (102.4)), les intégrales de la forme | div Jx dQx peuvent 


être transformées en des intégrales de surface, qui seront égales à zéro 


si  s'annule à l'infini. Par contre dans l'intégrale | dive JsdQx la diffé- 


rentiation et l'intégration s'effectuent par rapport à des variables diffé- 
rentes, ce qui fait que l’on a 


(aie Jad Or = dive \ Jed Où = divers. 
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Nous arrivons ainsi à la loi de conservation pour chacune des particules 


Fee n A] + diveje (xx px ze, 1) = 0, (102.10) 


exprimée cette fois dans l’espace tridimensionnel (xx, Yx, zx). 


$ 103. Loi de conservation de l’impulsion 
totale d’un système de microparticules 


Il est bien connu en mécanique classique que l'impulsion totale d’un 
système de particules, qui ne sont soumises qu’à l’action de forces inter- 
nes, est constante. Le centre de gravité du système se meut alors par inertie 
de façon uniforme suivant une trajectoire rectiligne. Si le système est 
soumis à des forces externes, la variation par unité de temps de l’impulsion 
totale est égale à la résultante de toutes les forces externes agissant sur 
les particules du système. Nous allons montrer que ces résultats de la 
mécanique classique restent valables en mécanique quantique. Pour ce 
faire, commençons par définir l'opérateur impulsion totale Ê de toutes 
les particules du système. Par opérateur impulsion totale de tout le système 
de particules nous entendrons la somme des opérateurs impulsion Ê: 
de toutes les particules, # = 1, 2, 3,..., N: 


N N 
P-SP--n SV (103.1) 


Calculons l'opérateur de la dérivée par rapport au temps de l'impulsion Ê. 
D'après les formules générales de Ja mécanique quantique nous avons 


db 


dE 2 LAB — PA). (103.2) 
[4 
En y portant # de (102.6’) et en remarquant que Ê est commutatif avec 
N 
l'opérateur énergie cinétique des particules f=_T 9" — Vi, nous 
KA ME 


obtenons 


=> Ur + È uu)[ > v)— 


rt kæj-1 k=1 
N È x \ 
| we) | SE u+ > Us}} (103.2) 
CES Cat KEJ-1 


On remarque encore que 


un( VA J-(È%) Ue==Vo Ur. (103.3) 
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N 
Calculons maintenant la permutation de l'opérateur 5° Vx et de l'énergie 
ke] 


mutuelle des FRS Re " Uxz. Nous supposerons que les forces agissant 


entre les particules ne dépendent que des distances de séparation rz; entre 
les particules, de sorte que Ur; = Uxy(rxs). Dans ces conditions ne peu- 


vent agir sur Ur; que les équations Y4 figurant dans la somme 2 V£pour 


lesquels k’ — k ou k’=— j: autrement dit n’agit sur Uz; due le couple 
d'opérateurs V£ + V;. Nous avons donc 


Us (Ve + V5) — (Ve + Vi) Unes = — Ve Ur — Vi; Urs, (103.4) 
mais comme 


VaUr; = ni Vars = #4. = ViUr; = LE Vi = = 
_ dm en 
drkj rt; 
on doit avoir 
VaUr; + ir; = 0. (103.5) 


Cette dernière égalité exprime la loi d'action et de réaction. 1] en découle 
que la permutation des opérateurs (103.4) a pour résultat une valeur nulle. 
On obtient donc 

NX 
PE ES VeUr ue re 28,0), (103.6) 
dr En 
ce qui signifie que l'opérateur de la dérivée par rapport au temps de 
l'impulsion totale est égal à l'opérateur de la force résultante exercée 
sur le système par les champs extérieurs. 

Ce théorème est en tout point analogue au théorème de la mécanique 
classique concernant le mouvement du centre de gravité d'un système 
de particules. La seule différence réside en ce qu'en mécanique quantique 
ce théorème concerne non pas les grandeurs mécaniques elles-mêmes, 
mais les opérateurs qui les représentent et se rapporte donc à des valeurs 
moyennes. 

En l'absence de forces extérieures (Ux = C), il s'ensuit de (103.6) que 


“— = 0. (103.7) 


Cette égalité exprime le fait qu’en l'absence de forces extérieures l'impulsion 
totale d'un système de particules qui sont en interaction entre elles se 
conserve. 


8104] MOUVEMENT DU CENTRE DE MASSE 457 


Notons que l'égalité (103.7) se: rapportant à des opérateurs exprime 
les propriétés suivantes: 1) la valeur moyenne de l'impulsion totale reste 
constante dans le temps, 2) les probabilités w (P’) de trouver une valeur 
donnée de P’ restent elles aussi invariables. 


$ 104. Mouvement du centre de masse 
d’un système de microparticules 


Nous allons démontrer un théorème de grande importance pour les 
applications pratiques établissant que le mouvement du centre de masse 
du système est indépendant des mouvements relatifs des particules consti- 
tuant le système. Nous commencerons par transformer le hamiltonien À 
d’un système de particules qui ne sont soumises qu’à l'action de forces 
internes, en le ramenant à de nouvelles coordonnés: aux coordonnées 
du centre de masse du système Y, Y. Z et aux 3N — 3 coordonées relatives: 


f=—5+ WF, (104.1) 
: h \ 
= SLve W= S Url. (104.2) 
En à K3J=1 


Il est commode d'utiliser ici les coordonnées dites de Jacobi 
que l’on définit comme suit: 


5 _ MX 


(104.3) 


Ex = Maxi FH mNxx x 


M +... + mx 


Pour les axes OY et OZ on utilise des formules en tout point identiques: 


(104.37) 


Ces formules représentent une généralisation des formules usuelles pour 
les coordonnées du centre de masse et des coordonnées relatives de deux 
particules. Les coordonnées de Jacobi sont mutuellement orthogonales. 
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En appliquant les règles usuelles de passage de la différentiation par rap- 


port à un groupe de variables à la différentiation par rapport à un groupe 
d’autres variables on démontre que 1): 


N—1 
+ S' —v, (104.4) 


& 6 5 d 


= + + À. (104.6) 


M est la masse du système tout entier, et u, la masse réduite du centre 
de masse des j premières particules et de la (j + 1)-ième: 


N 
M = > me, (104.7) 
kml 
2 —— Jr (104.8) 
j m 
(1 > ie + 
= 
et 
N à 2 
DS i-i = E. (104.9) 
= 9xe CA x 


Il s'ensuit de ces formules que le hamiltonien (104.1) peut s'écrire sous 
la forme 


ALES Le LAS 
+ WG FR N et Mn ND Cr . Ca). (104.10) 
L'opérateur 
Tarsoho= te, re x) (104.11) 
2M 2M ax: ar: 22? 


est l'opérateur de l'énergie cinétique du centre de masse du système, et 
l'opérateur 


1=— SV (104.12) 


1) Voir annexe XI. 
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est l’opérateur de l'énergie cinétique du mouvement relatif des particules. 
On remarquera que les coordonnées du centre de masse ne figurent pas 
dans la formule de l'énergie d’interaction W. En transformant E,,. 
ces EN-p pe + NN Gp - + Gy_1 à de nouvelles coordonnées relatives 
Gus Ass... GaN-3 NOUS ne modifierons pas l'opérateur 7. On peut donc 
généralement écrire à la place de (102.6) 


à tm à 
H = — 2M VF + Hi(g es. Gax-3) (104.13) 


où À est le hamiltonien du mouvement relatif, il ne renferme plus les 
coordonnées du centre de masse. A l'aide de (104.9) et de (103.1) on 
obtient une nouvelle expression de l’opérateur impulsion totale 

ô a 


D — —_ jh Bb — —_;h ©, RE . 
he, l, ik Ê, ik (104.14) 


Nous considérerons que la fonction d'onde Ÿ est fonction des coordon- 
nées X, Ÿ, Z du centre de masse ainsi que des coordonnées relatives 
Qu os -.-» Gan-a. L'équation de Schrôdinger où figure le hamiltonien 
(104.13) admet une séparation de variables à condition de poser que 


F(X, ÿ, Z, is as. GaN -3 1) = 
= D(X, Y, 2,1) Y(q Qu: : «Gon- 1). (104.15) 
En portant (104.15) dans l'équation de Schrôdinger nous obtenons 


an ei à Oo 
in © ÿ+ih Lee Evo + D %. (104.16) 
(4 2 


En divisant tous les termes de cette dernière équation par dv et en iden- 
tifiant séparément les termes renfermant Y, }, Z'et qi, q2, . . . Gan-3, nous 
arrivons à deux équations 


in = FE po, (104.17) 
êt 2M 
in £ = HŸ. (104.18) 


La première de ces équations se rapporte au mouvement du centre de masse 
et la seconde au mouvement relatif. Nous pouvons constater que la pre- 
mière équation décrit le mouvement d’une particule libre de masse M, 
ce qui signifie qu’en l'absence de forces extérieures le centre de masse 
se meut comme un point matériel libre. La solution particulière la plus 
simple qui soit de l’équation (104.17) est l'onde de De Broglie 


Cr , 
1 + PE X-PY PA) 


D(X, ?,2Z,1) = —— 
2 =h}8 


(104.19) 
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11 s'ensuit de (104.14) que cette solution représente en même temps la 
fonction propre de l’opérateur de l'impulsion totale Ê,. yo Ê, corres- 
pondant aux valeurs propres P,, P,. P,. E est la valeur propre de l'énergie 
cinétique du mouvement du” centre de masse du système, 


EH PS + PE). 


Il s'ensuit de (104.19) que la longueur d'onde ?. de ces ondes est égale, 
comme dans le cas d’une particule élémentaire, à: 


. _ 25h 25h _ WP? pr pt > 
= IL, p=VP+r?+ pP;, (104.20) 
V étant la vitesse de groupe du mouvement du centre de masse. 

Ce résultat est important puisqu'il met bien en relief le fait que les 
ondes de De Broglie ne sont pas des oscillations dépendant de la nature 
(notamment de la structure) des particules, mais exprime dans le domaine 
quantique la loi générale du mouvement de particules libres, ainsi que 
la loi générale du mouvement du centre de masse d’un système qui n’est 
pas soumis à l’action de forces extérieures. 


$ 105. Loi de conservation du moment cinétique 
d’un système de microparticules 


Soit un système composé de W particules. Désignons par M, M$, M} 
les opérateurs des projections du moment cinétique de la k-ième particule 
sur les axes de coordonnées 


ME = — ih() 54 2 l (105.1) 
CH ôÿx 
: | è 2 
MË=—ih{z = x, |} 105.1’ 
d ik | 2 x Sk EPA ( ) 
ME = — inf re 5e L } (105.1) 
(271 Cxk 


Xx. Jx et zx étant les coordonnées de la k-ième particule. 

Nous définissons les opérateurs AZ. My. Me des projections du 
moment cinétique total du système de particules à l'aide des formules 
suivantes: 


am N 2, k 

M= X M, (105.2) 
k 1 

v À k , 

My= S M, (105.2°) 
k-1 

# N #,k 

= D M. (105.2) 
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Nous nous proposons de démontrer que l'opérateur de la dérivée par 
rapport au temps du moment cinétique est égal au moment des forces 
agissant sur le système (ou plus exactement à l'opérateur du moment 
de ces forces). Conformément à la définition générale de la dérivée d’un 
opérateur nous avons 


ds _i 
ns (AM — MA). (105.3) 
D'après (102.6’) le hamiltonien À est égal à 
A = SE vu SE? 
en Ne k] + kÿ- 105.4 
À ( 2m va ( ) 


Calculons maintenant la commutation des opérateurs figurant dans 
(105.3); on remarquera que chaque composante M: de l'opérateur Mz 
n’agit que sur les termes de l'expression de À qui ‘renferment les coor- 
données de la k-ième particule. 

Les opérateurs y£ sont commutatifs avec l'opérateur M#. Nous savons 
en effet que l’opérateur de l'énergie cinétique peut être présenté sous la 
forme 


ren 2° (105.5) 
où Try est l’opérateur de la partie de l'énergie cinétique qui correspond 
au déplacement de la particule le long du rayon vecteur rx, et (MË} le 
carré du moment cinétique de la k-ième particule. Comme M* commute 


aussi avec Îr et avec (M*}°, il commute aussi avec — — V2. 
me 

Calculons le commutateur de M: et de Ux. Nous avons 

po) E) 4 | â 
Ur ME — ME Ux = — it Uk (y Ë eee =) (re =; ]ul= 

k k | k KDE ET Ho A Ki] 
jf Le L 3% UE). (05.6) 
2k 


Calculons d'autre part la commutation 
Ur; M# — MXUr; —= 
= ih (re CPR ES | = in 20e pr 2. 2x) - 


ze y Ôre; ré; rt; 
CL 
= if (xs —257n) 208 (105.7) 
ôrt; rx 
En portant (105.6) et (105.7) dans (105. à nous obtenons 
dMz y { dUr ôUr 1 
=— EE —— — Zk — Z — —— 

dt à 4 82 . È FAT 5) _ rrj 
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La deuxième somme est égale à zéro, comme on le constate en interchan- 
geant les indices j et k. Nous obtenons donc 


dMz Ë OUx  _ Ur; 
2 ele el cos) 


L'expression figurant dans le second membre est l’opérateur de la pro- 
jection sur l'axe OX de la somme des moments des forces extérieures 
appliquées au système considéré. En procédant comme ci-dessus nous 
obtenons de même 


dMy __ Sf,, dur Ur), : 

dr = ( Fr a (HO) 
2M: = — | Xx Ur — Ÿk Ur . CZ 
RE | ne (105.8") 


Nous avons démontré ainsi un théorème bien connu en mécanique clas- 
sique: la variation par unité de temps du moment cinétique est égale au 
moment des forces extérieures agissant sur le système. En mécanique quan- 
tique ce théorème tout comme dans le cas du théorème relatif à l’impulsion 
totale, s'exprime, en termes d’opérateurs. 

Dans le cas où le moment des forces extérieures serait nul, le moment 
cinétique total du système se conserve: 


Me _ dMy _ dl _ 


dt dt dt 


Il en résulte qu’en l’absence de forces extérieures la valeur moyenne du 


moment cinétique Ma My M, ainsi que les probabilités de trouver une 
valeur déterminée de l'une des projections de ce moment w (M2), w (M), 
w(M2) sont invariables dans le temps. 

Si on veut tenir compte du spin des particules, l'opérateur du moment 
cinétique total doit être calculé à l’aide des formules suivantes: 


(105.9) 


" N A 
z= D'(MI+S), (105.10) 
k-1 
m N A 
M, = D' (MS + $ÿ), (105.10) 
k=1 
N 
M: = D'(ME + &), (105.10”) 
2 


où #4, &%, $* sont les opérateurs (matrices à deux lignes) des projections 
du moment mécanique propre de la k-ième particule. Le théorème de la 
conservation du moment cinétique total reste tout aussi valable dans ce 
dernier cas. S’il n’y a aucune force agissant sur le spin des particules la 
démonstration de ce théorème ne se distingue en rien de la démonstra- 
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tion que nous venons de donner, puisque dans ces conditions le hamil- 
tonien du système commute avec tous les opérateurs $*. 

Puisque les opérateurs M£, MX, M, $*, &, $* caractérisant différen- 
tes particules (4 différents) commutent entre eux, il est facile d’obtenir 
à partir des règles connues de commutation des composantes du moment 
orbital (25.5) et des composantes du moment de spin (59.1), les règles 
de commutation régissant le moment cinétique total d’un système de 
particules 


MaMy — MyMz = il M, (105.11) 
MyMe — MMy = il Ms, (105.11") 
MM — MM = ih My. (105.11*) 
MM: — MM? = 0, (105.12) 
M°My — MM = 0, (105.12) 
MM: — M.M° = 0, (105.12) 
où M est l'opérateur du carré du moment cinétique total 
M: = M2+ M?+ M2. (105.13) 


Partant de ces règles on démontre ci-dessous que le moment ciné- 
tique total d’un système de particules est quantifié conformément aux 
formules 


M°=HJ( + 1), (105.14) 
M=tim, Im <£J, (105.15) 


J étant soit un nombre entier quelconque 0, 1, 2, 3,..., soit un nombre 
demi-entier 1/2, 3/2, 5/2,... suivant le nombre de particules et la valeur 
de leur spin. L’inégalité | m | < J signifie que m = J,J—1,J—2,..., —J. 
Autrement dit nous aurons à envisager 2J + 1 orientations quantiques 
du moment cinétique total, par rapport à une direction arbitrairement 
choisie (OZ). 

Notons que puisque le spin de l’électron est toujours un nombre demi- 
entier (1/2), lorsque le nombre d'électrons est pair, J sera toujours un 
nombre entier, et lorsqu'il est impair, J sera lui aussi un nombre demi- 
entier. 

Les projections (105.2), (105.2’) et (105.2’’) du moment cinétique total 


N 
= S Â (105.16) 
et du moment de spin total 


ñ. = > g* (105.17) 


1 
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obéissent aux mêmes règles de commutation que celles qui s'appliquent 
aux projections du moment cinétique total. Ces grandeurs seront par 
conséquent quantifiées, conformément à des formules analogues 


MÈ=RL(LEN, L=0O, 1,72, 3,... (105.18) 

Ma = hmz |mLi<L, (105.19) 

M2=RS(S+1), S—=0,1,2,3,..., ou S = 1/2,3/2,5/2,..., (105.20) 
Mzs=hms, ImIl<S. (105.21) 


Lorsque le moment orbital total L et le moment de spin total S sont don- 
nés, J peut assumer des valeurs différentes suivant les orientations rela- 
tives des vecteurs Mz et Ms. Les résultats d’addition de ces moments 
sont illustrés par la fig. 48. 

Il est évident que J/ peut assumer toutes les valeurs comprises entre 
L + S correspondant au cas d’une orientation parallèle de M, et de M, 
jusqu'à | Z—S| correspondant à l'orientation antiparallèle de ces 
vecteurs: 


J=L+S,|IL+S—1,, |L+S—21,...,| L—SI[. (105.22) 


Au total J peut prendre (2S + 1) valeurs différentes. Tous les états ayant 
les mêmes valeurs de L et de S constituent un multiplet, c.-à-d. un groupe 
de niveaux disposés côte à côte, ce qui est dû à la faiblesse de l'interaction 
entre les mouvements orbital et de spin (cf. $ 65). La multiplicité (nombre 
de niveaux) est donc égale à (2S + 1). 

Le moment total J du système, son moment orbital L et son moment 
de spin S sont utilisés pour noter les termes d’un atome pris dans son 
ensemble. De même que dans le cas d’un seul électron (cf. $ 65) on désigne 
les termes pour lesquels L = 0, 1, 2, 3,... par les lettres S, P, D, F,... 
(mais en majuscule cette fois). Les indices placés à droite et en bas indi- 
quent la valeur du moment total J et les indices placés à la gauche et 
en haut du symbole du terme caractérisent sa multiplicité, et donc le 
spin total de l'atome. Ainsi, par exemple, le symbole F3 caractérise 
un terme pour lequel L — 3, J — 3/2, S — 3/2; le symbole SSsx caracté- 
rise un terme avec L—0, J = 5/2, S — 5/2. 


On démontre immédiatement la légitimité de la formule (105.15) en remarquant 
que les différents termes figurant dans la somme (105.10) sont commutatifs entre 
eux et peuvent donc être simultanément ramenés à une forme diagonale; ceci revient 


à dire que la valeur propre de M. est égale à la somme des valeurs propres de M: + #. 


Mais comme les valeurs propres de ces dernières grandeurs sont égales à fmr, mx 
étant un nombre entier ou demi-entier suivant la valeur du spin des particules, on 
peut écrire: 


N N 
M: = D fime=hm, m= DA mr. (105.23) 
k=1 k=1 


Pour pouvoir déterminer les valeurs propres de M, introduisons les opérateurs 
À = Me + iMy Ê = Mr —iMy. 
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A l'aide de (105.12) on obtient alors 
ÀAM:— MÂ=—hÂ, BM.—MB-nh8. (105.24) 
Ecrivons ces égalités sous forme d’un produit de matrices, en utilisant une repré- 
sentation dans laquelle M. est diagonal. Nous obtenons 
Am ve fm — Don” Am m° = — Am m°, | (10.25) 
Bm°m° him” — him EBmm = hBmm”, | 
ce qui donne 
Am mm” —m +1)=0, Bm'm° (m°—m—1) = 0. (105.26) 
Il en résulte que les seuls éléments des matrices À et 6 qui subsistent toujours 


sont Am,m-1 Ct Bn,m+1. On peut exprimer l'opérateur du carré du moment 
cinétique total M? en fonction des opérateurs À et 8 de deux manières différentes: 


M = 48 + ME —hM:, (105.27) 
M = BÂ + M2 + hMz. (105.277) 
Il vient alors 
à M : h y 
4A6= + (a > ; (105.28) 
fÂ-M+ L- [# “a nE (105.28) 


En prenant l'élément diagonal (m, m) de ces égalités on obtient 


(AËlnm = Am,m—1 Bm—i,m = M2 + Le — [m —_ LÉ (105.29) 
4 2 


Ban = Pumir anim MIT fr + LÉ (105.29) 


Supposons maintenant que la quantité M? nous est donnée. Dans ce cas le nombre 
de valeurs que peut assumer | m1 est forcément limité. En effet, puisque 


M3 = Mi+M?+ Mi, 
la valeur propre de Mi + M2 ne saurait être négative. Désignons par m”’ la valeur 
inférieure de m et par m” sa valeur supérieure. Il découle alors de (105.29) et de 
(105.29) 


2 2 
Mi À Le m—>| | 
4 2 


e 
Mi + Le [m +:) 
4 2 
(puisque Am',m'—1 = 0, Bm—1,m = 0 et Am-;1,m" = 0, Bm-,m°+1 = 0). On en tire 
= — 
mb DM (105.30) 
2 # 4 
Ë 1 ME 


- (105.30) 
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La différence m°° — m’ + 1 est un nombre entier, égal au nombre de toutes les valeurs 
que peut prendre M lorsque M° est fixé. Adoptons la notation m°—m +1= 
= 2J + 1. Il vient de (105.30) et (105.30): 


Mi 1 
2 + = 
2J+1 :V% : 


M°=RJ( +1). (105.31) 


Comme M: peut prendre aussi bien des valeurs positives que négatives, nous 
devons poser m° — —m’. Avec (105.15) il vient alors 


ou encore 


PR D ES me prh ent 


Dans cette démonstration nous n'avons fait appel qu'aux règles de commu- 
tation des opérateurs des projections de l'impulsion (105.11). Puisque ces mêmes 
règles s'appliquent individuellement aux projections de l'opérateur du moment orbital 
total (105.16) et du moment de spin total (105.17), la légitimité des formules (105.18), 
(105.19), (105.20) et (105.21) se trouve démontrée. 

De ces formules et de la formule (105.14) il s'ensuit que l'opérateur du produit 
scalaire 


21 M, = M — M3 + NS 
a pour valeurs propres 
2(MM:) = B[JU+D—L(L +1) +S(S + 1)], (105.32) 


ce qui montre que la formule (64.13) établie pour une seule particule n'est qu'un 
cas particulier de la formule (105.32). 

En reprenant le raisonnement du $ 74 on arrive aisément à établir Ja formule 
donnant l'énergie d'un système de particules soumis à l'action d’un champ magné- 
tique 


W= Oum [1 RE | (105.33) 
J(J +1). 


La formule (74.23) est donc un cas particulier de la formule (105.33) appliquée au 
cas d’une seule particule. Cette dernière formule caractérise l'éclatement des niveaux 
d'un système d'électrons (atome complexe) en présence d’un champ magnétique 
extérieur. 


$ 106. Fonctions propres de l’opérateur du moment 
cinétique d’un système. 
Coefficients de Clebsch-Gordon 


Les fonctions propres de l’opérateur du moment total d'un système 
de particules sont des fonctions compliquées des coordonnées angulaires 
et des coordonnées de spin des constituants du système et de leurs nom- 
bres quantiques. Cependant dans de nombreux cas on arrive à les expri- 
mer à l’aide de fonctions des moments cinétiques des différentes parties 
constitutives du système. 
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Considérons le cas particulièrement simple d’un système ne compor- 
tant que deux sous-systèmes. Désignons par M, et M les opérateurs 
des momentos cinétiques de ces sous-systèmes; ces opérateurs commutent 
entre eux. M, et M, peuvent désigner tout aussi bien les moments 
orbitaux et les moments de spin de deux particules que les moments orbital 
et de spin d’une seule particule, etc. 

Nous supposerons que le moment cinétique total est une intégrale 
de mouvement. L'état du système peut être caractérisé tout aussi bien 
par les nombres quantiques j;, je, M, Me, (j1, je Sont les valeurs propres 
des moments cinétiques du sous-système et »,, m. en sont les projections) 
que par les quatre nombres J, m, j,, js (J et m sont les valeurs propres 
du moment cinétique total du système et de sa projection avec m = m + 
+ m2 (105.23)). 

Nous nous proposons de déterminer les fonctions d’onde du système, 
connaissant les fonctions d'onde des sous-systèmes. h 

Soient Y;,m, les fonctions d'onde propres des opérateurs M? et M, 
et Yi,m, les fonctions d'onde propres des opérateurs ME et M. Le pro- 
duit Yim, Yj,m, Sera alors la fonction propre de l’opérateur de la pro- 
jection du moment cinétique total 


| Me = Mi + Mi 
avec la valeur propre m = m, + m2. 
Désignons par rs la fonction d’onde commune aux opérateurs 
Li 


M2 et M. On peut la présenter sous la forme d’une combinaison linéaire 
des produits Yim, Ÿim, : 


h J 
Yri, = > > Ci je Mi Me | Jim) Yi, Y 5, ms (106.1) 
MM — Je 

Les coefficients (j,j2Mm,m2 | Jm) sont des nombres réels que l’on appelle 
coefficients de Clebsch-Gordon (de Jordan) !). Ces coefficients sont nuls 
pour m # m1 + m., de sorte que la double somme (106.1) se réduit en 
fait à une somme simple. Les fonctions Yj';;, dépendent des mêmes 
variables, dont dépendent les fonctions Y,,m, et }Y;,m. Si l'une de ces 
fonctions dépend de coordonnées angulaires et l’autre de coordonnées 
de spin, la fonction Yj';;, correspondante est appelée fonction sphé- 
rique à spin. C’est précisément ce cas-là que nous avons examiné au $ 63, 
où on s'était fixé pour tâche de déterminer les fonctions propres du moment 
total, somme des moments orbital et de spin d’une particule unique. Les 
coefficients figurant dans (64.28) et (64.28’) devant Yi, et Yi, m+1 Sont 
les coefficients de Clebsch-Gordon pour le cas où j, = 1/23). Dans ces 
formules les fonctions d'onde de spin sont remplacées par leurs valeurs (01). 


1) Pour plus de détails voir K. Condon, G. Shortley, The theory 
of atomic spectra, London, 1935. 


3) m figurant dans (64.28) correspond à m, de (106.1), / + j;, m + + m. 
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L'expression (106.1) admet la transformation inverse 
jitie 
Yom im, T >, È Guyismime | Jm) Y Ji. ñ (106.2) 
Jin m=-—J 

(la somme en m ne comporte en fait qu'un seul terme m = m, + m2). 

De la condition d’orthogonalité du système de fonctions Yjm et és 
s’ensuivent les conditions d’orthogonalité pour les coefficients de Clebsch: 
Gordon 


S  Ÿ Guiemme| 2m) Gujamume| J'm') = Buy Dumr (1063) 


Me —h Es 


h QJ 
S > Guam | Jm) (jujemi me | Jim) = mimi mm, (106.4) 


Jin me —J 


: & 6 2J+1 
ZE (viemume | Jm) Gusmms | Jm) = 2 
mm 


2j: +1 


Les coefficients de Clebsch-Gordon satisfont également à certaines 
conditions de symétrie, à savoir 


Gujan | Jo) = (1) +57 (jije, —ms, —me | J,—m), (106.6) 

Cuemme | Jm) = (+ Goma | Jm), (106.7) 

V2 + 1 Guiamume | Jm) = (1) + VITE T Qje—m, mal), (106.8) 
V2e+ 1 Guiemums | Jm) = (—1ÿm VAT Gi ms, —m | js, —ms), 

(106.9) 

VD + 1 Gomme | Jm)= (1) + UIET Gelme—m | jm). (106.10) 


Le lecteur trouvera dans les tableaux 2 et 3 les coefficients de Clebsch- 
Gordon pour j, = 1/2 et j: = 1. 


D'AA Ôm,m; - (106.5) 


Tableau 2 


Coefficients de Clebsch-Gordon h mmeJm) 


1 \12 
ET ET 
2h +1 DM) À 


1 \172 
e 1 h-m+— h+m+— 
LE Re RE 2 
2h +1 FT 
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Tableau 3 
Coefficients de Clebsch-Gordon (ÿ, 1m,m, | Jm) 


Mel | M0 | Mm——]1 


h+1 G+mG+m+1)|ir [ete D TG, — m) Gi — m + 1)]12 


_ CGh+DGR+DI + D Ch +2) Ch + D +1) GC + 12h + LGh+IGn+2 1 
LjueEnrote 17 LE [uma — mm) + m+1)lir 
2j Gi + 1) AURDRS Gi +0 LU ZhG+D 1 +1) 


[usmum+ 17 ETEEVENTE Gi m) Gi + m) VA fun ou tm + m + 1) Gi + mi 
h 1 20@+0 h@h +0 2h Cj +1) 


Mettant à profit les propriétés de symétrie des coefficients de Clebsche 
Gordon, ces tableaux peuvent être utilisés dans tous les cas où l’un des 
nombres quantiques j,, j, J est égal à 1/2 ou à 1. On voudrait attirer 
l'attention du lecteur sur la valeur de certains coefficients de Clebsch- 
Gordon. Dans le cas où J=j, +j, on aura 


Guise» jje | JD) = Griss hs —Je 1, —J) = 1 (106.11) 


quelles que soient les valeurs de j, et j. Dans le cas où l’on additionne 
deux 7. in. on a 


1 1 1 
= — —,——,—|00| =—, 106.12 

2° ee 2. 173 3[% | Be 2° 7 2 V2 ( ) 
ce qui montre que la fonction d’onde d’un système constitué par deux 
spins antiparallèles sera (cf. 121.13): 


1 
S(521: 522) = 7 [+26 S_ 1 (2)—S_ 1 (m)S, 1 (2)]. (106.13) 

Le lecteur trouvera dans le livre de E. Wigner !) la formule générale 
des coefficients de Clebsch-Gordon. 


$ 107. Relation entre les lois de conservation 
et la symétrie de l’espace et du temps 


L'espace physique jouit des propriétés d’homogénéité et d’isotropie. 
Le temps, lui, est homogène. En outre, vis-à-vis de processus réversibles, 
les signes positif et négatif du temps sont équivalents. 


1) E. Wigner, Group theory and its application to the quantum mechanics 
of atomic spectra, N.Y., î 
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Ces propriétés du temps et de l’espace se reflètent dans les lois fon- 
damentales de conservation pour les systèmes fermés de la mécanique 
quantique. 


A. LOI DE CONSERVATION DE L'ÉNERGIE 


Examinons les conséquences qui résultent de l’homogénéité du temps. 
Procédons à un décalage infiniment petit dans le temps Ar. La fonction 
d'onde 4 du système s'en trouvera modifiée et deviendra 4’ — à (x, 
Xe, -.., Xn, t + Ar). Nous pouvons assimiler cette variation de la fonction 
d'onde à l’action d'une transformation unitaire infiniment petite S, 
(cf. $$ 28, 44): 


d' = SiŸ, (107.1) 
où Se = 1 + i L At et L est un opérateur hermitien. 


D'autre part 4° — 4 — _ At; identifiant avec (107.1), il vient 
ag _. 
— iLy. 


Comme cette équation coïncide avec l'équation de Schrôdinger on a 
== 7 
A. 


Mais le temps étant homogène aussi bien £ que H doivent être indé- 
pendants du temps, c.-à-d. T = 0, ce qui entraîne que 


28 _ 14, = 0, (107.2) 
qui exprime la loi de conservation de l'énergie pour un système fermé. 


B. LOI DE CONSERVATION DE L'IMPULSION 


Considérons un système de particules isolé; modifions toutes les coor- 
données (rayons vecteurs) xx d’une quantité Ax infiniment petite. On 
aura alors 


g' = Ou + Ax,...,xv + Ax, 1) = 
N 
= YGu,...,xn,1)+ Ax DV, (107.3) 
k=1 


V£ représente ici le gradient des coordonnées de la k-ième particule. 
En assimilant ce décalage des coordonnées à une transformation 
unitaire infiniment petite 


Sz = 1 + iQ Ax, 
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@ étant un opérateur hermitien, nous obtenons 
N 
g=—i Ve. (107.4) 
2 


L'opérateur g ne diffère que par le facteur À de l’opérateur de l'im- 
pulsion totale P du système (103.1). Or comme les opérations de déca- 
Jage dans le temps S+ et dans l’espace S: peuvent être réalisées dans n’im- 
porte quel ordre (en l’absence de forces extérieures) S; et S: commutent 
entre eux, ce qui signifie que [4@] — 0 et par conséquent [PA] = 0. 
Ceci entraîne que 


— = 0, (107.5) 
qui exprime la conservation de l'impulsion totale du système. 


C. LOI DE CONSERVATION DU MOMENT CINÉTIQUE 


Considérons la rotation d’un système dans un espace isotrope d'un 
angle infiniment petit Aw. autour de l'axe OZ. Du fait de cette rotation 
les coordonnées de la k-ième particule se trouveront modifiées de 


Axe = { Je Az — xx Az, 0}. (107.6) 


On peut déduire la nouvelle fonction %°— (x; + Ax;,..., xx + 
+ Axw, t) de la fonction initiale de la particule par une transformation 
unitaire infiniment petite 


Sez = | + imzAPz, Ux = Sozt. (107.7) 
D'autre part, on obtient en tenant compte de (107.6) 
dx + Ax..., xx + Axn, 1) = 


N 
= Ja... xn D — © {ee LA #) Ag (107.8) 


ki dyr Oxk 
Identifiant (107.7) et (107.8) il vient 
m = (mini (107.9) 
z 2 E£ Fes k En . À 

On voit que m, ne diffère que par un facteur de l'opérateur M, de la pro- 
jection du moment total sur l’axe OZ. On arrive à des expressions sem- 
blables en considérant des rotations autour des deux autres axes, de sorte 

que l’on arrive au résultat suivant 
Ss=1+ im Ag, (107.10) 


M étant Fopérateur du moment cinétique du système. 
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En raison du caractère isotrope de l’espace et de l’homogénéité du 
temps les opérateurs S; et S, et par suite les opérateurs M et À com- 
mutent entre eux. Puisque (MA) =0 on a 


— =0. (107.11) 
Le moment cinétique d’un système est une intégrale de mouvement. 


D. LOI DE RÉVERSIBILITÉ DES PROCESSUS EN MÉCANIQUE QUANTIQUE 


Considérons la transformation T d’inversion du temps: 1->— #1. Les 
équations de mouvement sont invariantes par rapport à cette transfor- 
mation pour les processus réversibles. En mécanique quantique tous les 
processus sont réversibles 1). Aussi à l’opération T doit correspondre 
une transformation unitaire de la fonction d’onde et des opérateurs, telle 
qu’elle puisse exprimer cette propriété de réversibilité. 

Prenons l'équation de Schrôdinger tout d’abord en l’absence de tout 
champ électromagnétique 


RS EAU: He CN EU (107.12) 
at 2m 
En y remplaçant t par —1 il vient 
— if _ = AY, (107.127) 


où d— dx... XN, —1) = Sr. | 
En comparant (107.12) avec la fonction de Schrôdinger pour la 
fonction d’onde complexe conjuguée 


_ih _. = fy"*, (107.12) 
on voit que 
Ÿ'= Spb = Ÿ*, (107.13) 


cæ qui signifie que la fonction décrivant le mouvement dans le temps 
nversé coïncide avec la fonction complexe conjuguée. 

Dans le cas de particules portant une charge électrique en mouve- 
ment dans un champ électromagnétique, l’inversion du champ doit s’ac- 
compagner du changement de signe du champ appliqué et des spins: 

Sr A = —ASr, (107.14) 
Sre = — oSr. (107.15) 


En effet lors d’une telle transformation l’équation de Pauli (61.5) 


pote PR ve al a 
mn = ( inv + LA) eV + CH] 4 (107.16) 


1) Cette affirmation ne concerne pas le processus de mesure qui, lui, peut être 
irréversible. 
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où on remplace # par —1, À par —A, © par —© et H = rot À par —H, 
se trouve ramenée à l'équation de la fonction d’onde complexe conju- 
guée d*, et l’équation (107.13) reste valable !). 


E. LOI DE CONSERVATION DE LA PARITÉ 


Voyons maintenant la transformation d’inversion P: x —> —x, y —>—y, 
z—>—z. Cette transformation correspond au passage d’un système de 
coordonnées de droite à un système de coordonnées de gauche. 

Dans notre espace il n'existe aucune différence entre une hélice droite 
et une hélice gauche. La théorie doit donc être invariante par rapport à 
la transformation d’inversion Ê. Ceci impose que les hamiltoniens satis- 


fassent à la condition 
PH = FR. (107.17) 


La transformation unitaire correspondante de la fonction d’onde doit 
être telle que 


ÿ” = Y— Xy —Y; —2;, 1) — ÊY @, Vo Z 1). (107.18) 


L'égalité (107.17) impose que l’opérateur d’inversion soit une inté- 
grale de mouvement 


L =0. (107.19) 


Par ailleurs il est évident que P?% — +11. Il en résulte que les valeurs 
propres de l'opérateur d’inversion sont égales à +1. Les fonctions d’onde 
(ou les états) appartenant à P = +1 sont dites fonctions paires (+) 
et celles qui correspondent à P — —1 sont dites impaires (—). 

Si à un instant donné l'état considéré présente une parité donnée, 
celle-ci, en vertu de (107.19), ne peut être modifiée. Par suite la parité 
est une des propriétés caractérisant les systèmes quantiques. 

En particulier, la parité d’une particule se trouvant dans un état de 
moment orbital / est égale à (—1}? (cf. $ 25). Pour un système de par- 
ticules de moments /, l,..., In la parité de l'état est déterminée 
par la parité du produit Yim,,..., Yiymy, Ce qui conduit au résultat 
—jatiste Ha, 

Pour conclure remarquons que si un système quantique est localisé 
non pas dans l’espace libre, mais dans un certain milieu, dans un champ 
extérieur ou au sein d’un cristal, les propriétés de symétrie du milieu se 
manifesteront par l'existence de certaines intégrales de mouvement. 

Si, par exemple, un atome est incorporé dans un cristal présentant 
un axe de symétrie d'ordre », une rotation d'un angle 2x/n reproduit 
les conditions initiales. L’opérateur de rotation d’un angle o = 2x/n 
sera une intégrale de mouvement, et la fonction 4 de l'atome subira alors 
une transformation unitaire bien déterminée. 


1) Revoir à ce propos le $ 44 et le renvoi en bas de page 175. 


CHAPITRE XVIII 


QUELQUES APPLICATIONS SIMPLES DE LA THÉORIE 
DE MOUVEMENT DE PLUSIEURS CORPS | 


$ 108. Calcul de l’influence exercée par 
le mouvement du noyau dans l’atome 


Lorsque nous avons étudié le mouvement de l’électron optique d’un 
atome nous avons admis que le noyau atomique était immobile et quil 
ne se comportait que comme une source de forces centrales. Cette appro- 
ximation s'avère d’autant meilleure que la masse m du noyau est grande. 
En mettant en œuvre le théorème sur le mouvement du centre de masse 
que nous avons démontré ci-dessus, il devient facile d’évaluer les correc- 
tions dues à la valeur finie de la masse du noyau atomique. Compte tenu 
du mouvement du noyau, l'équation servant au calcul de l'énergie E et 
des fonctions propres ŸÆ s'écrit sous la forme a 

2 72 2 2 
-< L+£+2)-Æ TR "+ 
2m, \ dx ay CH 2m, \ 0xi ay CHA 
+ U(r)F = EY, (108.1) 
où m, est la masse du noyau, x:, Ji, z, sont ses coordonnées, m, la masse 
de l’électron et xe, +, ze ses coordonnées; r est la distance entre le noyau 
et l’électron 


= (e — x) + (a — 7e) + (41 — 22). (108.2) 
En introduisant les coordonnées de Jacobi (104.3) on obtient 

b=xi—X:=X, Eee Mets X, (108.3) 

Mi + Ma 
meer, = Te y, (108.37) 

m + me 
G=z—ze=z, = MP PE 7 (108.3") 

M + Ms 


Il en résulte que E1, m et &, sont dans notre cas les coordonnées relatives 
de l’électron et du noyau et X, Y, Z sont les coordonnées du centre 
de masse de l’électron et du noyau. Avec ces coordonnées le hamiltonien 
correspondant à l'équation (108.1) s'écrira conformément à (104.10) sous 
la forme 

Ps [oY ay AT) Lu =.) 

2M \2x: er: Er 2u = 

k ot EY, (108.1) 
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avec 


M=ntms = LES. (108.4) 
H mi M2 
Effectuons une séparation des variables X, Ÿ, Z et x, y, z comme nous 
l'avons fait au & 104 (cf. 104.15)): 


— LEX+PY +82 
FX 7,2,x,y,:2)=e ? FU, Y(x,y,2). (108.5) 


Cette solution montre que le centre de masse de l’atome est en mouve- 


ment libre avec une impulsion pz, Py, Pz. La fonction Ÿ (x, y, z) qui décrit 
le mouvement relatif s’écrira alors 


Mie Le, 24 - 
T3 u |êx EC 222 | + U(r) Ÿ = ed, (108.6) 


avec 

e=E À, E=c+ (108.7) 

DT as 2M° j 

L'équation (108.6) est en tout point semblable à l'équation décrivant le 
mouvement d’une particule de masse 4 dans un champ de force U (r) 
donné. € représente ici l'énergie interne de l'atome (énergie de mouve- 
ment relatif); l'énergie totale E est donc égale à la somme de l'énergie 
e du mouvement relatif des particules et de l’énergie de mouvement du 


2 
centre de masse de l'atome = . Lorsque nous avons traité le problème 


du mouvement d’un électron au sein de l'atome nous avons utilisé une 
équation identique à (108.6) à ceci près qu’à la place de la masse réduite 
u figurait la masse de l’électron. Il est donc parfaitement inutile de reprendre 
les calculs déjà effectués pour résoudre le problème du mouvement de 
l’électron dans un atome en tenant compte du mouvement du noyau 
atomique. Pour déterminer € et L(x, y, z) il suffit de remplacer dans 
toutes les formules que nous avons obtenues auparavant la masse de 
l'électron par la masse réduite . Comme la masse m, du noyau est 
beaucoup plus grande que celle de l’électron m., il s'ensuit de (108.4) 
que u = m, et que les corrections qu'il faut apporter aux valeurs de € 
et de à seront donc petites. En supposant que la masse du noyau soit 
infiniment grande on arrive à l'égalité 1 — m2 (masse de l'électron). A 
l’aide de cette même hypothèse nous avons calculé au & 51 la valeur de 
la constante de Rydberg R (ici nous la désignerons par R. et la masse 
de l’électron par me) qui vaut: 


2, im: 
arPc 


Nous voyons ainsi que pour obtenir une valeur précise de la constante 
de Rydberg, qui sert au calcul des fréquences optiques de l'électron se 


(108.8) 


œo 
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mouvant dans un champ coulombien, il faut remplacer m, par la masse 
réduite . Or comme la valeur de u est différente pour différents ato- 
mes, ce fait peut être utilisé pour déduire la masse de l’électron des résul- 
tats de mesures spectrales. C’est ce qui a été fait par Houston, qui a 
effectué des mesures précises des raies H4« et Hs de l’hydrogène et qui 
a comparé ces résultats avec les résultats de mesures des raies corres- 
pondantes de l’ion He. Ainsi, par exemple, la fréquence vx de la raie 
H4 de l’hydrogène est égale à 


1 1 5 
v = R = —— — = — Rx, 
H «(> 3) 36 H 


où Run est la constante de Rydberg pour l’hydrogène. Pour l’ion hélium 
et pour la même transition quantique nous avons 


où Rye est la constante de Rydberg pour He*. Le facteur 4 apparaît 
du fait que les termes atomiques (cf. $ 51) sont proportionnels au carré 
de la charge du noyau Z°. Or la charge du noyau He est deux fois plus 
grande que celle du noyau H. Il résulte des équations ci-dessus que 
1 
ea VHe — VII ee 
CR en (OS (108.9) 
vH FH 
où ue €t Lx sont les masses réduites de l'ion hélium et de l’hydro- 
gène. D’après (108.4) on a 


= — + ——: (108.10) 
UH Lu: Ma HHe MHe MHe 


où mx est la masse du noyau de l'atome hydrogène et mn< celle du 
noyau de l’hélium. La substitution dans (108.9) donne 


GRR, ms, (108.9”) 
Me + MR MH 


Ceci montre qu'ayant déterminé Y par des mesures spectroscopiques et 
connaissant les poids atomiques de H et de He, nous pouvons calculer 


le rapport", qui fournit le «poids atomique » de l’électron. Par ce 
mx 
procédé Houston est arrivé au résultat suivant 
T2 = 0,000548, TE = 1838,2 + 1,8. (108.11) 
mx ma 


Le même effet peut être utilisé pour déterminer les masses des isotopes. 
En effet les raies qui correspondent aux mêmes transitions quantiques 
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dans différents isotopes sont légèrement différentes du fait de la diffé- 
rence des masses réduites. C’est par ce moyen que l'on a déterminé la 
masse de l’hydrogène lourd (deutérium): mn, = 2mu. 


$ 109. Etude des systèmes de microparticules 
effectuant de petites oscillations 


Considérons d’abord un système ne comportant que deux particules 
effectuant des oscillations de faibles amplitudes. Désignons l'élongation 
de la première particule par x, et celle de la seconde par x. Dans le 
cas où les élongations sont petites l'énergie potentielle U(x,, x°) peut 
être développée en série 

2 4 
U Gr 22) = TE at + RE + mx +. (109.1) 
où Le est la masse des particules (la même pour les deux), «, la fréquence 
de leurs oscillations, en l'absence de toute interaction cntre elles, Ax,xe 
l'énergie de leur interaction (pour x, et x, petits). 

L'opérateur de l'énergie totale des particules dont l'énergie potentielle 
est définie par (109.1) est de la forme 
He RE pe nes Goo) 
2u Cx 2 

Selon la mécanique classique, pour tout système de particules effec- 
tuant de petites oscillations on peut définir des coordonnées dites « nor- 
males » gq, et g.; avec ces coordonnées normales l'énergie potentielle U 
s'exprime par la somme des carrés de g, et de g.. et l'énergie cinétique 
par la somme des carrés des impulsions correspondantes; nous aurons 
alors affaire à deux oscillations normales indépendantes. Dans le cas 
particulier qui nous intéresse les relations reliant ces coordonnées nor- 
males avec x, et x, sont: 


1 i 
XA= (+) Xxe= —— (qu _— 2). (109.3) 
1 Vz 1 y2 1 
Cette propriété des coordonnées normales reste valable en mécanique 
quantique. Remplaçons dans (109.1) x, et x. par les coordonnées g, et 
g2. Pour ce faire on remarquera que 

Rhum, 1#,#), 


€qi CET A Cx: Ôq 2 Lx: 9x: 


ao _1f[#9 CRU &Y |. 

8 Sas a êx a | 
on a de même 

a Ÿ (S ay _) F4 | 

0q3 2 | x éxi Ox1 0Xs 
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Par conséquent 
Ca av Ca CRU 
ox? êx£ 8q? aq 


En utilisant cette dernière égalité on obtient 


; 2 ou? 2 
fe Fa ltre TT TT) 
2u | êq? êqg2 
avec 
Bo = poÿ +2, LOË = puë— 2. (109.5) 

Il s'ensuit de (109.4) que le hamiltonien, exprimé en coordonnées nor- 
males de deux oscillateurs couplés, se présente sous la forme d’une somme 
des hamiltoniens de deux oscillateurs indépendants, l’un de fréquence 
en et l’autre de fréquence w, (c’est le même résultat que celui que l’on 
obtient en mécanique classique). 

Déterminons les niveaux quantiques et les fonctions propres corres- 
pondantes d'un système d'’oscillateurs accouplés. Puisque l’opérateur 
renfern.e les coordonnées g, et qg2, la fonction d’onde Ÿ doit être fonction 
de g, et g:. L'équation de Schrôüdinger pour les états stationnaires de notre 
système est de la forme 


k2 & ÿ Cat e ! Fr € Ÿ uoË 
mr ER RL = E 109.6 
2u 62 2 2 ge Ÿ E ( ) 


Cette équation se résout aisément en rs à un changement de 
variables. Nous poserons 


D(Q: ge) = Ya (gr) Le (g2) (109.7) 


E=E,+E. (109.8) 


Portons (109. 7) et (109.8) dans (109.6), divisons le résultat de cette subs- 
titution par % (CALE (g2) et égalant à E; et E,; un par un les diffé- 
rents termes du premier membre qui dépendent respectivement de g, et 
de g», nous obtenons 


M éty, HE 


et 


nn RE Bh=E (109.9) 
2H gi 2 | 
RU ie se 109.9’ 

Tu ê na 3 BY bsVe (109.9') 


La première de ces équations est l’équation d’un oscillateur de fréquence 
“1 ct la seconde l'équation d’un oscillateur de fréquence w:. Par suite 
les fonctions propres des équations (109.9) sont 


4 # 


= [ 
Yn, (Qi) = fe : 2? Hs, (5) E = ja) (109.10) 
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et les valeurs propres correspondantes sont 
En = ho [rm ++] m=0, 1, 2,... (109.11) 


En procédant de même, on a pour l'équation (109.9) 


Se 


4 
“Un, (gs) = ÿ= Le 4 Hns Es É = = _— de) * (109.10) 
En, = hors + |: n3=0,1,2,3,...  (109.11’) 
Il en résulte que les fonctions propres de l'équation initiale (109.6) doivent 


être de la forme 


Ÿn, ra (a 92) = Ym (91) Yn,(q2), (109.12) 


tandis que les valeurs propres correspondantes de l'opérateur de l'énergie 
sont égales à: : 


Eu, = A0 {rm Æ _ + hs (re Æ | (109.13) 
L'énergie au point zéro du système est égale à: 
fo fo 
Ego = —— + —<: 09.14 
0 = + + (109.14) 


La probabilité de ce que les coordonnées normales se trouvent dans les 
limites Qi + da et Ge, Qe + dq2 est 
w (Qi 92) du dqz = Yi (Gr 92) da dqs. (109.15) 


Si nous voulons calculer la probabilité de ce que les coordonnées des 
particules se trouvent comprises entre x, et x1—+ dx, et xs, Xe + dx, 
il suffit de remarquer d’abord que 


dq1 dq2: = dx, dx», 


puis d’exprimer dans (109.15) g, et g: en fonction de x, et x. On 
obtient alors 


w [ER Xe) dx; dx: — 
= Mal (x + xd. (— x) dx, dx. (109.16) 


On obtiendra des résultats semblables pour les systèmes comportant 
un nombre quelconque de degrés de liberté. Supposons que nous ayons 
affaire à un système de N particules effectuant de petites oscillations 
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autour de leurs positions d'équilibre. Désignons l'élongation de la k-ième 
particule par xx, yx, zk. L'énergie potentielle sera alors égale à: 


1 N 
is 72 Z (Axe xs xx + Br Ja Yi + Cix Zi 2x + 


$, k=1 
+ D xipe + Es Xi zx + Fix Ve ze) +... (109.17) 


les quantités Ars, Bix, Ci, Dur, Ex, Fix sont les dérivées secondes de 
l'énergie potentielle par rapport aux déplacements. Ainsi, par exemple, 


au 


dx: 9xe 


En mécanique classique il est bien connu que l’on peut dans ce cas 
également faire appel aux coordonnées normales g,1), 5= 1, 2,..., 3N; 
ces coordonnées doivent être telles que la fonction de Hamilton se scinde 
en une somme des fonctions de Hamilton afférentes aux différents oscil- 
lateurs harmoniques. 

Les coordonnées normales g, sont reliées aux coordonnées cartésien- 
nes xr, Jk, Zx par la transformation orthogonale 


= À aux + Bee + va 2t), s=—1,2,..,3N, (109.18) 


&sks Bsks Ysx Sont les coefficients de transformation. En coordonnées nor- 
males gs; le hamiltonien de notre système 


a=ÿ(- À 


devient 


> (Auxxs +...+ Fey:zxe) (109.19) 


se 2e :) (109.20) 


Fra 2u ôg? 


s=1 


où pu représente une masse effective et &w, les fréquences des oscillations 
normales. L’équation de Schrôdinger pour les états stationnaires est de 
la forme 


N 
[> (- LR pes LE qù)|°T Gu qu… @on = 


s=1 2e ë êq? 
= EV (que... an). (109.21) 
Il est évident que cette équation se laisse décomposer en 3N équations 
des 3N oscillateurs indépendants, si on présente W sous la forme de 


:) Voir, par exemple, L. Landau et E. Lifchitz, Mécanique, $ 23, 
Editions Mir, Moscou, 1969 (traduit du russe). 
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produits des fonctions de g, 4°...gsn. L'équation d’un oscillateur 
effectuant la s-ième oscillation normale sera alors 


ÉDITION CIUIS 
ra u gt + 2 qi Ÿ (gs) = Es Ÿ (Qs). (109.22) 
On en tire 


do = À fe ae), Be Et e, 0029 


En, = fios [re Fe 2) PR (109.24) 


Les fonctions propres et les valeurs propres du système tout entier sont 
définies par les expressions 


Ynins... nee. nus (Gi Dee. Qs: - +. 3N) = 


— Ÿn, (g1) Ÿn, (Q2) +. Yng (Qu) Yon (Gun), (109.25) 
Enme.ne mu © fe (m + +] + + ho (m+)+.. 


+ fon [rs + 2) » (109.26) 


OÙ A3, Pos... 8, --. NN SONt des nombres entiers et positifs, le zéro 
y compris. L'énergie du système au point zéro est 


En = à (+ @s +... + @e +. + on). (109.27) 


En essayant successivement toutes les valeurs possibles des nombres 
ns figurant dans (109.26) nous arrivons à déterminer les niveaux quan- 
tiques de notre système de particules oscillantes. I1 s'ensuit de (109.26) 
que pour déterminer ces niveaux il suffit de connaître les fréquences w, 
des oscillations normales. 

En qualité d’exemples de systèmes présentant des niveaux du type 
décrit par (109.26) nous pouvons citer les molécules et les corps solides, 
où les atomes effectuent des oscillations autour de leurs positions d’équi- 
libre 1). 

Remarquons que si les amplitudes des oscillations sont grandes, on 
doit tenir compte des termes de puissances plus élevées du développe- 


1) La quantification de l'énergie de vibrations des atomes d’un corps solide se 
manifeste dans le caractère quantique de la capacité thermique des corps solides; 
aux basses températures sa valeur est plus petite que celle que laisse prévoir la théorie 
classique (3 k, & étant la constante de Boltzmann); en cffet la capacité thermique 
des corps solides diminue avec la température proportionnellement à T?. L'appli- 
cation de la théorie quantique au calcul de la capacité thermique d'un corps solide 
est d£crite dans presque tous les cours de physique statistique. 
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1 ŒU ; 
ment en série de l'énergie potentielle, tels que — ———— x5 px 27 + ..., 
3! Ox:dyr 02 


etc. Les oscillations ne peuvent alors plus être con$idérées comme étant 
linéaires et nos résultats ne représenteront qu'une approximation. En 
particulier la formule (109.26) ne sera valable que pour des nombres 
quantiques n, petits. 


$ 110. Mouvement des atomes 
dans des champs extérieurs 


Considérons le mouvement d'un système de particules (atomes, molé- 
cules) dans un champ de forces extérieures. Pour rendre nos calculs plus 
concrets nous considérerons un système ne comportant que deux par- 
ticules de masses m, et m, et de coordonnées x3, Ji, 21 €t Xos Vas Zee 

La généralisation des résultats au cas d'un grand nombre de parti- 
cules ne présente pas de difficultés. 

Désignons l'énergie d'interaction de ces particules par W(x1 — x. 
Y1 — Ye, 21 — 22). l'énergie de la première particule dans le champ de force 
extérieure par U, (x,»1. 1) et celle de la seconde particule par U, (x2. 
Yes 22). L'équation de Schrôdinger pour la fonction d’onde du système 
Vs JV Zp Xe Ja 2» t) sera de la forme 


La 
ot — 2 


ke 


a +UW+UYF+WY. (110.1) 


Introduisons dans cette équation à la place des coordonnées x, 1, Z 
et xs, Jo, = les coordonnées #, Y, Z du centre de masse et les coor- 
données relatives x, y, z des deux particules (cf. (108.3)). En récrivant 
(110.1) en fonction de ces nouvelles coordonnées et en remarquant que 
selon (108.3) on a 


Xe À +yx, Xa = À — 2x, 
N=Y+YN»  Ye= Y— Ye), (110.2) 
A=Z+Y2 22 = Z' — Yo, 


Me mm 


Den ren Fe 
nous obtenons 
1h VE VE DA Zn + 
+UX —yax, Y— y), Z—2IV+W(xy,2%, (110.1) 
avec 
= tst, me its. 


ar? az? Ca 


$ 110] MOUVEMENT DES ATOMES DANS DES CHAMPS EXTÉRIEURS 483 
—————_—_—_—_————— —…—  .——"———…— .————— — — ——— 


Par suite de l’existence d’un champ extérieur on ne peut séparer les va- 
riables X, Y, Z et x, y. z de cette équation, ce qui dans le cas général 
rend son étude suffisamment ardue. 

Supposons cependant que les dimensions du système sont petites. 
Ceci revient à admettre que nous nous limitons à l’étude de systèmes 
et d’états tels que la fonction d’onde W décroît assez rapidement lorsqu’on 
fait croître la distance relative r — x? + y +2? des deux particules. 
Supposons que la loi de cette décroissance soit telle que la probabilité 
de trouver ces particules à une distance r > a l’une de l’autre est prati- 
quement nulle. On pourra assimiler alors a aux dimensions de notre 
système (ce sera le « rayon » de l’atome, ou la « longueur » de la molécule). 

Dans ces conditions dans l'équation (110.17) n’auront d'importance 
que des régions x, y, z où r < a. On peut alors développer en série U, 
et U, suivant les puissances de x, y, z (à condition toutefois que U, et U: 
soient des fonctions suffisamment lisses). Nous écrirons ce développe- 
ment sous la forme suivante 


U,(X + ax, Y +9, Z + Y12) + Ur (X — ex, Ÿ — fe), Z — 22) = 


=UGY2D+UGY2+ xs... +4 = (104 


ox à oz 
= VX, Y,2Z)+w(X, Y,2Z,x,y,:) +... 


où V(X, Y, Z) représente l'énergie potentielle du centre de masse du 
système et par w on a désigné les termes en x, y, z. Ce dernier terme 
établit une corrélation entre le mouvement du centre de masse et le 
mouvement relatif des particules. On écrira maintenant l’équation de 
Schrôdinger sous la forme 


mn LT Eire r2le +1 À g+ 
2M 2 
(110.5) 
+W(x, 2) + w(X, Y,Z,x,7,2)Y. 


Soient Y°(x, y, z) les fonctions propres du mouvement interne en 
l’absence de tout champ extérieur et E° les valeurs propres de l'énergie. 
Il est évident que 4? est solution de l'équation 


+ VE + WG 3,2) Yo = E9 ÿ£. (110.6) 


Afin de tenir compte de l'influence qu’exerce le champ extérieur nous 
devons compléter cette équation par le terme w(X, Ÿ, Z, x, y, z), ce qui 
nous donne 


_ on EL WGrDd+wArZxMmDb=ES. (1107 
Dans cette dernière équation les coordonnées du centre de masse X, Y, Z 


figurent en qualité de paramètres dont la valeur détermine aussi bien les 
fonctions d'onde que les valeurs propres de (110.7). 
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Bien souvent w(X, Y, Z, x, y, z) peut être considéré comme une 
perturbation. Ceci permet de résoudre l'équation (110.7) en se basant 
sur la solution supposée connue de (110.6). Désignons les fonctions pro- 
pres et les valeurs propres de (110.7) par 


Un = Yn (x, Y,2, À, YŸ,Z), En = En (X, Y, 2). (110.8) 
Développons maintenant W (x, y, z, X, }, A t) suivant les fonctions 
propres Y,. Ceci nous donne 
FF 7,2, X,Y,2,1) = ED, (X, Y,Z,t)Ÿn(xy,2, X,Y,Z). (110.9) 
L. 
En portant ce développement dans l'équation (110.5), en multipliant 
par d,, (x, y, z, X, Y, Z)et en intégrant ensuite par rapport à x, y, z, 


on obtient (en vertu de l’orthogonalité des fonctions 4,) des équations 
définissant les fonctions ®,: 


+ 0On #3 
ih ne = Sr VE Da + [VX Y,2) + En(X, Y,Z)] Dm — 
à (110.9) 
2m 2 (ann VxDn+bmn Dh), 
avec 
ann = VxŸn dx dy de, (110.10) 
bmn =| L VE Ua dx dy de. (110.10') 


Ces deux derniers termes ne sont différents de zéro que si les fonctions 
ŸVn dépendent des coordonnées X#, Ÿ, Z du centre de masse et déterminent 
l'éventualité d’une transition du système d’un état à un autre. Si en 
effet à l'instant r — O, tous les ®, — 0 à l’exception de D,’ # 0, à l'instant 
t+0, ®, # 0 et au cours du temps l’état ®,’ donnera naissance à la 
superposition (110.9). 

Dans le cas où les Y, sont indépendants de X, Y, Z, amn et bn 
sont nuls; si cette absence de corrélation entre W, et X, Y,Z, ne se 
manifeste qu’approximativement, nous pouvons négliger dans (110.97) 
les quantités 2m, et bmn, Ce qui conduit à l’équation 

ih ee = — VE Da+[V(X Y,Z)+En(X, Y,Z)]On. (110.11) 
C'est l’équation déterminant le mouvement du centre de masse du système 
soumis à l’action d’un champ dérivant d’un potentiel; l'énergie poten- 
tielle correspondante est alors 


= V(X, Y,2) + En (X, Y, 2), (110.12) 
à condition que l'état interne du système est le n-ième état quantique. 


L’équation (110.11) est en tout point semblable à l'équation de mou- 
vement d’un point matériel. 
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$ 111. Détermination de l’énergie des états 
stationnaires des atomes par la méthode 
de déviation dans un champ extérieur 


Nous exposerons dans ce paragraphe la théorie des procédés expé- 
rimentaux utilisés pour la détermination de l'énergie des états station- 
naires des atomes; ces procédés sont basés sur l’étude de la défiexion d’un 
jet d’atomes par un champ extérieur. Le procédé le plus important est 
celui de Stern et Gerlach, qui est plus généralement connu comme un 
procédé de détermination du moment magnétique des atomes. Mais une 
étude plus approfondie montre que ce procédé expérimental est un pro- 
cédé de détermination de l'énergie des atomes placés dans un champ 
magnétique extérieur. 

JI s'ensuit de la théorie du mouvement de l’électron appartenant à un 
atome soumis à l’action d’un champ magnétique ($ 62) que dans la 
mesure où on néglige les termes de puissances élevées du champ magné- 
tique, l’action de ce champ peut être représentée par une énergie poten- 
tielle supplémentaire (62.7) égale à l'énergie d’un dipôle magnétique 
(orbital et de spin) par rapport à ce champ. Nous pouvons donc appli- 
quer au cas que nous nous proposons de traiter la théorie qui a été exposée 
au paragraphe précédent. Les calculs du $ 62 montrent que dans cette 
approximation les fonctions d'onde Yym de l’électron ne dépendent pas 
du champ magnétique et que les valeurs propres de l’énergie sont égales 
à (cf. (62.13)) | 


Entm = ES + TUE 1). (1.1) 


On y avait admis que le champ magnétique # était homogène. Mais 
s’il varie assez lentement (l'intensité d’un champ macroscopique varie 
toujours assez lentement pour les besoins de nos études), on peut le repré- 
senter en fonction des coordonnées du centre #, Y, Z de l’atome, sans 
que l’équation (111.1) en soit invalidée !). 

Nous pouvons donc écrire 


Enim (X, Ÿ, Z) = E9, + À 


2uc 
Les fonctions d'onde Yym ne dépendent plus des coordonnées X, 
Y, Z, puisqu'elles sont indépendantes du champ %#. Nous avons donc 


affaire à un cas où on peut remplacer l’équation générale des fonctions 
d’onde ® (110.9) décrivant le mouvement du centre de gravité par les 


(Cm + 1) X(X, Y,2). (111.2) 


1) Pour que (111.1) reste valable il suffit que l'intensité du champ %X varie peu 
sur l'étendue des dimensions a de l’atome, ce qui revient à exiger que soit respectée 
la condition 

ex | 
al. 


0Z 


>|] LL ; 
ox C2 
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équations (110.11). Ces équations s’écrivent dans le cas qui nous intéresse 
sous la forme suivante: 


€®. hk 
je = — 7 VX Pnim + Enim (4, Y,Z) Dim. (111.3) 


Comme la masse M de l'atome est grande et que le champ # varie len- 
tement, nous nous trouvons en présence des conditions requises pour que 
soit valable l’approximation classique. Si nous posons 


Paim (x, y, Z, t) mu 


= Yonim Œ Ÿ. Zn exp a À Snim A, Ÿ, Z: on), (111.4) 
(l 

où Sntm est la fonction d'action et prim la dénsité spatiale des atomes, 

nous obtenons en première approximation les équations classiques sui- 

vantes (cf. $ 35 (35.8) et (35.13)): 


2 Sn 1 4 
Fun = (VSnm)® + Enim (X, Y, Z) (111.5) 
M 1 | 
Fee — + iv (enim V Snim) = 0. (111.6) 


La première de ces équations est l’équation de Hamilton-Jacobi qui implique 
que la particule sc déplace le long de trajectoires classiques. La seconde 
équation est l’équation de continuité, et implique que le jet de particules 
se déplace de telle manière que le flux de particules traversant n’importe 
quelle section du tube formé par les trajectoires soit constant. 
Considérons maintenant le schéma de la fig. 83. Supposant qu'entre 
les points D et P soit appliqué un champ magnétique dirigé suivant 
l'axe OZ. En D on dispose un dia- 
phragme à travers lequel sont injec- 
tés les atomes. La largeur de la 
fente du diaphragme est AZ,. Le 
jet d’atomes passant par D se 
scindera en plusieurs faisceaux. Les 
atomes qui se trouveront dans ur 
état de moment magnétique M, — 0 
progresseront sans être soumis à des 
forces extérieures. Les équations 
(111.5) et (111.6) définissent le fais- 
ceau d’atomes qui ne subissent 
Fig. 83. Schéma utilisé dans la théorie AUCUNE déviation. Les atomes dont 


des expériences de Stern et Gerlach. l’état est tel que M; # O forment 
des faisceaux atomiques déviés par 


rapport à la direction du premier faisceau (on a représenté sur la fig. 83 
deux faisceaux ayant subi des déviations différentes). 

1] est important de noter que le moment magnétique M, varie de 
manière discontinue lorsqu'on passe d’un état à un autre; c'est ce qui 
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détermine la séparation des atomeés en faisceaux et permet par observa- 
tion de leurs points d'impact P sur un écran (ou sur une plaque photo- 
sensible) de définir l’état ÿ» dans lequel peuvent se trouver ces diffé- 
rents atomes et de définir par conséquent leurs états stationnaires. Les 
trajectoires des différents faisceaux atomiques se laissent aisément calculer 
à l'aide des équations (111.5) et (111.6), compte tenu de la position D 
du diaphragme, de sa forme et de la répartition initiale des vitesses des 
atomes. 

On peut tout aussi bien utiliser directement les équations de Newton 


&x HE CEnim | 

dr? ex 

ŒY __ dEntm 
M 7 (11.7) 
M TZ —_ ŸEntm, 

di 2Z 


Nous admettrons que l'intensité du champ magnétique X ne dépend 
que de la coordonnée z (tout au moins le long de la majeure partie de 
la droite DP). On tire alors de (111.7) 


X=V+ Xe (111.8) 
Y= Ye (111.8) 

== 22 dEnim 2 [22 
7 ET + Zo (111.8) 


où rest la vitesse des atomes (nous supposons qu’au début ils se dépla- 
cent parallèlement à OX et que dans les limites de la région à l’intérieur 


de laquelle se propagent les atomes le gradient de champ AE est presque 


constant). En désignant par / la longueur du segment DP on calcule à 
l'aide de (111.2) la déviation des faisceaux 


1 eh dx !° 
Zm — Zo mou trE D ER (111.9) 
Ce calcul n’est qu’approximatif. Effectivement les atomes qui sont passés 
par le diaphragme au lieu de se propager le long de trajectoires classiques, 
se dispersent. 

Afin de tenir compte de cet effet on doit arriver à une meilleure appro- 
ximation dans la résolution de l'équation (111.3) en tenant compte des 
termes en Sim €t Pnëm renfermant les premières puissances de # (cf. $ 35). 
Nous nous en abstiendrons cependant en nous contentant de procéder 
à quelques estimations. 

Soit AZ, la largeur du faisceau dans la direction OZ. Conformément 
à la relation d’incertitude 


AZ Ap: > . (111.10) 
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la composante le long de OZ de la vitesse des atomes ne saurait être nulle 
(la même observation a été admise dans le calcul classique). Si la valeur 


moyenne pz = 0, il s’ensuit de (111.10) que AZ, My > _ soit 


goss (111.10) 
2M.: AZ 
Lors de la traversée pendant le temps r de la région où règne le champ 
magnétique la largeur du faisceau AZ augmente par suite de la dispersion 
des valeurs de v; et devient égale à 
ht 
AZ = v _——— . 111.1 

RIT raz CRIE 
Pour pouvoir préciser auquel des états Enim Ou Enim appartient un 
atome atteignant l'écran P il faut que | Z»' — Zn | > AZ:, ce qui d’après 
(111.8) revient à exiger que 


LAS dEnim’ dEnitm ht 
REA net RES —— 11.12 
2M| 2z ez |7 2M.42 LL ) 
ou encore que 
dEntm’ CEnin 
2 _ A è : 
| MR AZ — Zo|t>3 (111.13) 
Or comme Erim et Entmr ne dépendent que faiblement de Z 
Erin’ Ent 
a SR AT |. 
| Entm Enim | > 2Z AZ 2z Zo| 
on peut exprimer l'inégalité (111.13) comme suit 
| Entmr — Enim|t > h. (111.14) 


Cela signifie que pour pouvoir distinguer les états stationnaires d’un 
atome Erim’ et Enim, les mesures doivent durer un temps t suffisam- 
ment grand 


pl (111.15) 
| Enim’ — Enin | 


Nous reviendrons encore sur ce résultat au $ 112. 

Pour conclure l’étude de la théorie du procédé de détermination des 
états stationnaires des atomes basé sur la déviation d’un jet atomique par 
un champ extérieur, nous examinerons un cas plus compliqué, où la fonc- 
tion d’onde initiale représente un état d'énergie indéterminée. 

Selon la théorie générale la probabilité d'observer expérimentalement 
pour ces états-là une énergie E, est égale à | c: [?, c, étant l’amplitude du 
développement de 1, suivant les fonctions propres de l'opérateur de l’éner- 
gie?). Voyons dans quel rapport se trouve cette assertion avec la déter- 


1) Pour simplifier nous groupons les désignations de tous les nombres quantiques 
dans le symbole x. 
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mination de l'énergie par le procédé de déviation des faisceaux atomiques. 
Si l’état interne du système est d,(x, y, :), la fonction d’onde totale, 
compte tenu du mouvement du centre de masse, est: 


VX 2 x,7,2)= da Y,Z)Vn(x,»,2), (111.16) 


DA étant défini par l’équation (111.3) ou plus généralement par (110.11). 
Si l’état ® est une superposition d'états Y;, en raison de la linéarité des 
équations de la mécanique quantique, la fonction d’onde globale sera 
de la forme 


VX Y,2,x,7,2) = D cnDn(X, Ÿ, Z)Yn(x,y,=). (111.17) 


Dans nos expériences nous déterminons directement non pas l'énergie 
interne de l’atome, qui est la grandeur qui nous intéresse, mais sa position 
X, Y, Z. Calculons la probabilité de présence de l’atome dans une région 


X,X+dX, Y,Y+dY, 2Z,Z+dz. 
Cette probabilité est égale à: 


w(X, Y, Z) dX dY dZ = dX dY aZ( 14 F dx dy dz = 
= D'cal|DnldXdY dZ. (111.18) 


La mesure de l'énergie E; de l’atome consiste à décider à quel faisceau 
appartient l’atome considéré (cf. fig. 78). Chacun des faisceaux se trouve 
caractérisé par sa fonction ®,(X, Y, Z). Afin que l’étude expérimentale 
considérée permette réellement de mesurer l’énergie d’un atome, il importe 
que les différents faisceaux soïent bien séparés les uns des autres, ce qui 
revient à exiger qu’en différentes régions de l’espace les fonctions ®, (Y, 
Y,2) soient non nulles (il faut donc que soit respectée la condition (111.15)). 

Déterminons maintenant la probabilité w» d'appartenance d’un atome 
à un faisceau m donné. On doit intégrer (111.18) dans tout le volume de 
ce faisceau. En désignant par VA ce volume, nous avons: 


Wm = \ w(X, Y,Z)dX dY dZ=— 


Vn 


= Tia (19% PdXdYdZ. (111.19) 
n A 


Si tous les faisceaux sont bien séparés, seront nulles toutes les intégrales, 
sauf 


( | Dan [2 dX dY dZ, 
Va 
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qui est égale à l’unité, du fait que D, est normée. Nous arrivons ainsi au 
résultat suivant 


Wm = | Cn |. (111.20) 


Mais wn est précisément la probabilité de ce que l'énergie de l’atome 
est égale à E,, (puisque les atomes d'énergies différentes appartiennent 
à des faisceaux différents). Aussi le procédé de détermination de l'énergie 
d'un atome qui vient d'être décrit est parfaitement conforme à l’interpré- 
tation des quantités | c, |? comme exprimant la probabilité de trouver 
une énergie Eh pour l’atome. On notera que l'instrument de mesure est 
dans ce cas l'atome lui-même puisque son énergie interne E, est déter- 
minée par la position de son centre de masse. 

Notons un autre fait important. Nous avons affirmé au $& 16 que toute 
mesure a pour résultat de transformer un ensemble pur en un ensemble 
mixte. Il est facile de se rendre compte que dans le cas que nous étudions, 
c'est ce qui se produit effectivement. Calculons la probabilité de présence 
de l'électron au voisinage d’un point x, y. : le centre de masse de l’atome 
se trouvant en un point X, }, Z donné. Nous avons 
MALADE TE = D D crc bn (x, 7,2) LA J, 2) X 


n m 
X DA F2), (A, Y,Z) (111.21) 


Dans la région où il y a ISSOUNremEnE des fonctions ®, et ,,, il se produit 
une interférence des états 4, et ms de sorte que la valeur de w dépend 
des phases c, et c,. Dans une région où ®, et ®,, ne se recouvrent pas 
(mesure!) nous obtenons 


(x, ».:, À, Ÿ, Z) = \F E — 
= Dicn El Yale, 3,7) FI DAX, Y,Z)E, (111.21) 


et nous voyons que les phases c, n’y figurent plus. La probabilité w se 
compose de façon non cohérente à partir de Ÿ., comme cela se produit 
dans le cas d’un ensemble mixte (cf. $ 16). 


$ 112. Collisions non élastiques d’un électron 
avec un atome. Détermination de l’énergie 
des états stationnaires 
des atomes par la méthode de collision 


Une des applications de la théorie du mouvement de plusieurs corps est 
le calcul des collisions interatomiques non élastiques. Nous nous trouvons 
en présence de ce type de collision dans les expériences de Franck et Hertz 
(& 3), mais le procédé de calcul que nous nous proposons d'exposer ne 
peut être directement appliqué à ces expériences. La raison en est que 
nous admettrons que l’électron qui entre en collision avec un atome possède 
une énergie notablement plus grande que celle de l’électron appartenant 
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à cet atome (à cette condition on pourra mettre en œuvre la théorie de 
perturbation). L'opérateur de l'énergie totale des deux électrons!) est 
de la forme 


HE re) = A() + (2) + W, re) = H° (rire) + Wrsure), (112.1) 
HG) = — 3 ŸE + Un), (112.2) 


H(r2) = — —— L'ÆE | 
; ‘ : (112.3) 
Gore) = Ur) + | 


n—trl 
Utr,) représente ici l'énergie que possède l'électron appartenant à l’atome 
dans le champ du noyau et des autres électrons atomiques; —— est 
1 12 
l'énergie d'interaction électrostatique de l'électron de l'atome et de l’élec- 
tron incident, tandis que U (r2) est l'énergie de ce dernier électron dans le 
champ créé par le noyau et les autres électrons de l’atome. Les autres quan- 
tités figurant dans ces équations ont leurs significations usuelles. 

Nous supposons que l’énergie cinétique de l'électron incident est telle- 
ment grande que nous pouvons assimiler toutes ses interactions avec 
l'atome W à des perturbations. L'équation de Schrôdinger décrivant le 
mouvement non perturbé sera alors de la forme 


Ar, re) Vre, re) = EYUr re) (112.4) 


et aura pour solution 


nu re) == Va (3) Ype (2), (112.5) 
EZE SP. , 
Der (112.6) 


où %$ est la fonction d'onde de l'état stationnaire de l’électron appar- 
tenant à l’atome et correspondant à une énergie Es: 4, représente l’onde 
de De Broglie caractérisant le mouvement libre de l’électron incident dont 
l'impulsion est po. 

Nous chercherons à déterminer la probabilité de passage de notre 
système de deux électrons dans un autre état: 


Lo (a re) = Vm (r1) Yp (re). (112.7) 


Pour calculer cette probabilité nous utiliserons la théorie des transitions 
quantiques déclenchées par une perturbation indépendante du temps 
(& 85). C’est l'énergie W (112.3) qui joue ici le rôle de perturbation. Calcu- 


3) Nous pouvons négliger le mouvement de l’atome tout entier pour la raison 
que la masse du noyau est très grande devant celle de l'électron. 
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lons d’abord l’élément de matrice de cette perturbation pour la transition 
n, PP >, p. Nous avons 


ARE = [fc de. 4e, or [U (9 + ——) Gr) (1128) 


(du, dv, indiquent ici que l’on doit intégrer par rapport aux coordonnées 
du premier et du second électron). Intégrons d’abord par rapport à ds. 
Introduisons la quantité 


Pmn (1) = — em (r1) Ya (n). (112.9) 


Nous désignerons cette quantité sous le nom d’élément de matrice de la 
densité de charge pour la transition # —> m (il est clair que pxn est la 
valeur moyenne de la densité à l’état 49). Compte tenu de l’orthogonalité 
des fonctions ‘4% nous obtenons 


(ave (4 a (rs) Pot — en) . 


= U(r2)Smn — ef mn — = Vun (Er). (112.10) 
mL | 

La dernière quantité peut être considérée comme l'élément de matrice 

de l’énergie potentielle de l’électron incident (2) lors de la collision dans 

le champ créé par le noyau et l’électron (1) de l’atome cible. 

Si m = n la collision serait élastique. Vrm se confond alors avec l’éner- 
gie de perturbation que nous avons invoquée au $ 79 dans la théorie de la 
diffusion élastique des électrons. En portant Vin (r.) dans (112.8) et en 
remarquant que 


st sen 
L] 
Lo (e) = ——— 112.1 
Yo, (2) = . "TE Yo (F2) PET ( 1) 
il vient 
l Re 
Wop.noe = pe À dés Van (De = Fna@E), (12.12) 
K représente le vecteur 
K= "EE =k—k (112.13) 
(] 


k, et k sont les vecteurs d'onde de l’électron avant et après collision. 

Pour évaluer la probabilité de transition par unité de temps (seconde) 
de l’état initial E», p%, pÿ, p2 dans l’état final Em, p, dQ (dQ est l'élément 
d’angle solide à l’intérieur duquel se situe la direction de l'impulsion p 
de l’électron après collision), nous appliquerons la formule (85.3). La 
densité d’états rapportée à l’intervalle des valeurs de l’énergie totale ct 
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que nous avons désignée par p (E) dans la formule (85.3) sera la même 
que dans le cas d’un seul électron (cf. (84.23)), puisque 


[ins E]- 42) 


Par conséquent p (E) = up. Aussi conformément à (85.3) et (112.12) 
nous avons 


Pay, (mn, p) dQ = EE a 5 | Fnn (K}up dQ. (112.14) 

Pour passer de la probabilité de transition par unité de temps à la 
valeur de la section efficace © (p,, p, 8, +) correspondant à la transition 
Po—> P, dQ, on doit utiliser une autre normation des fonctions de l’électron 
incident. On doit les normer de telle sorte que le flux par cm° et par seconde 
soit égal à l’unité. Il suffit pour cela de remplacer (112.11) par 


jrs 
U € ( 2 ) 
do, (re) = , 112.11" 
Vo 
où #, est la vitesse de l’électron incident 
= Pl pe, (112.15) 
b u 


Les fonctions (112.11) et (112.11') ne se distinguent que par le facteur 


Je, = dE RAA ÿ=- 


Puisque dans la formule (112.14) définissant la probabilité la fonction 
initiale figure au carré, en passant de la normation (112.11) à la norma- 
tion (112.11°), on verra apparaître dans la formule (112.14) le facteur 


a rh) Æ , Simultanément la probabilité P,, (m, p) acquiert les dimen- 


sions due surface. Etant donné que la normation que nous venons d’a- 
dopter pour l’onde incidente est justement celle que l’on utilise dans les 
calculs de la section efficace (flux égal à une particule par seconde par 
cm°), la probabilité calculée se confond avec la section efficace. Compte 
tenu de ces considérations nous pouvons écrire la formule de la section 
efficace sous la forme 


ex ep | CRT 2 
Go, (mn, ) 4Q = |) 1 Fax PdO. (1219 
La condition de résonance qui coïncide avec la loi de conservation de 


l'énergie pour le cas où la perturbation est indépendante du temps, s'écrit 
alors 


2 3 
Eee EEE, (112.17) 
2u 2u 
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Dans le cas d’une diffusion élastique mn = n, p — p, et la formule (112.16) 
devient identique à celle que nous avons établie au $ 78 par la méthode 
des états stationnaires. Dans le cas d’une diffusion non élastique le facteur 
atomique Fun se présente sous une forme différente (cf. 112.12). D’autre 
part la formule de & comporte le facteur p/p,, dont la signification se 
dégage des considérations suivantes. Le produit c dQ représente le rapport 
du flux incident et du flux diffusé dans l’angle solide dQ. Dans ce rapport 
des flux figure un rapport de vitesses qui est précisément égal à p/p, et 
qui s’élimine pour le cas d’une diffusion élastique. En désignant p par pu n, 


K par Kmn = a 


= Pnn & ; 2 , 
Gmn (9, ?) dQ = 2e (-t—) + En Kmn) P dQ.  (112.16') 


En intégrant par rapport à tous les angles de diffusion dQ envisageables, 
on obtient la valeur de la section efficace pour toute collision, lors de 
laquelle l'énergie de l’électron varie d'une quantité En — En, l'atome pas- 
sant alors de l'état E, à l’état Æ,,: 


Omn —= \ Omn (6, o) dQ. (112.18) 


47 


, On écrit souvent la formule (112.16) sous la forme: 


Si Ex désigne l'état normal le plus bas de l'atome, l’électron incident ne 
peut qu’exciter l’atome (Em > Eh). On appelle alorsomn section effi- 
cace d’excitation de l'atome. La fig. 84 représente une 
dépendance typique de la section efficace avec l'énergie des électrons. 
En appliquant la loi de conservation (112.17) on arrive à déterminer, 

par mesure de la variation de l’énergie des 


G, # D a p3 PÈë 
mn électrons incidents Sn les valeurs de 
u 


Em — En et de déterminer ainsi le spectre 
énergétique de l'atome. C’est ce qui a été 
réalisé pour la première fois dans les expé- 
riences de Franck et Hertz. 
Si on adopte, comme c'est l’usage, en 
qualité de zéro dans l'échelle des énergies 
0 E de l’électron de l'atome la frontière de sé- 
Fig. 84. Dépendance de la Paration entre le spectre discret et le spectre 
section efficace Gmnn d’excita- Continu (:1— ),la mesure de l'énergie per- 


tion des atomes par les im- 3 Re p? Pè 
pacts d'électrons avec l'énergie due par les électrons incidents De 


des électrons E. 2 de, Pre 
di correspondant au début de l’ionisation de 


l'atome (marquée par l'apparition d'électrons secondaires), permet de 
déterminer l'énergie de l’état initial de l’atome (avant collision). Dans ce 
cas nous tirons en effet de (112.17): 


LP jp = PP 112.17’ 
En= 2e WrÈl œ 2u 2u ( ® ) 
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Nous voyons donc que nous pouvons fort bien déterminer l’état station- 
naire de l’atome. Ce procédé de mesure se distingue du procédé de diffusion 
d’un jet atomique par un champ extérieur, par ce qu'après mesure l’état 
de l’atome se trouve modifié (par exemple, il se produit une ionisation), 
tandis que dans le procédé de diffusion l’état de l’atome ne change pas. 

On doit remarquer que pour déterminer l'énergie de l’atome par la 
méthode des collisions, on doit y consacrer un certain temps minimum, 
de même d’ailleurs que dans la méthode de déflexion. La méthode de mesure 
se base en effet sur la loi de conservation de l'énergie (112.17); or cette 
loi exige que dans les formules définissant les probabilités de transition 
figure une fonction delta (cf. $ 84, formules (15), (16) et (17) dans les- 
quelles on posera fiw = 0). 

En fait nous avons affaire non pas à une fonction delta, mais à une 
approximation de cette fonction (84.14): 


sin EE)? 

2 
E—E 

qui ne s’identifie avec à (E — E,) que pour t -> co. La fonction S’ (E — E;) 


n’est différente de zéro que pour une gamme de différence d'énergie 
A(E— E;) telle que 


S'(E— Es) = = . (112.19) 


A(E—Eÿt=h, 
mais devient petite pour 
A(E—E) t>h, (112.20) 


ce qui signifie que la différence entre l’énergie initiale E, et l'énergie finale 
E est alors sujette à une certaine indétermination, qui dépend de l'intervalle 
de temps ? séparant le début de la mesure (début de l'interaction de l’élec- 
tron incident avec l'atome) et la fin de la mesure (mesure de l'énergie 
de l’électron incident après collision). 

Supposons maintenant que nous connaissions avec précision l'énergie 
de l’électron incident avant et après collision. On peut tirer alors de (112.20) 
une corrélation entre la durée r de la mesure et l’indétermination A (E, — 
— Ey:) portant sur la différence entre l’énergie initiale et finale du système 
à l’étude (de l’atome): 


A(En— Er)t>h. (112.21) 


Afin de déterminer les niveaux quantiques de notre système (expé- 
rience de Franck et Hertz) nous devons encore fixer la valeur de l’énergie 
finale. Pour ce faire nous enregistrerons tous les cas où par suite de la 
collision l’atome subit une ionisation (E,; > 0) et nous mesurerons l’éner- 
gie de l’électron éjecté de l’atome. Dans ces conditions toute l’indétermi- 
nation se concentre sur l’état initial et nous obtenons de (112.21) 


A(E)t>h. (112.21) 
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Pour préciser quelle était l'énergie de l’atome avant collision (E, ou E,,) 
il faut évidemment que A (E;) < | En — En |, soit 


|En—Enlt >. (112.22) 


Donc, pour préciser l'état dans lequel se trouvait l’atome avant collision 
il faut que la durée de la mesure soit suffisamment grande (on suppose 
que l'énergie après expérience est connue). Si par contre on se contente 
de ne déterminer que l'énergie avant l’expérience (c.-à-d. l'énergie de l’état 
initial) ou que l'énergie après l’expérience, la corrélation (112.21) cesse 
d’être valable. 


$ 113. Loi de conservation de l’énergie 
et rôle spécifique du temps 
en mécanique quantique 


Selon la formulation classique de la loi de conservation de l’énergie, 
l'énergie d’un système fermé reste invariable; il en résulte qu’en désignant 
par E, l’énergie à l’instant 1 — 0, et par E+ l'énergie à l'instant r, on a 


E = E. (113.1) 


En mécanique quantique on exprime la loi de conservation de l'énergie 
d’une manière analogue. D’après ce qui a été dit au $ 33 l’énergie est une 
intégrale de mouvement et la probabilité w (E, t) de trouver à un instant 
t une valeur E de l'énergie est indépendante du temps: 


ven 6 (113.2) 
dt 


Cette formulation de la loi de conservation de l'énergie admet qu'il est 
possible de déterminer l'énergie à un instant donné sans qu’elle s’en trouve 
affectée de façon incontrôlable. En mécanique classique la possibilité 
d’une telle détermination apparaît comme indubitable. Par contre, en 
mécanique quantique où l'intervention de l'appareil de mesure donne lieu 
en général à une variation de l’état du système, une telle possibilité n’est 
nullement évidente. 

L'étude des dispositifs utilisés pour les mesures d'énergie que nous 
avons décrits aux $& 111 et 112, montre qu’il n’est possible de mesurer 
l'énergie sans qu'elle en soit modifiée, qu'avec une erreur 


AE>À, (113.3) 


+ étant la durée d’une mesure. Ces considérations ne nuisent en rien à 
la validité de la loi de conservation de l’énergie, puisque celle-ci est une 
intégrale de mouvement et que nous disposons d'un temps aussi long 
que l’on veut pour procéder à des mesures de longue durée. Si, par exemple, 
nous effectuons une mesure pendant un temps + puis nous abandonnerons 
le système à lui-même pendant un temps 7, après quoi on redéterminera 
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l'énergie, il s'ensuit de la loi de conservation de l'énergie (112.2) que le 
résultat de cette deuxième mesure coïncidera à AE = — près avec le résultat 


de la première mesure. Si par contre on n’exige pas que l'énergie ne soit 
pas affectée par la mesure, il n’existe aucune limitation à la précision 
de mesures instantanées, puisqu’alors la corrélation (113.3) ne renferme 
que l'indétermination AE sur la différence des énergies avant et après 
l'expérience (cf. (112.21)). Aussi peut-on arriver à une connaissance aussi 
précise que l’on veut de l’énergie à un instant donné, à condition de se 
contenter de connaître la valeur de l'énergie soit avant, soit après l’expé- 
rience. On peut, par exemple, déterminer l'énergie à l’instant r — 0, après 
une expérience et à un instant # — T avant l’expérience. Il s’ensuit alors 
de la loi de conservation de l’énergie que les deux valeurs de l'énergie 
doivent être égales entre elles. 

Pour conclure ces considérations sur l’énergie, nous noterons encore 
qu'il n'existe pas en mécanique quantique de corrélation entre l’indé- 
termination AE sur la valeur E de l’énergie à un instant donné t et la pré- 
cision At avec laquelle a été fixé cet instant 


AE-A > … (113.4) 
semblable à la corrélation entre l'impulsion et la coordonnée de position 
ApzAx > _ (113.5) 


De même on n’y connaît pas la corrélation 1-4 — M1 = ih, bien que l’on 
connaisse la corrélation xÊ, — Ê,x = ih. 
On aurait pu s'attendre à l’existence d’une telle corrélation que si on 


pouvait faire correspondre à l'énergie E un opérateur in À » analogue 


à l'opérateur — ih L qui accompagne l'impulsion p-. Effectivement, en 
X 


mécanique quantique l'opérateur de l'énergie À est une « fonction » des 
opérateurs de l'impulsion et des coordonnées: À = A(P,, P,, P., x, y, 2). 
Aussi du point de vue des principes généraux de la mécanique quantique 
l'énergie est une grandeur pouvant avoir à un instant donné une valeur 
bien déterminée, et le temps # n’est pas un opérateur à la différence des 
coordonnées x, y, z. 

Et cependant on peut obtenir la corrélation (113.4) en attribuant à 
AE et Ar une signification convenable. Donnons-en quelques exemples. 
Soit un groupe d’ondes (cf. $$ 7 et 14) se déplaçant avec une vitesse de 
groupe v et dont l'étendue est Ax (ce qui revient à une indétermination 
sur sa coordonnée). Introduisons le temps At — Ax/v durant lequel le 
groupe dépasse un point donné x de l'espace. Comme 

2 
AE= AE rap, (113.6) 


2u 
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nous tirons de (113.5) 


vApr- À = = AEM D (113.7) 


Ici AE représente l'indétermination sur la valeur de l’énergie et At la 
durée de passage du groupe par le point prédéterminé x de l’espace. On 
peut le définir autrement: s est le temps pendant lequel la valeur moyenne 
X varie d’une quantité égale à l’indétermination Ax sur la coordonnée 
du point. 

Un autre exemple de corrélation de la forme (113.4) est fourni par 
le phénomène de désintégration que nous avons étudié au $ 99, où un 
certain état initial donné 4 (x, 0) disparaît totalement. Nous y avons 
montré qu’en identifiant l’indétermination AE sur l'énergie à la largeur 
AE = hà/2 du niveau quasi stationnaire, et le temps Ar au temps de 
vie de létat de l'atome +—1/À— Ar, les quantités \E 
et At sont liées entre elles par la corrélation (113.4) (cf. formule (99.31)). 

L. Mandelstamm et I. Tamm ont démontré !) que les exemples que 
nous venons de considérer sont des cas particuliers d’une interprétation 
généralisée de la corrélation (113.4); cette interprétation est la suivante: 
soit L une grandeur mécanique quelconque, mais qui n'est pas une inté- 
grale de mouvement. Si l’état considéré n’est pas un état stationnaire. 
la valeur moyenne £ doit varier avec le temps. Soit Ar l'intervalle de temps 
pendant lequel la valeur moyenne L aura varié d'une quantité égale à 
l’indétermination AL (AL est égale à la racine carrée de l'écart 
(ALE : L(t+ At)— L(t)| = AL). Dans ces conditions Ar est liée à 
l’indétermination AE sur la valeur de l’énergie par la relation (113.4) (AE — 


= VAE5) 


1) [zv. Ak. Naouk; sc. phys. 9, 122 (1945). 


CHAPITRE XIX 


“ 


SYSTÈMES DE PARTICULES IDENTIQUES 


$ 114. Principe d’identité des microparticules 


Nous allons passer maintenant à l’étude de systèmes constitués de 
particules identiques. Nous entendons par particules identiques des parti- 
cules ayant même masse m, même charge e, même spin s, etc.; placées 
dans les mêmes conditions (champ extérieur, présence d’autres particules, 
etc.) ces particules se comportent toutes de la même manière. 

Du point de vue de l’atomisme il est tout naturel, mais non indispen- 
sable, de considérer que tous les exemplaires de particules d’une même 
espèce (électrons, protons, neutrons, etc.) sont parfaitement identiques 
entre elles. En effet la mesure des grandeurs caractérisant les particules 
(m, e, s) s'effectue évidemment à une imprécision près (Am, Ae, As), de 
sorte qu’il est toujours légitime de supposer que les différents exemplaires 
de particules peuvent différer les uns des autres, tout au moins dans les 
limites des erreurs de mesure. 

On ne pourrait affirmer si tous les exemplaires de particules d’une 
sorte donnée sont ou ne sont pas identiques que si le comportement d'un 
ensemble de particules identiques différait qualitativement de celui d'un 
autre ensemble de particules se distinguant aussi peu qu’on le voudrait 
de celles du premier ensemble. La mécanique quantique aboutit précisé- 
ment à ce que les propriétés d’un ensemble de particules identiques diffé- 
rent qualitativement des propriétés d’un ensemble de particules diffé- 
rentes. Aussi, en s'appuyant aussi bien sur la mécanique quantique que sur 
l'expérience, arrive-t-on à trancher la question, à première vue insoluble, 
de savoir si tous les exemplaires de particules d’une espèce donnée sont 
identiques entre elles ou ne le sont pas. 

Pour se faire une idée des raisonnements invoqués pour trancher cette 
question, nous devons commencer par étudier certaines particularités 
de comportement de collections de particules de même espèce. Considé- 
rons une collection de N particules identiques. Désignons par gx les coor- 
données de la k-ième particule, en entendant par le symbole qz les trois 
coordonnées du centre de masse de la particule k (xx, Yk 2x); puis on aura 
à utiliser une quatrième coordonnée caractérisant le spin (sk) de-la - i u 
cule si celle-ci est une particule à spin. \ 
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Désignons par m la masse des particules, par U (qz, t) l'énergie qu’elles 
possèdent dans un champ extérieur, et par W (gx, gs) l'énergie d’interaction 
des particules k et j: le hamiltonien d’un système de telles particules sera 


À Qu Qu... Qu. ue. QN 1) 


re : 
= ST Le EU, 1) + 4). 14. 
2} SE FÉ + Ua ?] À WG (114.1) 


Notre hypothèse concernant l'identité de toutes les particules s'exprime 
dans cette équation par ce que l’on a posé que la masse m, l’énergie par 
rapport à un champ extérieur U et l'énergie d'interaction W ont mêmes 
valeurs pour toutes les particules. Cette particularité du hamiltonien se 
conserve quel que soit le champ extérieur: les particules identiques sont 
sujettes aux mêmes actions exercées par un champ extérieur quel qu’il soit. 

Il n’est pas bien commode de s'appuyer sur une forme particulière 
du hamiltonien ?) (114.1) quand on se fixe pour but de tirer des conclusions 
d’une portée générale. On doit arriver à exprimer le fait que le hamil- 
tonien caractérise un système de particules identiques sans que sa forme 
l'explicite. 

Partant de (114.1) il est facile de préciser quelle doit être obligatoire- 
ment le caractère général du hamiltonien d’un système de particules iden- 
tiques. Si nous permutons dans le hamiltonien (114.1) les coordonnées 
de la k-ième particule (ge) et de la j-ième (gs), le hamiltonien n’en sera 
pas modifié. En effet une telle permutation des coordonnées ne conduit 
qu’à une permutation des termes (relatifs à tous les couples (j, k) des N 
particules) constituant les sommes figurant dans le hamiltonien 


H (qu Q . se. Ike. .s Is. 48 t) = 
= À (Qu Ie... Qi... Gb... Qt). (1142) 


S'il se trouvait parmi les N particules ne soit-ce qu’une seule qui soit 
différente de toutes les autres, l'égalité ci-dessus ne serait pas satisfaite 
précisément pour la permutation des coordonnées de cette particule-là 
avec n'importe quelle autre. L'égalité (114.2) exprime donc la propriété 
la plus générale du hamiltonien caractérisant un ensemble de particules 
identiques. 

Cette propriété peut être formulée comme suit: /e hamiltonien d’un 
système de particules identiques est invariant (ou symétrique) par rapport 
à une permutation des coordonnées de n'importe quel couple de particules. 

Etant donné que nous aurons souvent affaire à des permutations, il 
serait commode d'introduire un nouvel opérateur —l’opérateur de 
permutation des particules Ps. Cet opérateur est repré- 


1) En écrivant le hamiltonien À sous la forme (114.1) nous en avons exclu tous 
les champs ne dérivant pas d’un potentiel (par exemple, le champ magnétique) ainsi 
que les interactions dépendant des vitesses des particules (forces magnétiques). On 
ne pu en tenir compte sans que les développements ultérieurs en auraient été 
affectés. 
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senté par un symbole qui indique que les coordonnées des k-ième et j-ième 
particules doivent être interverties. Si nous avons, par exemple, la fonction 
f(C..,9k...9p...), la mise en œuvre de cet opérateur nous donne: 


Pusf (qu... qn ..)=f(C.:Qn..qu...) (1143) 


Il est évident que c’est un opérateur dit linéaire, puisque pour pouvoir 
permuter les coordonnées dans une somme de deux fonctions, on doit 
procéder à leur permutation dans chacune des fonctions. 
En utilisant l'opérateur Êy; l'égalité (114.2) peut s’écrire pour tous les 
couples de particules k, j sous la forme 
Pres (qu... 6... nn t) = 
= HG... Ge. GNst) Pr. (114.4) 


Nous voyons que l’opérateur Pys est commutatif avec le hamiltonien d’un 
système de particules identiques. En effet si nous faisons agir sur une fonc- 
tion Ÿ l'opérateur PA en vertu de (114.2), ceci est équivalent à l’action 
sur d de l'opérateur HP, étant donné que l’opérateur Ê ne modifie pas, 
selon (114.2), le hamiltonien À. 

En nous appuyant sur cette propriété du hamiltonien nous allons démon- 
trer un important théorème auxiliaire concernant les fonctions d’onde 
décrivant l’état d’un système de particules identiques. Désignons par 
(Qu - + -> Qks + - +3 Is - + » GN) t); la fonction d’onde d’un système de N 
particules, qui satisfait à l'équation de Schrôdinger 
ih a (qu. ss Joe es Tips NS 1) = 

ot 


= À (qu... Gr...» Ip... QNst) X 
X Fgs-..9x...,9%..., nt). (114.5) 
Permutons les coordonnées des particules k et j en faisant agir sur les deux 
membres de (114.5) l'opérateur Êz;: 
ih (BE) = Êy(ÀP). (114.59 


Etant donné que le hamiltonien À d’un système de particules identiques 
est symétrique vis-à-vis de toute permutation de particules, nous pouvons 


selon (114.4) permuter dans (114.5) les opérateurs Ê;; et A. Nous obte- 
nons alors 


ih _. (ÉxÿE) = À (By Ÿ). (114.6) 


En comparant (114.6) avec l’équation initiale (114.5) nous constatons 


que si Ÿ (qu, ..., Qu, . . +, Qj, . « ., QN, t) est solution de l’équation de Schrô- 
dinger, l’expression 


y" — ÊB:5Y =V(g...,q...,qx,..., nt) (114.7) 
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doit être elle aussi solution de cette même équation; par conséquent aussi 
bien Ÿ que Ÿ” représentent des états possibles du système. La solution 
Y"' se distingue de l’autre solution F avant tout par ce que la particule k 
occupe l’état qui était occupé par la particule j et cette dernière occupe 
l’état qu’occupait la particule k. En continuant à permuter les particules 
nous pouvons obtenir de nouvelles solutions Ÿ””, W’”,..., qui diffèrent 
entre elles par la répartition des particules suivant les états qu’elles occupent. 

En affirmant que la première particule se trouve dans l’état a (pre- 
mier terme de la fonction d’onde) que le second occupe l’état b (deuxième 
terme), etc., nous nous trouvons en présence d’une difficulté inhérente à 
ce raisonnement. Effectivement en nous plaçant au point de vue de l’ato- 
misme, on admet que les différents exemplaires de particules constituant 
le système sont identiques et que l'on ne peut les distinguer les unes des 
autres que par leurs états, par exemple, d’après leurs positions dans l’espace, 
la valeur de leur impulsion, celle de leur énergie, etc. Il est évident que 
l’état des particules peut varier dans le temps et elles peuvent interchanger 
les états occupés. Puisque la mécanique classique admet en principe qu'il 
est toujours possible d'observer les trajectoires des particules, il serait 
donc possible, en repérant à l'instant 1 — 0 les particules d’après leurs 
positions de préciser, par exemple, à un instant ultérieur, si la particule, 
à laquelle nous avons attribué le numéro un, se trouve à un endroit donné, 
et si la seconde particule se trouve à telle autre place. Si nous avions repéré 
à l'instant # = 0 les positions des particules, les paquets d’ondes apparte- 
nant à des particules différentes devraient s'étaler et se recouvrir mutuelle- 
ment au bout d’un temps très court, de sorte que si à un instant # > 0 


t 
T 
t=0 t 
T Es 
{=D É 
Z 


Fig. 85. Numérotation des particules d’après leurs positions spatiales. 


a) selon la mécanique classique, b) selon la mécanique quantique. Dans la région 
deux fois hachuréc la numérotation est confuse 


on repère l’une des particules, on ne saurait plus si c’est la première ou 
la deuxième particule que nous avons repérée au début. 

Ces considérations sont illustrées par la fig. 85. La fig. 85, a représente 
les positions x, et x. de deux particules à l’instant { — 0 et leur mouvement 
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ultérieur suivant des trajectoires classiques. La fig. 85, b représente les 
paquets d'ondes de ces particules à proximité de x, et de x, à l'instant 
t — 0 (régions hachurées) et leur diffusion ultérieure. On notera que nous 
n'avons hachuré que les régions où | Ÿ |? a une valeur importante, ce qui 
laisse entendre qu’en dehors de ces régions hachurées les paquets d’ondes 
se recouvrent aussi, mais que 
|F f y a une valeur petite. Ayant 
décelé une particule dans la région 
de l’espace où les paquets d'ondes 
se recouvrent mutuellement, nous 
ne pouvons plus savoir quelle est 
cette particule, la première ou 
la ‘seconde. 

Prenons un autre exemple. 
Supposons que les particules se 
trouvent dans une boîte partagée 
en deux parties par une cloison 
(fig. 86). En considérant les parois 
comme imperméables aux par- 
ucules, on admet implicitement fig. 86. Deux particules placées dans une 
que lorsque les particules s'en boîte cloisonnée. 
approchent, leur énergie poten- Le dessin en bas représente l'allure de la variation de 
tielle augmente. La cloison sépa- lt potentielle À proninité des parois Le ee 
rant la boîte en deux compar- 
timents constitue en fait une barrière de potentiel, illustrée par le dia- 
gramme représenté fig. 86 au-dessous de la boîte. Si l’énergie des par- 
ticules est plus petite que la hauteur de la barrière de potentiel, nous 
savons que d’après les conceptions de la physique classique, les parti- 
cules ne peuvent la traverser, ce qui signifie que la paroi n’est pas 
transparente pour les particules. On pourrait donc discerner entre elles 
les particules, suivant qu’elles se trouvent dans le compartiment de gauche 
ou de droite de la boîte. 

Mais selon la mécanique quantique il existe une certaine probabilité 
de ce que les particules traversent par effet tunnel toute barrière de hau- 
teur finie. Si nous désignons par Ÿ4 et W les fonctions d’onde initiales des 
particules (fig. 86) on doit s'attendre à ce qu’au bout d’un certain temps 
elles se transforment en des fonctions Ÿ, et Y, (représentées par des courbes 
en pointillé); par suite on pourrait trouver la particule a dans le comparti- 
ment de droite et la particule b dans le compartiment de gauche. Lorsque 
t— oo les fonctions d’onde Y” et W, deviennent identiques et présentent 
des maximums, disposés de façon symétrique par rapport à la cloison dans 
les deux compartiments. La probabilité de trouver la particule a dans l’un 
des compartiments est alors égale à la probabilité d’y trouver la particule 
b; il ne reste donc plus trace de l’asymétrie initiale. 

Des considérations analogues peuvent être développées aussi bien 
dans le cas où les particules seraient repérées non par leurs positions dans 
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l'espace, comme nous l’avons fait ci-dessus, mais d'après d’autres indices 
caractérisant leurs états. Supposons, par exemple, qu’à l'instant 1 — 0 
la particule a possède l'impulsion pa, et la particule b l’impulsion ps. 
Comme les états caractérisés par des impulsions données occupent tout 
l’espace, il existe toujours une certaine probabilité de ce que des parti- 
cules entrent en collision entre elles, ce qui donnera lieu à un échange 
d’impulsions tel que la particule a acquerra une impulsion p#. et la par- 
ticule b une impulsion pa. 

Nous voyons ainsi que dans le domaine des phénomènes quantiques 
le seul moyen de discerner cntre elles des particules consistant à les dis- 
tinguer d’après leurs états, cesse d'être utilisable. 11 serait permis d'émettre 
l'hypothèse que les systèmes que l'on trouve dans la nature sont organisés 
de telle sorte que le problème de distinction des particules est un faux pro- 
blème, car les états d’un ensemble de particules identiques sont toujours 
tels qu’il n’est possible de parler que de l'état de l'ensemble pris en entier, 
sans préciser leur répartition par états. Cette hypothèse est confirmée 
par les faits, et nous pouvons la formuler comme suit: dans un ensemble 
de particules identiques n'apparaissent que des états qui ne sont pas modi- 
fiés lors d’un échange de particules. Cela signifie que lorsqu’on détermine 
une grandeur mécanique L caractérisant le système tout entier ou l’une 
de ses parties, la probabilité d'observer une valeur égale à L’ ne varie 
pas si les particules échangent leurs états. 

Le principe que nous venons d’énoncer ne découle d'aucune conception 
de mécanique quantique dont il a été question dans ce qui précède, mais 
nous pourrons nous rendre compte dans ce qui suit non seulement qu’il 
est parfaitement adéquat à la mécanique quantique, mais qu'il est indis- 
pensable pour pouvoir en tirer des conclusions conformes à l'expérience. 
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Soit F' (qu... 9... Gi... QN, t) la fonction d'onde caractérisant 
l'état d'un système composé de N particules identiques. Si on échange 
alors les états de la k-ième et de la j-ième particule, nous obtiendrons, 
d’après le théorème (114.7), un nouvel état possible du système qui sera 
caractérisé par la fonction d'onde Ÿ’(g,,..., gs,..., Qx,..., qn, t). Le 
principe de l'identité des particules affirme que ce nouvel état sera indis- 
cernable du premier, autrement dit que Ÿ” et W définissent en fait un seul 
et même état du système. 

Les fonctions d'onde qui caractérisent un seul et même état physique 
ne peuvent différer entre elles que par un facteur constant. Il s’ensuite 
donc du principe d'identité que 


(QG... 9h... km... Qt) = AV (Qu... hs... Qh.. + nt) 


où À est un facteur constant. A l’aide de l’opérateur de permutation cette 
équation peut s’écrire 
PesY = 2Y. (115.1) 
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Nous voyons que dans le premier membre de (115.1) l'opérateur agit sur 
la fonction et que dans le second membre cette même fonction se trouve 
multipliée par le nombre À. Par conséquent (115.1) est l'équation défi- 
nissant les fonctions propres de Ÿ et les valeurs propres À des opérateurs 
de permutation Ê:;. Nous pouvons exprimer ce résultat en disant que 
(115.1) représente la condition qu’impose le principe d'identité aux états 
possibles du système et que les fonctions Ÿ décrivant l’état du système 
doivent être des fonctions propres des opérateurs x; (pour tous les k 
et j). Il est facile de déterminer ces fonctions propres et les valeurs propres 
À. Il suffit de faire agir encore une fois l'opérateur de permutation Êe; 
(115.1). Nous avons alors 


PSE = X Pr. (115.2) 


En faisant agir deux fois de suite l'opérateur de permutation Ê;; on ne 
modifie pas les fonctions F. Aussi dans le premier membre de (115.2) 
doit figurer la fonction Y (..., gr,..., g;,...) et dans le second membre, 
conformément à (115.1), le produit A°Ÿ (..., ge,..., gj,...); on écrira 
donc (115.2) sous la forme 


W=xY, 
ce qui entraîne que 
= 1]. (115.3) 
On obtient de là les valeurs propres de l’opérateur de permutation Ê4;: 
A = +l, è (115.4) 


quant aux fonctions propres correspondantes, elles doivent avoir, d’après 
(115.1) les propriétés suivantes 


BY = +, A +1 (115.5) 
ou 
BY =, = —1 (115.6) 


Cela signifie que les fonctions propres de l’opérateur de permutation 
By sont des fonctions qui ou bien restent invariables lors de la permu- 
tation des coordonnées des particules k et j (cas décrit par (115.5)), ou 
bien ne font que changer de signe (115.6). Dans le premier cas nous dirons 
que les fonctions (115.5) sont symétriques, et dans le second (115.6) 
nous dirons que les fonctions sont antisymétriques par rapport 
à la permutation des particules k et j. 

Ainsi les états possibles d’un système de N particules identiques doi- 
vent être définis par des fonctions d'onde Ÿ (q,..., 4x, ..., 43... Qn, t) 
qui, par suite d’une permutation d’une paire de particules arbitrairement 
choisies (k et j) soit changent de signe, soit restent immuables. Des consi- 
dérations découlant de l’équivalence de toutes les particules laissent pré- 
voir que les fonctions doivent être ou symétriques ou antisymétriques 
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pour n'importe quel couple de particules identiques, de sorte qu'il ne 
peut exister de fonctions qui soient symétriques pour une partie de parti- 
cules et antisymétriques pour une autre partie \). En définitive il résulte 
du principe d'identité des particules qu’il ne peut y avoir que deux classes 
d'états pour des particules identiques: 

— symétriques pour toutes les particules 


Be Ts=Ys (k,j quelconques), (115.7) 
— antisymétriques pour toutes les particules 
PxYa = —Wa (K, j quelconques). (115.8) 


Nous allons démontrer maintenant qu’il ne peut y avoir de transitions 
entre ces deux groupes d'états; si à un instant donné le système se trouve 
dans un état symétrique (Ÿ:) ou antisymétrique (Yo) il subsistera aussi 
longtemps qu’on le veut dans l’un ou l’autre de ces états. Pour le démon- 
trer il suffit d'appliquer l’équation de Schrôdinger et profiter de ce que le 
hamiltonien est nécessairement symétrique par rapport à des particules 
identiques. Il est commode de mettre l'équation de Schrôdinger 


ih EE = fY (115.9) 
èt 
sous la forme 
dE = _ ÂAYdt, (115.10) 
an 


où d représente l’incrément de la fonction d’onde au bout d’un temps 
dt. Supposons qu’à l'instant : — 0, Ÿ est une fonction symétrique des 
coordonnées des particules (F =). En raison de la symétrie de À la 
quantité AW, sera elle aussi une fonction symétrique des coordonnées 
des particules et par suite l’incrément d/Ÿ de la fonction sera aussi une 
fonction symétrique des coordonnées des particules. 

Ces considérations se laissent résumer à l’aide de l’opérateur de per- 
mutation par les égalités 


Êks (AY 5) = À (Pi s)= A5 
qui, combinées à (115.10), donnent 
Êxs (Ts) = dE, (115.11) 


1) Dans le cas où on sc trouve en présence de ces deux types de permutation, 
on a Ÿ = 0. Supposons en effet que Ÿ soit symétrique par rapport aux permutations 
k, j et j, 1, mais antisymétriques par rapport à la permutation à, k, on aura alors 
FC... CRREET CORRT / 00e) cu —T(..., kr es Hyoees Qi.) = 

m—F(...,92...,q1...,qn...)æ —#(...,q1,...,q2,..., 91...) = 
= —F(...,qn..., hs... Gp...) 


Il s'ensuit que 2Ÿ (..., g1,..., gr,..., gs...) = 0, ce qui entraîne que Ÿ (..., qi... 
es Akroees QG...) = 0. Le même raisonnement s'applique au cas où on considère 
que deux permutations sont antisymétriques et une troisième symétrique). 
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égalité valable pour n'importe quel couple de particules. Il résulte de 
notre démonstration qu’une fonction qui était symétrique à un certain 
instant (t — 0) a été symétrique à des instants antérieurs et sera symé- 
trique à des instants ultérieurs, puisque notre démonstration est également 
valable pour dt > 0 que pour dt < 0. Par conséquent la symétrie de la 
fonction doit subsister à tout instant de ? — —o jusqu’à 1 — +0. On 
procède de façon en tout point analogue pour démontrer l’immuabilité 
des fonctions antisymétriques. Considérons à l'instant : — 0 la fonction 
Y définissant l’état d’un système et supposons qu’elle soit antisymétrique 
(4° = Ya). On écrira d’abord 


Ê, ÈT = —Y, 
puis 
Be (AY a) = H (Pr Ya) = — AY a. 
11 s'ensuit alors de (115.10) que 
Pas Yo) = —d Fa, (115.12) 


ce qui exprime le fait que l’incrément de la fonction antisymétrique a 
est lui-même antisymétrique. Si donc un système se trouve dans un état 
défini par une fonction antisymétrique Yo, il subsistera dans cet état aussi 
longtemps qu’on le veut. Ce théorème établit que la subdivision des états 
en deux classes présente un caractère « absolu »: si à un instant donné 
on constate qu’un système se trouve dans l’un de ces états (Ÿ, ou Yo) 
il ne pourra jamais changer de classe. Cette transition reste impossible 
même si on fait agir des champs différents, puisque tout champ exerce 
la même influence sur des particules identiques et par suite, quelle que 
soit la modification que l’on fait subir au champ extérieur, le hamiltonien 
reste symétrique. 

Il nous reste à préciser dans quels cas concrets on aura à utiliser des 
fonctions symétriques ou antisymétriques pour décrire des systèmes de 
particules identiques. 


$ 116. Particules de Bose et particules 
de Fermi. Principe de Pauli 


Nous venons de voir qu’en mécanique quantique l’application du 
principe d’identité des particules de même espèce impose l'existence de 
deux classes d'états ne pouvant absolument pas subsister conjointement 
dans un système donné. Aussi, étant donné un système de particules, le 
choix de la classe d'états ne dépend que de la nature des particules consti- 
tuant le système, et non de la nature des champs extérieurs ou d’autres 
circonstances semblables. 

Il a été établi par l’expérience que l’on trouve dans la nature des parti- 
cules appartenant à l’une et à l’autre de ces deux classes d'états, et que 
l'appartenance à l’une ou à l’autre classe est régie par la règle suivante: 
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les particules ayant un spin égal à un multiple entier de la constante de 
Planck 


s=him, m=0,1,72,... (116.1) 


sont décrites par des fonctions symétriques (W:). Nous désignerons ces 
particules sous le nom de particules de Bose, et les ensembles 
de ces particules sous le nom d’ensembles de Bose-Einstein, 
les deux physiciens qui ont développé la statistique de ces particules. 

Par contre les particules dont le spin est égal à un nombre demi-entier 
de fois la constante de Planck 


1 3 5 
= him, =, —) y... .2 
s m as (116.2) 


sont décrites par des fonctions antisymétriques (#4). Nous appellerons 
ces particules particules de Fermi et leurs ensembles des 
ensembles de Fermi-Dirac, du nom des physiciens qui en 
ont établi la statistique ?). 

Toutes les particules « élémentaires » simples ont un spin égal à O, 
1/2 ou 1 (voir tableau p. 20). 

Les électrons. les protons, les neutrons, les hyperons, les mesons u, 
les neutrinos et les antiparticules correspondantes ont un spin égal à 1/2. 
Ce sont donc des particules de Fermi (« fermions »). 

Les mesons + et K ont un spin nul; ce sont donc des particules de Bose 
(« bosons »). 

La seule particule élémentaire ayant un spin égal à 1 est le photon. 
Les photons se conforment donc à la statistique de Bose. 

L’appartenance à l’un ou à l’autre de ces deux classes d’un système 
complexe, tel l’atome ou le noyau atomique, dépend du nombre et de 
la classe des particules plus simples constituant le système considéré. 
Considérons, par exemple, l’atome d'hydrogène. Un atome d’hydrogène 
constitue un système formé par deux particules de Fermi: un proton et 
un électron. Le moment mécanique total d’un atome d’hydrogène se trou- 
vant à l’état normal est égal à la somme du moment mécanique (spin) du 
proton et du spin de l’électron. Puisque chacune de ces particules a un spin 


égal à + _ le moment total de l’atome d’hydrogène à l’état normal peut 


être égal à O0 ou à +, et vaut donc un multiple entier de À. 

Considérons maintenant un ensemble d’atomes d’hydrogène. Dési- 
gnons par Qrz les coordonnées du proton du k-ième atome et par Ex les 
coordonnées de l’électron de ce même atome. La fonction d’onde décri- 
vant l’ensemble de N atomes d'hydrogène sera alors de la forme 


F=Y (Q» 5 .. Qxs Ex, ... Q;, ëg, ..s Q», Ex, t). (116.3) 


1) Pauli a montré que la mise en œuvre de la théorie de relativité permet de justi- 
fier cette règle par la théorie. Nous ne pouvons cependant reprendre ici cette démons- 
tration et nous renvoyons le lecteur aux sources: W. Pauli, Relarivistic field 
theories of elementary particles, Rev. Mod. Phys., 1941. 
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Nous admettrons que l’on peut considérer chacun des atomes d’hydro- 
gène comme une seule particule (nous pouvons le faire chaque fois que 
l’on peut ignorer la possibilité d’excitation de l’électron appartenant à 
l'atome d’hydrogène). Un échange d’états entre deux atomes d’hydrogène, 
le k-ième et le j-ième, correspond à une permutation simultanée dans 
l'expression de Ÿ des coordonnées Oz, Q; des noyaux et des coordonnées 
Ex, E; des électrons de ces deux atomes. Mais puisque nous considérons: 
les protons et les électrons comme des particules de Fermi, la fonction 
d’onde Ÿ doit être antisymétrique par rapport à la permutation de n’im- 
porte quelle paire de noyaux (Q+ et Q;). Aussi doit-elle être antisymétrique 
par rapport à la permutation de n'importe quelle paire d'électrons (£x 
et £;). Par conséquent à la suite d’une permutation des protons # ct j la 
fonction Ÿ change de signe une première fois, et elle change une deu- 
xième fois de signe à la suite de la permutation des électrons de k et j. 
Il s'ensuit que lors de la permutation de deux atomes d’hydrogène don- 
nant lieu à la permutation simultanée de deux protons et de deux électrons, 
Y ne change aucunement, ce qui signifie que par rapport aux permutations 
d’atomes d'hydrogène, la fonction Ÿ est symétrique, ce qui implique que 
les atomes d'hydrogène assimilés à des particules simples se comportent 
comme des bosons. 

Des considérations semblables permettent d'étudier le cas de parti- 
cules x constituées chacune par deux protons et deux neutrons. Partant 
de ce que la fonction d’onde d’un système de particules « doit être anti- 
symétrique aussi bien par rapport à une permutation de protons qu’à 
une permutation des neutrons, on arrive aisément à conclure que par 
rapport à la permutation de particules « la fonction d'onde doit être symé- 
trique, ce qui implique que les particules sont des particules de Bose. 
Cette conclusion implique à son tour que le moment mécanique d'une 
particule « doit être égal à un multiple entier de #, puisqu'il se compose 
à partir de quatre spins valant chacun ä/2. En effet le moment mécanique 
des particules & est nul. 

Passons maintenant à l’étude de la principale particularité de compor- 
tement des particules de Fermi. Cette particularité de caractère fonda- 
mental réside en ce que les particules de Fermi obéissent au principe 
dit de Pauli, qui a été formulé par W. Pauli bien avant l'élaboration 
de la mécanique quantique sur la base d’une analyse des données expé- 
rimentales concernant les spectres d’atomes complexes. 

Sous sa forme élémentaire, ce principe s’énonce comme suit: dans 
un système donné ÿ/ ne peut y avoir plus d’un seul électron dans un seul 
et méme état quantique. 

Illustrons ce principe par un exemple. L'état quantique d’un électron 
en mouvement dans un champ de forces centrales est caractérisé par trois 
nombres quantiques n#, /, m, déterminant son énergie (nombre #), son 
moment orbital (nombre /{) et une projection du moment orbital sur un 
axe arbitrairement choisi (nombre m), et par un quatrième nombre quan- 
tique (ms — +1/2) déterminant la projection du spin électrique s, sur le 
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même axe que ci-dessus. Ainsi l’état quantique d’un électron est défini 
à l’aide des quatre nombres quantiques n, /, m, m4. Selon le principe de 
Pauli un tel état est ou bien inoccupé, ou bien occupé par un seul électron. 
Il ne peut avoir dans cet état plus d’un électron. Dans un état défini par 
les nombres quantiques (nr, /, m) définissant le mouvement du centre de 
masse Es lélectron on peut placer deux électrons de spins opposés (m: — 
= +1/2). 

La formulation du principe de Pauli que nous venons de donner est 
toute simple, mais présente l’inconvénient de n’être qu’approximative. 
En effet lorsque nous plaçons un second électron dans un état défini par 
les nombres n, /, m, cet état se trouve aussitôt altéré par l'interaction du 
second électron avec le premier. Aussi la formulation simple du principe 
de Pauli ne précise-t-elle pas quel est l’état qui n’admet pas plus d'un 
seul électron. Comme cependant l’état des électrons ne varie pas notable- 
ment du fait de leurs interactions, la forme simple du principe de Pauli 
se montre déjà féconde. 

Cherchons maintenant à formuler le principe de Pauli de manière à 
éviter la difficulté évoquée ci-dessus. Remarquons tout d’abord que l’élec- 
tron (ou toute autre particule de spin 4/2) est une particule douée de quatre 
degrés de liberté, dont trois se rapportent au mouvement de son centre 
de masse et le quatrième est son spin. Aussi pour définir l’état d’un élec- 
tron isolé ou d’un électron appartenant à un système, il suffit de déter- 
miner quatre grandeurs L,, L:, L, et s, qui doivent présenter les propriétés 
suivantes: a) elles doivent être toutes mesurables simultanément, b) les 
trois premières doivent caractériser le mouvement du centre de masse 
et être indépendantes, c) la quatrième grandeur doit déterminer le spin 
de l’électron. | 

Un tel ensemble de quatre grandeurs constitue un ensemble complet 
de grandeurs mécaniques caractérisant l’électron. Leur mesure simultanée 
constitue une mesure complète, à la suite de laquelle apparaît un nouvel 
état Ya Le La s (gx), dont les quatre grandeurs L;, L,, L:, s sont fixées. 
Pour simplifier les écritures nous désignerons les valeurs bien déterminées 
de ces quatre grandeurs par la lettre n, ce qui s'écrit 


Un (gx) — ŸLa Le La s (gx). (116.4) 


Donnons quelques exemples de ces ensembles de quatre grandeurs. Trois 
d’entre elles peuvent être les trois composantes de l'impulsion pz, Py. Pz 
et la quatrième grandeur caractérisant le spin peut être, par exemple, la 
projection s, du spin sur la direction de l'impulsion de l’électron. On 
aura alors Li = Pz, Lo = Py, La = Pz, 5 == sp. En exigeant que les trois 
grandeurs L,;, L:. L, soient indépendantes on exclut de ce fait un choix 
tel que L, = pz, Le = Pys La = p£, puisqu'alors L, serait fonction de Z.. 
Nous pouvons tout aussi bien choisir les grandeurs suivantes: L, repré- 
sente l’énergie Eyrm de mouvement de l’électron dans le champ du noyau 
(L1 = Entm), L: représente le moment cinétique de l’électron (L: = M). 
L; représente la projection du moment cinétique sur un axe OZ (L; = M) 
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et enfin pour définir l’état de spin on prendra pour L, la projection 5: 
du spin sur l’axe OZ. Si on a choisi le premier ensemble de grandeur Z,;, 
L;, L; et s on arrive après mesure à l’état 


Ÿn (Qu) = Vpn, p, Ps 59 AK), (116.5) 


et si on avait choisi le second ensemble de grandeurs on serait arrivé à 
l’état 
Ün (gx) = Ynims, (gx). (116.5) 


En général les états auxquels on arrive après mesure ne sont pas des 
états stationnaires; on s’en rend compte en remarquant que dans un système 
d’électrons ni l'impulsion d’un seul électron, ni l'énergie d’un seul électron 
ne sont des intégrales de mouvement. Mais c’est un autre aspect du pro- 
blème qui nous importe. En faisant intervenir dans nos considérations 
les états V, (qe) d’un seul électron apparaissant du fait de mesures aux- 
quelles nous avons soumis cet électron du système, nous nous sommes 
libérés du terme «état de l’électron au sein du système » qui est ambigu 
puisque l’état du système est défini par une seule fonction d'onde & (q.... 
.- 4k 4x, t) et qu’il est impossible d’en dégager l'état d’un seul électron 
sans modifier le système tout entier. Si nous effectuons des mesures de 
grandeurs concernant un seul électron (L;, L:, L;, s) on peut affirmer 
qu’au moins à l'instant r — 0. où ont été effectuées les mesures, l’état 
de l’électron sera 

Un (gx). 
Ainsi, au lieu d’avoir affaire à «l'état d’un seul électron du système » 
nous avons maintenant affaire à l’état d’un électron qui apparaît du fait 
d’une mesure complète à laquelle nous l’avons soumise. Ces différentes 
remarques nous permettent de formuler le principe de Pauli sous sa forme 
la plus générale, sans avoir à utiliser des expressions aussi ambiguës 
qu’« états quantiques d’un seul électron ». 

La formulation la plus générale du principe de Pauli est la suivante: 
si on mesure à un instant quelconque au sein d’un système d'électrons quatre 
grandeurs L;, L:, La, s arbitrairement choisies et suffisantes pour carac- 
tériser l’état d’un seul électron de ce système, une collection donnée de 
valeurs de ces quatre grandeurs ne peut être obtenue que pour un seul des 
électrons du système. 

Nous allons démontrer maintenant que le principe de Pauli qui avait 
été établi de façon empirique est un corollaire du principe d’identité des 
particules de la mécanique quantique. Ce sont les particules décrites par 
des fonctions antisymétriques (particules de Fermi) qui se conforment au 
principe de Pauli. 

Nous commencerons pour simplifier les choses par le démontrer pour 
un ensemble ne comportant que deux particules. La généralisation du 
résultat que nous obtiendrons à un nombre quelconque de particules sera 
alors toute simple. 
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Posons que l’état des particules est décrit par la fonction d'onde anti- 
symétrique Ÿ (q:, qe, t) (1 et g< représentent comme ci-dessus l’ensemble 
de toutes les coordonnées, le spin y compris, de la première et de la seconde 
particules). Supposons que nous déterminons pour le premier électron 
les valeurs d’un ensemble de quatre grandeurs, suffisantes pour définir 
son état. Désignons par n, la collection des valeurs mesurées. Nous dési- 
gnerons par ñ, la collection des valeurs mesurées des grandeurs caracté- 
risant le second électron. 

Désignons par ,, (g.) la fonction d’onde décrivant l'état du premier 
électron, lorsque les mesures des quatre grandeurs fournissent la valeur 
m; l’état du second électron sera dans les mêmes conditions décrit par la 
fonction d’onde Yu. (g2). Comme il s’agit de la mensuration de gran- 
deurs mécaniques, la fonction %,,(q) est la fonction propre des opé- 
rateurs de ces grandeurs, ce qui implique que les fonctions correspondant 
à différentes valeurs #7, forment toutes ensemble un système orthogonal: 


(2%, ( ns QD du = Bin (116.6) 


Les mêmes considérations s'appliquent évidemment aux fonctions x, (g2). 
Puisque 7, et 7, se rapportent aux mêmes grandeurs mécaniques, les fonc- 
tions Ÿ,, ne se distinguent des fonctions Ÿ:, que par le fait qu’elles 
concernent le second électron, ce qui se manifeste par ce qu’en qualité 
d’argument on y voit figurer g. au lieu de gq.. 

Développons la fonction F (q,, q:, r) décrivant l’état du système, suivant 
les fonctions propres des grandeurs mesurécs sur les électrons, donc sui- 
vant les fonctions %,,(g,) et %,,(q2). On obtient 

LA (q CES 1) — > > C [C7 ss t) Un (q:) Ye (q2), (1 16.7) 
M M 


avec 
ACLADE \ Ÿ (qu es 1) Le, (a) Va (ga) dau dgs. (116.8) 


En écrivant la double somme par rapport à », et n:. nous avons supposé 
que les grandeurs mesurées ne peuvent assumer que des valeurs discrètes. 
Si elles pouvaient prendre des valeurs continues, on aurait dû remplacer 
dans (116.7) les sommes par des intégrales, mais la suite du raisonnement 
n’en aurait pas été modifiée. Pour fixer les idées, on conservera donc les 
signes sommés. La sommation par rapport à nm, et nr. est étendue à toutes 
les valeurs de n, et de n.; d'autre part n, et n, parcourent les mêmes valeurs 
(puisqu'il s'agit des mêmes grandeurs mécaniques pour le premier et le 
second électrons). 
Selon la théorie générale la quantité 


Ww (5 as 1) > | C Gt, Nes 1) ls ( 16.9) 


représente la probabilité de ce qu’à l'instant r les mesures sur le premier 
électron fourniront la valeur n,, et celles effectuées sur le second électron 
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fourniront la valeur n.. Permutons dans l'expression de Ÿ(g,, qg2. t) le 
premier et le second électrons. Comme par hypothèse nous avons affaire 
à des particules de Fermi, à la suite de cette permutation la fonction Ÿ 
doit changer de signe: 


F (q» ut) = >, > CO, 12 1) On (92) Ym, (1) = 


= —Ÿ'(g,, 4,1), (116.10) 
autrement dit 


a > C (UT LES 1) Le (g2) Un (Ga) = 


M "M 


= — S S'en 1) Yn (qi) Ym (2). (6.11) 
M "M 


Si nous intervertissons maintenant les symboles en remplaçant », 
par ñ2 et 2 Par M, NOUS ne Changerons rien au résultat, puisque les sommes 
sont étendues à toutes les valeurs de n, et de n, et que m, et », parcourent 
les mêmes valeurs. Grâce à cette remarque nous pouvons récrire (116.11) 
de la façon suivante 


Z D cine ny 1) dn,(ge) Un, (g0 = 
M M 


= > Ze Nas 1) Un, (q1) Ÿn, (ge). (116.12) 


LU LU 
Ces développements en série suivant les fonctions orthogonales ne peu- 
vent être égaléces que si les facteurs figurant devant des fonctions identiques 
sont égaux entre eux, c'est-à-dire si 
cm Nos = —c(ns M, 1). (116.13) 
Avec 1, = nn, On à 


Cp ant) = —C(m, m,t). (116.13°) 


Or une fonction qui est égale à la même fonction changée de signe est 
nulle. Par conséquent 


c(n,n,t) = 0. (116.14) 


En portant ce résultat dans (116.9) on voit que si ”, et n, ont les mêmes 
valeurs, la probabilité w (7,, n:, t) est égale à zéro: 


w(u,n,t) = 0. (116.15) 


Nous avons ainsi confirmé notre hypothèse: la probabilité de ce que la 
mesure simultanée sur les deux électrons du système fournit les mêmes 
valeurs d'une collection de grandeurs mécaniques caractérisant l’état de 
l’électron doit être nulle. Par conséquent un tel résultat des mensurations 
est impossible et c’est justement ce qu’affirme le principe de Pauli. 
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Pour généraliser ces résultats à un système de N particules on utilisera 
les mêmes considérations que nous avons développées pour le cas d’un 
système de deux particules. Le développement de la fonction d’onde du 
système de N particules F (g...., qu, .... qj,... 4x, t) S'écrit alors 


(qu. Qhreces Ice Gù 1) = 


= Dieu in CH, Mis. Nic. NN: 1) X 
j 


CA LYS nx 
X ?m (qu)... Ya, (gx)... On, (gÿ)... Ynx (Qu) (116.7) 
avec 


C(s--s hs es Mises ANs 1) = 
à (.(4 den Qu. ax, 1) Ye (@)... Vi (an). (116.81) 


La probabilité de trouver pour les grandeurs mesurées les valeurs #, pour 
le premier électron, nr; pour le k-ième électron, n; pour le j-ième et nx 
pour le N-ième vaut 


We es Miss ces jee INT) = 
= cm... nec nee. ON, 0) 2. (116.9°) 


En effectuant dans (116.7) la permutation des k-ième et j-ième parti- 
cules et en remplaçant la sommation suivant les nx par une sommation 
suivant les n; et inversement, nous obtiendrons, en analogie parfaite avec 
(116.11) et (116.12) le résultat suivant: 


Cm... 7j... Not) = 
= —C (Ms eee bye ces Mises NNst), (16.13) 
d'où 
cm... 15... hk,.. NN) = 0 pour ng—=n;, (116.14) 


et par conséquent 
WT... Nes fjÿ.. NN;t) = 0 pour nx=n; (116.15) 


Comme cette démonstration est valable pour n'importe quelle paire des 
N particules (k, j) tous les nx doivent être différents, sinon w = 0. Ainsi, 
la probabilité de trouver dans un système de particules de Fermi ne soit-ce 
qu'une seule paire de particules pour lesquelles les résultats de la mensu- 
ration de toutes les grandeurs caractérisant l’état de la particule (nx) soient 
identiques, est nulle. 

Ainsi, par exemple, deux électrons ne peuvent posséder la même im- 
pulsion et des spins de même orientation (dans ce cas 7x = n; en entendant 
Par ñ: Pr: Py> Pz, 5). De même on ne saurait constater la présence en un 
même point de l'espace de deux électrons ayant une même orientation 
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de leurs spins (on a alors ge — gg en entendant par g les coordonnées 
x, p, 2, 53 avec gx — g; les fonctions (116.7) et (116.7’) présentent un nœud 
et | Ÿ |? devient égal à zéro). 

Ces assertions sont tout aussi valables pour toutes les autres parti- 
cules de Fermi, les positrons, les protons et les neutrons. 

Remarquons pour conclure que puisque les électrons font partie des 
atomes et que les neutrons et les protons sont des parties constituantes des 
noyaux atomiques, le principe de Pauli joue un rôle de premier ordre 
aussi bien dans la théorie de l'enveloppe électronique des atomes que dans 
la théorie du noyau atomique. 


$ 117. Fonctions d’onde des systèmes de particules 
de Fermi ou de Bose 


Examinons de plus près les fonctions d’onde qui présentent des pro- 
priétés de symétrie ou d’antisymétrie lorsqu'elles concernent des parti- 
cules. Commençons par les fonctions antisymétriques caractéristiques 
des particules de Fermi. Considérons d’abord le cas de deux particules. 
On peut développer la fonction antisymétrique de deux particules Ÿ (q, 
Q», t) suivant les fonctions propres d,, (g,) et %,(q.) appartenant aux 
particules prises une par une: 


F (qas 2 1) = > > Cm 2, 1) Ÿns (91) Ÿn, (92). (117.1) 
"M 


Nous pouvons mettre (117.1) sous une autre forme en subdivisant la 
somme en deux parties telles que dans la première nr, > n, et dans la seconde 
m<n:(m= nm est exclu puisqu'alors c(m, n2, t) = 0): 


WF (qu gt) = > D Cm, 1) Ÿn, (a) Yn, (ge) + 
MSN Ma 
+ > > C (ns 2, 1) ms (Gr) Yns (92). (117.17) 


MERS fs 


En remplaçant dans la deuxième somme l'indice de sommation n, par n° 
et l'indice 7, par nr, nous obtenons 


(gr g2. 1) = Z > C (ny 2, 1) Un, (gs) Un, (ge) + 


LESC FRET 


+ D Zone ni 1) Yni(gs) La (gs). (117.1) 


Da M 


Par ailleurs en permuttant », et n, dans © (#:, m, t) nous obtenons 
conformément à (116.13) 


WF (qi as 1) = 
= D Dci 79 1) {Um (91) Ÿn (92) — Ÿn, (Q2) Um (G)t: (17.2) 


M>ûs Ne 
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la quantité entre accolades peut être présentée sous la forme d'un déter- 
minant, de sorte que Ÿ s'écrit comme suit 


ag) = > >'c(nwnst) 


M>M M 


Yn, (g1) Ÿn, (42) 
Un, (91)  Ÿn, (2) 


Nous voyons ainsi qu’une fonction d'onde antisymétrique se présente 
sous la forme d’une somme (ou d’une intégrale) de déterminants telle que 


|. (117.3) 


Un, (1)  Ÿn, (g2) 
Ÿn (gi) Ÿn, (g2) 


Dans le cas où nous avons affaire à N particules, on obtient aisément à 
l’aide de (116.13) l'expression générale 


Ds n, (1: 92) = ‘ (117.4) 


F(Qu--::Qk-.Qj-. Qt) = 


LS 
= pa ep Can. nk.. le. NNit) X 
MDM> ee >ny 
X Ping... (Qi... p.43) (7.5) 
avec 


D... Er ep PN (Qi ss Jksco.) ji, ... qn) DES 


Um, (91) + + + Un, (gx) - - + n, (Q5) - - + Un, (4) 
Yns (1) + - + Una (Q) + + + Un, (93) - - + Un (GN) 


CO 


Ÿny (ga) - - - Un (gx) - -. Ün(g5) ... Ya, (gx) ||- 


sr. 


Ynx (91) + +: Ynx (Go) - +. Yny (97) Ynx (AN) (117.6) 


En développant le déterminant nous pouvons écrire ® sous la forme 
Dr... confpess "x [CA ss Jkso ces Ye gx) FT 


= > (+) En, (q:) Un,(qe) RE Ÿns (g;) Ynx (gx). (17.6) 
P 


La sommation est étendue aux N! permutations des coordonnées des 
particules q, ..., gx, et on adopte le signe + ou le signe — suivant que, 
partant d’une disposition des q suivant l’ordre des indices croissants, on 
arrive à une certaine disposition des g en procédant à un nombre pair 
de permutations des couples de particules ou en procédant à un nombre 
impair de permutations des couples de particules. 

La représentation des fonctions d'onde antisymétriques que nous 
venons de donner sous la forme d’une somme de déterminants présente 
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une très grande importance pour les applications pratiques de la théorie 
où on a trouvé une solution approchée au problème du mouvement de 
plusieurs corps. Supposons que nous ayons à déterminer les fonctions 
d'onde des états stationnaires de deux électrons appartenant à un atome. 
En général il n’est pas facile de trouver ces fonctions. Mais il est facile de 
déterminer les fonctions d’onde d’un seul électron. Supposons que ces 
fonctions-là soient connues; désignons-les par %,, (g) et %,, (q2). 
Si l'interaction mutuelle des électrons est faible, la fonction d'onde d'un 
système de deux électrons sera telle que l’état de chacun des électrons 
pris séparément sera peu différent de celui d’un seul électron dans l'atome, 
en l’absence de l’autre électron. Or si nous plaçons un seul électron dans 
un état quantique caractérisé par les grandeurs (nombres quantiques) 
n, la probabilité de trouver pour ce même état une autre valeur n; est égale 
à zéro. De même si nous plaçons l'autre électron dans l’état n., nous devons 
affirmer que la probabilité de trouver une autre valeur n, est égale à zéro. 
Si maintenant nous avons affaire aux deux électrons d’un atome, dans 
le cas où leur interaction mutuelle est faible, la variation que subit l'état 
de l’un des électrons lorsqu’on fait intervenir l’autre électron doit être 
faible. Cela signifie que même si la probabilité de trouver des valeurs 
m=m et nr. = n, n’est plus nulle, elle sera cependant petite, et tous les 
c (ni, n3, 1) figurant dans (117.3), exception faite de c (n,, n:, t), seront petits. 
Négligeant toutes les c sauf c (m, ra, t) nous obtenons, à partir de (117.3) 
en approximation d’ordre zéro, la fonction d'onde W® de deux électrons 
d'un atome 


F0 (Qu 92 1) = € (ms 9, n)| (117.7) 


Faq) Ya, (g2) | 
Wa, (qi) Ya, (g3) 


et comme le facteur commun c (#,, »:, f) ne joue aucun rôle, nous arri- 
vons à 


FO = Du, n, (Qu 92). (117.8) 


Dans le cas de plusieurs particules dont les interactions mutuelles sont 
faibles, on obtient dans l’approximation d’ordre zéro pour la fonction 
d'onde W® du système, la fonction Dh... Apr nie an (Gien ke. 


g;.. 4x) (117.6), à condition que %,(g), Ÿn, (g2), ..., Ynx (gx) 
soient les fonctions d’onde des électrons, compte tenu de leurs interactions. 

Ainsi, la représentation de la fonction d’onde antisymétrique sous la 
forme d’un déterminant (117.4) ou (117.6) constitue un moyen de repré- 
sentation des fonctions d’onde d’un système de particules dont les inter- 
actions mutuelles sont faibles par les fonctions d'onde des particules 
prises séparément et en l’absence de toute interaction entr: elles. 

Pour des particules de Bose le développement de la fonction d'onde 
Y d’un système de ces particules s'effectue suivant les produits des fonc- 
tions des particules prises séparément: ‘a, (q:) Yn,(q2) - . - ny (gx) . 
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de Yn;(q5) . -- Un, (gx). En permutant dans le développement de la 
fonction d’onde du système 


(ns: Its. - s Qjes Nr) = >... D'ctn...nx,1)X 
" ny 


X ‘on (4)... Pn, (gx)... Un; (5)... Onx (gx) (117.9) 


les coordonnées des £-ième et j-ième particules et en remarquant que du 
fait de la permutation la fonction d'onde Ÿ des particules de Bose ne doit 
pas changer, nous comparerons les coefficients figurant devant des pro- 
duits identiques et nous trouverons alors 


Cine Ms ee jee NN) = + Cm... nj,..., ne... NN; 1). (117.10) 
On écrira donc pour deux particules 
Qu q3) = D cn 113) {ns (9) Ps (92) + Vs (93) Ym, (Q2)}. (17H) 


M" 


Si l'interaction mutuelle des particules est faible, l’expression de la fonction 
d'onde d’un système de deux particules se trouvant dans un état peu diffé- 
rent de celui où l’interaction mutuelle serait nulle, l'état de la première 
étant alors », et l’état de la seconde n., sera de la forme 


PO = D, (qu) Va, (42) + Un, (1) Yn, (92). (117.12) 


Dans le cas d’un système de N particules, en usant de considérations 
semblables on obtient 


Ho D Fe, (qi)... Ve (Ge) - + Un)». Ynx (a) (LI7.13) 
P 


où 5” représente la sommation étendue aux N! permutations des coor- 
F 


données qi. 4», ... gx des particules du système. 


CHAPITRE XX 


SECONDE QUANTIFICATION ET STATISTIQUE 
QUANTIQUE 


$ 118. Seconde quantification 


Pour l'étude des ensembles de particules identiques on peut utiliser 
une méthode spéciale connue sous le nom de seconde quanti- 
fication. Cette méthode est basée sur l’idée suivante: pour décrire 
un ensemble on utilise, au lieu d'une collection complète de grandeurs 
mécaniques caractérisant les états individuels des différentes particules, 
les nombres de particules se trouvant dans ces états. Nous caractériserons 
ces différents états par trois variables L;,, L., L, décrivant le mouvement 
du centre de masse de la particule et par la variable de spin s (dans le cas 
où on a affaire à des particules à spin). Pour simplifier l'appareil mathé- 
matique nous admettrons que ces variables présentent un spectre de valeurs 
discrètes, ce qui permet de numéroter tous les états par ces nombres n, 
ainsi que nous l’avons fait au $ 116 (on entend par # la collection des 
valeurs des quatre grandeurs L;, L:, L:, s). 

En général le hamiltonien est donné dans sa représentation en coor- 
données, aussi commencerons-nous à effectuer la transformation requise 
pour passer de cette représentation à une représentation en « L », que nous 
supposerons être discrète 1). 

Si dans une représentation en coordonnées la fonction d’onde d’un 
système de N particules identiques est 4 (g:, gs,..., gx, t), l'équation 
de Schrôdinger de ce système est de la forme 


1 N N, 
nl S4a+ > W (a, 9) |%, (18.1) 
êt k=1 k>j 
où À (qe) = — mn v? + U (gx) est l’opérateur de l'énergie pour la k-ième 


particule: U (gx) est l'énergie potentielle de la k-ième particule dans un 


1) On utilise souvent dans la théorie de la seconde quantification une repré- 
sentation en impulsion (L, = pr, Ls = py, L: = p:). Cependant la représentation 
en «p» est continue. Aussi a-t-on recours à un artifice consistant à poser pr — 
= 2-hnll, py = 27hnyll, p: = 25hn:ll, nr, ny, n: étant des nombres entiers et / 
unc longucur suffisamment grande (cf. $ 120), ct rendant discrète la représentation 
en impulsion. A la fin des calculs on pose / —> co, ce qui permet de se libérer de cette 
hypothèse purement formelle. Une théorie exhaustive de la seconde quantification, 
applicable au cas d’une succession continue d'états, a été élaborée par V.A. Fcck 
(V. A. Fock, Phys. Zs. d. Sov. Union, 6, 425 (1934)). 
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champ extérieur; W (gx, g;) est l'énergie d'interaction de la k-ième parti- 
cule avec la j-ième. Développons la fonction d'onde 4 suivant les fonctions 
propres Yanx (gx) des opérateurs L,, Le, Ls, 5, en procédant exactement 
comme on l'avait fait au $ 116. Nous obtenons 

UXCIE I»... 4N; t) Ru 

= D 3... S'c(mns...snxt) Ym (91) Yn:(g2)-.. Yny (gx). (118.2) 

LUN Ne "x 

Il apparaît aussitôt que c (m,, 2, ..., nx, t) est la fonction d’onde de notre 
système donnée dans la représentation en « Ly». | cm, n:,..., nx, 1) 
est la probabilité de ce que la première particule se trouve dans l’état », 
(elle est donc caractérisée par quatre valeurs Z,, L,, L,. s que nous bloquons 
dans le symbole n,), que la deuxième se trouve dans l’état 7, (quatre valeurs 
Li. Le, Ls, s’ bloquées dans le symbole n.), etc. En portant (118.2) dans 
(118.1), en multipliant à gauche par 45, (gi) Ln, (g2)... dm, (gx) et en 
intégrant le résultat obtenu par rapport à G. 4» ..., gx, nous obtenons 


+ d 
ih 7 c (ms, me, os Mhbs es Mec MN L) = 
Ii 


& 
= > > Hingn CMi Me, is M. MA) + 


1 C7 
ë, 
+ »2 D 2 Win: men; € (Ps Po, + ts ee Ne MN, 1). (118.3) 
>) CA 3j 


Hmyiny € Wmym mn; représentent ici les éléments de matrice: 
Haine = À Yi (92) À (Qu) Ye CG) dan. (118.4) 


Wing nn; = \ Ymx (GX) Vo; (95) W (gx, 95) Yns (gx) Vn;(q5) dgx da. (118.5) 


L’équation (118.3) est l'équation (118.1) donnée dans la représentation 
en « L ». Etant donné que toutes les particules sont identiques, les éléments 
de matrice (118.4) et (118.5) ne dépendent que des valeurs de nombres 
quantiques mx, m;, nx, n; et non des numéros d'ordre k, j des particules. 
En désignant une valeur quelconque mx par m et une valeur quelconque 
nx par », en désignant de même m; par m" et n; par n’, et les coordonnées 
des particules £ et j par g et g” respectivement nous écrirons (118.4) et 
(118.5) de la manière suivante 


Hs me = — 2 À Là () VE Un (a) da + À LÉ (a) U (4) Un (g) da = 
2u 
= LE va2 @ Véx @ da + Ÿ LE (QU da da = Ham (186 


Wim, EPP LE Pi 


= \ Ln (9) Ymr (g°) W (a, q') Yn (q) Ÿn' (g’) da dg' = Wmm', nn. (118.7) 
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Les amplitudes c(7n, M2...., mx, t) (ce sont les fonctions d'onde 
dans la représentation en « L ») sont des fonctions symétriques des nombres 
quantiques m,, Ms, . . MN, S'il s’agit de particules de Bose. et des fonctions 
antisymétriques de ces mêmes nombres, s’il s'agit de particules de Fermi 
(cf. $ 116). De ce fait ces amplitudes ne dépendent que du nombre d’ar- 
guments, pris parmi les Nm, m:.... mx) arguments de la fonction. 
qui sont respectivement égaux à m, m’, n°’, etc. et non pas de ce, quels 
sont les arguments qui sont égaux à m. m', m'’.…...; cela signifie que ces 
amplitudes ne dépendent que du nombre de particules se trouvant dans 
chacun des états. Désignons ces nombres de particules par N,. N:.... 
cos Nmisces Nm. Nm... Par conséquent N; est égal au nombre 
d'arguments mx figurant dans © (”1,. m1... mx. t) et ayant pour valeur 
m: Nn° est le nombre de mx ayant pour valeur 1’, etc. 

Dans le cas de particules de Bose, les nombres N,, peuvent être quel- 
conques. Par contre dans le cas de particules de Fermi le principe de Pauli 
impose que la fonction c (m1,, mm... mx. t) doit s’annuler si deux nombres 
my et m; sont égaux, ce qui implique que N, ne peut prendre que deux 
valeurs 0 et 1, autrement dit un état ne peut être occupé que par une seule 
particule ou rester vacant. 

Nous procéderons aux transformations ultérieures en ne considé- 
rant que le cas de particules de Bose. Nous devons chercher à exprimer 
l'équation de Schrôdinger (118.3) en adoptant en qualité de variables 
non pue les nombres quantiques m,, m1... mx. mais les nombres M, 
Nas. Nm. de particules occupant ces états quantiques; pour ce faire 
nous devons modifier tout d’abord la normation des amplitudes c. En cffet 
si on considère les c comme des fonctions des nombres M, Na... Name. 
la quantité | c(N,, N2,..., Nm... 1)? représentera la probabilité de 
trouver N, particules dans l'état 1, N, particules dans l'état 2,... Nn 
particules dans l'état m. etc. Cette même probabilité se laisse exprimer 
en termes de c(m,, m:,..., mx, 1) sous la forme suivante: 


LC ON, Nave ee Nme st) = D'Ictmme.. mat)! (118.8) 


la somme étant étendue à tous les c (mn, m2...., mx, t) ayant N, nombres 
mi égaux à 1, N, nombres mx; égaux à 2, etc. Comme par raison de symé- 
trie tous les c sont égaux entre eux, on a 
CN Na. Nm D = 

N! 


Ne ce Le VON 1) À. (118.8) 
Ales me... 


On en tire 
CAN Nas es Nm. 1) = 


N! 


.. 3 | 
- rome ] CM, Ms... MIN, 1). (118.9) 


522 SECONDE QUANTIFICATION ET STATISTIQUE QUANTIQUE [CH. xx 


En remplaçant panenen dans (118.3) les c (m1, m:,..., mx, 1) par les 
amplitudes c (N,, Ne. . Nm... 1) on peut effectuer la sommation par 
rapport aux numéros d'ordre des particules k et j. On utilisera pour cela 
(118.6) et (118.7) en remarquant que c (mn, Mas. : + Mike ee Mises es MINS L) 
diffère de cm, ma... ni... M3... MN, 1) par le fait que le nombre 
de particules se trouvant dans l'état mx — m a diminué de 1, et que le 
nombre de particules se trouvant dans l’état nz7 — n a augmenté de 1. 
De même cm, m2... Nr... Nj..… MN, 1) ne diffère de c(mu, 
Mayo eos Mkse eos Mjse ss MN, 1) que par le fait que le nombre de particules 
se trouvant dans les états mx — m et m; — m’ a diminué de 1, et que le 
nombre de particules dans les états n; = n et n; = n° a augmenté de I. 
On obtient en conséquence 


ih À ("= ..Nro!. . .Nm’!. ..Ne!. _ Nat! =|'x 
di N! 


XcC (M. se Nns- pe Nm... Nno. . Nn.. ES 1) = 
! r —1)! 1. tu Nate. V1 
= Z Nana [Ce DE. Nm. (Nan + 1)... Nat. -]"rx 
n,m N! 
XC(N..s Nm—l., Nm Nat Le Na 1)+- 
- 5 2. 2 NnNn' Wnm'nn° X 


penis D!... (Ne + Def 
N! 
XC(N,..…. er, Nm —1,..., Na... Nn+1l,...,1) (118.10) 


En di t —— 
n divisan par [© F, 


LR 
—j ri vient 
TASL. 


Eh À (Mae None Names Nues Nnrest) = 
= SN Nn + D) Hnn X 


XC(N..., Nm—t,..., Nano. Nate, Nues 0) + 
+ 2 EE MÉNINn + D (Nas + D Ham, nt X 


X C(Ns..., Nm—1,...,Nu—1,...,Nntls.., Nu tl,...,0). 
(118.11) 
C'est justement l'équation que nous voulions obtenir, où en qualité de 


variables indépendantes figurent les nombres de particules se trouvant 
dans les différents états disponibles. Cette équation peut être écrite sous 
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une forme particulièrement commode en introduisant les opérateurs 
ân et à, qui agissent sur les fonctions des nombres N; de la façon suivante: 


GSNNa... Nn...., Nm.) = 
= (Na + DS Nc Nn+ les Nm), (18.12) 


ânf (Nu Na... Nu. Nm.) = 
= NÉ SON Noces Nn— he. Nm), (118.12’) 
ênf (Ni Nas... On..., Nm, ..e) = 0. (118.127) 
On voit que ces opérateurs jouissent des propriétés suivantes: 
ândn = Nw nn = Nat il, (118.13) 
mn Àn — Àn êm = mn (118.14) 


Il est facile de voir qu’à l’aide de ces opérateurs on peut mettre l’équation 
(118.11) sous la forme 


in EE = AC(Ny Nat), (118.15) 


avec 


L 1 . . 2 ia 
H = in H, in + — ând 1: Wnmt nn’ Un An’. 118.16 
2e mn dn + 2 2 2, 5 êm 1”, n ( ) 
L'opérateur H est le hamiltonien du système, exprimé en fonction des 
opérateurs 4, et 4,; on dit généralement que c’est un opérateur qui a 
subi une seconde quantification. L'équation (118.15) est 
parfaitement équivalente à l'équation (118.1) écrite pour N particules 
dans un espace de configuration. En fait (118.15) est l'équation (118.1) 
donnée dans la représentation en « N», donc dans une représentation 
où on utilise en qualité de variables les nombres N,, N:,..., Nm,..., de 
particules se trouvant dans les différents états quantiques 1, 2,..., m,... 

Cependant l'équation (118.15) est de portée plus générale que (118.1), 
puisque (118.1) se rapporte à un système comportant N particules, tandis 
que dans (118.15) le nombre total de particules ne figure pas de façon 
explicite. Ce nombre est une constante d'intégration. En effet chacun 
des termes de l'opérateur À (118.16) renferme un nombre égal d'opérateurs 
& et &*. Or comme les opérateurs 4* augmentent de 1 le nombre de par- 
ticules se trouvant dans l’un des états et les opérateurs 4 diminuent de 
1 le nombre de particules se trouvant dans l’un des états, le nombre total 
de particules N = 2 Nh ne varie pas lorsqu'on fait agir l'opérateur À, 
de sorte que l’on a 


NL [A N]= 0. (118.17) 
dt 


Aussi N = constante. C'est pour cette raison que l'équation (118.15) est 
valable pour un nombre quelconque N de particules de Bose. 
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Le hamiltonien (118.16) figurant dans la théorie de la seconde quanti- 
fication peut être écrit sous une autre forme qui correspond à l'énergie 
d’un certain champ d'onde. 

Soit % (g) la fonction d'onde d’une particule. Développons cette fonc- 
tion suivant les fonctions propres A (g) des opérateurs L,, L:. L,. s: 


9 (9) = S'anYn(q). (118.18) 


Considérons maintenant que les amplitudes a, représentent non plus des 
nombres, mais des opérateurs jouissant des propriétés (118.14). La fonction 
% devient alors, elle aussi, un opérateur 


Ÿ (Q = S nn (9). (118.19) 


agissant sur les nombres N',. N...... Nu, ... Le fait de passer de l'équation 
(118.18) à l'équation (118.19) signifie que nous avons transité des nombres 
à des opérateurs, autrement dit que nous sommes passés de la théorie 
classique à la théorie quantique. Mais comme la description du mouvement 
d'une seule particule à l’aide du champ d’onde + (q) est déjà un procédé 
quantique, on dit que le remplacement des amplitudes a, par les opéra- 
teurs 4, constitue une seconde quantification et on appelle 


la fonction d'onde fonction d'onde quantifiéet). 
Notons que la transition de la fonction d'onde non quantifiée (118.18) 

à la fonction quantifiée (118.19) peut être assurée sans avoir recours aux 

opérateurs dn. Il s'ensuit en effet de (118.14) et de (118.19) que 


À (9) Ÿ+ g) — À QD (Q) = D (An 8 — dj, 4n) Ÿn (9) Va (g') = 
= D ômn mn (9) Yn(g) = D 9 (g) Vn (9) 
m,n n 

la somme étant étendue à toutes les fonctions propres. On démontre qu'une 
telle somme vaut S(g— gq). Aussi peut-on exprimer la quantification 
d’une fonction d'onde par 

Ÿ (9) Ÿ* (a) — Ÿ* (g7) Ÿ (9) = 5 (g' — a). (118.20) 
A laide de la fonction d’onde quantifiée Ÿ (g) (118.19) le hamiltonien 
(118.16) peut s'écrire 


4 = 2 À 9e a 9 À Ga) da + (+ Go) U Ÿ @ da + 


++ (( Ÿ+ (a) Ÿ* Ga) W(Q a) Ÿ (a) Ÿ (g')dadg. (118.21) 
1) On ne doit pas perdre de vue que dans la théorie de seconde quantification 


l’acception usuelle du terme fonction d'onde sous-entend non pas Ÿ mais la fonction 
CON Nas Nm... 1). 
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L'équivalence de (118.21) et de (118:16) devient évidente en tenant compte 
de (118.19) et des expressions des éléments de matrice (118.6) et (118.7). 

L'expression (118.21) du hamiltonien A peut être assimilée à l'énergie 
d'un certain champ d’onde qui est « quantifié » en ce sens que le champ 
classique ©(g) est remplacé par l'opérateur Ÿ (g). Supposons en effet 
que l’on entende par %Ÿ(g) le champ d’onde de De Broglie-Schrüdinger 
ct que les interactions des différents éléments de ce champ sont telles que 
l'énergie d'interaction de deux de ces éléments soit proportionnelle au 
produit des densités | 4 (g)|*| U(g’)l L'équation «classique» d’un 
tel champ sera alors) 


il 2 LE pop+ U (g) % (q) + 
ôt 2u 


+ # [Wa 18 QE dr. (11822) 
L'énergie totale sera égale à ©): 


H = LV 6 GE da + (1 4 (EU G) da + 
& 


Fa | d (a) 1 (y) 1 W(Q q') da da. (118.23) 


En développant de façon convenable & et Ü* et en les remplaçant par 


les opérateurs Ÿ et W'* satisfaisant aux règles de commutation (118.20), 
nous retrouverons le hamiltonien (118.21) de la théorie de seconde quanti- 
fication. Il en résulte que cette théorie permet d’utiliser une approche 
remarquable pour traiter la théorie des systèmes de particules identiques: 
on commence par prendre en considération un champ classique 5. On déter- 
mine pour ce champ l'expression de son énergie H er dans cette expression 
on remplace le champ classique 4 par l'opérateur Ÿ. On arrive ensuite au 
hamiltonien H de la théorie de seconde quantification, ce qui nous autorise 
à parler de particules propres à ce champ %: après quantification le champ 
manifeste une structure discrète, corpusculaire. Ce procédé est connu sous 
le nom de « quantification du champ », et toute son importance réside 
en ce qu’il est applicable à tout champ classique 5). 

Dans l'exemple que nous avons étudié ci-dessus il s'agissait de la 
quantification d’un champ de De Broglie-Schrôüdinger pour le cas de 
particules de Bose. 


1) Cette équation diffère de l'équation régulicre de Schrôdinger pour une seule 
particule par la forme du dernier terme qui exprime ici l’auto-interaction postulée 
des ondes %. 

3) A l’aide de l'équation (118.22) on arrive à se rendre compte de ce que dH/Jdt = 0, 
autrement dit que H est une intégrale de mouvement. Comme le deuxième terme du 
second membre représente pertinemment une énergic potentielle dans un champ 
extérieur, et comme # = const, on doit considérer l’expression tout entière comme 
l'énergie totale du champ. 

3) La théorie générale de ce procédé de quantification est exposée dans: 
G. Wentzel, Introduction à la mécanique quantique des champs d'ondes. 
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On procédera exactement de la même manière pour effectuer la quanti- 
fication pour le cas de particules de Fermi. La seule différence réside dans 
les propriétés des opérateurs 4, 4*. Pour définir ces opérateurs, nous devons 
reprendre la transformation de l'équation (118.3) qu’il faut effectuer 
pour passer des variables m,, me,..., mn aux variables M, N:,..., Nn...; 
elle est plus ardue dans le cas de particules de Fermi, du fait que lors de 
la permutation des particules les fonctions © (m,. m2,..., mn, t) changent 
de signe. D'autre part, comme il a été indiqué ci-dessus, les nombres N, 
ne peuvent assumer que deux valeurs: 0 et 1. Une fois que des transfor- 
mations semblables à celles que nous avons vucs ci-dessus auront été 
effectuées 1) nous obtiendrons à partir de (118.3) l’équation (118.15) avec 
le hamiltonien (118.16); mais les opérateurs 4, et 4 seront maintenant 
définis autrement, à savoir 


SN Nas eee On... Nm...) = 
= EN Nas. me... Nm.) (118.24) 
SN Naso es mess Nm) = 0, (118.24) 
nf (Ni Nos Ons eee Nm...) = 0. (118.24) 

En fANp Nas NE ce 


nd Ni Nos ces One. Nmsc..) (118.24) 
on prend le signe + ou — suivant que l’état # est précédé d’un nombre 
pair ou impair d'états occupés (Nin = 1), ces états étant disposés dans 
l'ordre des n croissants 2). Il s'ensuit de ces règles que 


6° ên = Nn (0 ou 1), dn 4 = 1— Ny (118.25) 
ên 4 + 4}, y = Dmne (118.26) 


Nous voyons que dans le cas de particules de Fermi le signe des règles 
de commutation des opérateurs 4 est différent de celui des règles de com- 
mutation établies pour les particules de Bose. 

Nous partons de (118.18) et refaisant les calculs qui mènent à (118.20) 
nous obtenons 


Ÿ (Q)E* (a') + E* (a) Ÿ () = à (g'— 9). (118.27) 


Toutes les autres formules, notamment la formule (118.21) définissant 
H, restent les mêmes que ci-dessus. Ainsi le hamiltonien À pris conjointe- 


1) Voir par exemple P. A. M. Dirac, The principles of Quantum Mechanics 
4th cd. Oxford. At the Clarendon Press, 1958; ou V.A. Fock, Zs. f. Phys. 75 
622 (1932). 

3) On peut également utiliser la fonction de Wigner v, définie par 


dire il (A—2 Nm), 


et au lieu du signe + on utilisera . les formules (118.24) 


Va Con = HD). 
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ment avec la règle de quantification (118.27) peut être considéré comme 
un hamiltonien ayant subi une seconde quantification et caractérisant 
des ondes électroniques dont l'équation « classique » est (118.23). Pour 
les deux cas considérés la règle de quantification peut être exprimée par 
une seule formule: 


CE @), Ÿ* Q')s = 56 — 9), (118.28) 


où on prend le signe + pour les particules de Fermi et le signe — pour 
les particules de Bose. 

En physique moderne on a souvent affaire à des phénomènes de pro- 
duction et d’annihilation de particules. En toute rigueur l'étude de ces 
phénomènes se situe en dehors du cadre de la mécanique quantique. 
Cependant la méthode de seconde quantification qui ne fait pas intervenir 
de façon explicite le nombre total de particules peut être aisément étendue 
au cas où le nombre de particules est variable et peut donc être utilisée 
pour la description des processus de production et d'annihilation des 
particules. En effet en adjoignant au hamiltonien # (118.16) un terme 
de la forme 


À = D Qnän + D 04. (118.29) 


où On et O: sont des opérateurs caractérisant l'interaction des particules 
considérées avec d’autres particules jouissant de la capacité d’absorber 
ou d'émettre des particules de la première espèce, le nombre total N de 
particules ne sera plus une intégrale de mouvement puisque [Q, N] # 0, 
les termes en 4* caractérisant alors la production de particules et les termes 
en à leur annihilation (cf. (118.12) et (118.12”)). 

Si on assimile les quanta de lumière (d’une manière plus générale, 
les photons) à des particules, on peut considérer les processus d'absorption 
ou d'émission de la lumière comme des processus de production et d’anni- 
hilation de photons. Unc théorie quantique de rayonnement basée sur 
ces considérations a été développée par Dirac !). Par une méthode analogue 
on peut étudier les phénomènes de production et d’annihilation des élec- 
trons et des positrons accompagnant les désintégration B+, les phénomènes 
de production et d’annihilation de paires de particules, les phénomènes 
de formation et de désintégration de mesons, etc. Tous ces phénomènes 
sont étudiés par la théorie quantique des champs *). 

La théorie de la seconde quantification trouve également de nom- 
breuses applications en statistique quantique. 


1) P.A.M. Dirac, The principles of Quantum Mechanics, 4 ed. Oxford. 
At the Clarendon Press, 1958. 

2) N. Bogolioubov, D. Chirkov. /{ntroduction à la théorie des 
champs quantifiés, M.. 1973, (en russe); A. Akhiezer, V. Berestezki, 
Electrodynamique quantique, M. 1969, (en russe). 
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$ 119. Application de la méthode de seconde 
quantification à la théorie des transitions 
quantiques 
Nous nous proposons de calculer les probabilités de transition d'un 
état quantique à un autre dans un ensemble de particules identiques. sous 
l'influence d'une perturbation. Nous utiliserons pour ce calcul la méthode 
de la seconde quantification. Pour fixer les idées nous considérerons les 
transitions déterminées par de faibles interactions entre les particules. 
Il est tout indiqué alors de choisir en qualité de variables les grandeurs 
Ly Le, Ly S puisqu’elles permettent de décrire l'état des particules de 
telle façon que l’une d'elles (L, par exemple) soit égale à l’énergie de la 
particule L, (gx) — E(gx). Dans ces conditions la matrice Hy, sera dia- 
gonale. Si on désigne par :, les valeurs propres de l'énergie des particules, 
on aura nn = Em Omn. AVEC ce choix de variables l'équation (118.15) s'écrit 


ih _ c(M, Nas … t) = > Ton Nn [es (N,. Na. es t) -L 
(4 m 


RE _ > âmn [ne Wim nn° ân CA (M, No. .. t). (1 19.1) 


nm,nn 
7 - e La . 
La somme D sm Nm — E représente l'éncrgie totale de toutes les par- 


m 
ticules, compte non tenu de leurs interactions mutuelles. En remplaçant 
les fonctions c (N,, N......1) par les amplitudes variant lentement b (N,, 
LE Eu Nat 
Nascst)= CN NN... t) c? , on obtient au lieu de (119.1) 
une équation pour b(N,. N......t): | 


NS ntm En tnt)! 
mL BA Nnnæt D 6 x, 
dt 2 mm AN 
X à, 4 Wmm’ nn° 4n 4n’ b (Na, Nos. 1). (119.2) 


Supposons qu'à l'instant initial la population des différents états soit 
caractérisée par les nombres N9, N2,..., qui sont tels que pour 1 = 0 
toutes les amplitudes sont nulles, à l’exclusion de 

D — B(N2,N2..., N°... N°... N°... N9..) = L. 

Uülisons le procédé usuel de la théorie de perturbation et portons dans le 
deuxième membre de l'équation (119.2) la valeur initiale de b°9. Compte tenu 
des propriétés des opérateurs 4», dm, 4n. n° (cf. (118.12), (118.12”)) nous 
obtiendrons alors une équation donnant en première approximation b(): 


h + DONNE NET ENST NT 00 
{4 


L 
(mt —t, —€ 


) 
aNa—l..st)=e FO (NS HUE x 
X (Nm + LENS ENRE Wa, nn (119.3) 
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Intégrons par rapport au temps et calculons la probabilité de transition 
par unité de temps Pmm’, nn° = < [BD I? (ce calcul se fait suivant $ 84): 
(à 


nous obtenons alors 


Pan. mn = (NA + 1) (NY + D'ANQNS = x 


X ! Wim’ nn den + Em —En—©n), (119.4) 


la présence de la fonction « à » assure la loi de conservation de l'énergie. 

En procédant de même et en donnant à ém dù, An Ct y figurant 
dans (119.2) la signification des opérateurs de Fermi-Dirac (118.24) nous 
obtiendrons pour les particules de Fermi: 


27 " 
ñ | Wim, nn X 


Pam,nn = (1— Na) — Ne) Na 


X Dem + Em? —En—En). (119.5) 


Ces formules montrent que pour un système de particules identiques, 
la probabilité de transition d’un état initial (7, n°) à un état final (m, m1) 
dépend non seulement du nombre de particules dans l'état initial (7, n°), 
mais aussi de la population de l’état final (m, m’). C'est un résultat abso- 
lument nouveau de la théorie quantique, qui était inconnu en mécanique 
classique. Pour les particules de Bose la probabilité de transition est d’au- 
tant plus grande que le nombre de particules occupant l'état final est 
grand. Les particules de Bose manifestent donc une tendance à s'accu- 
muler dans un seul état. Par contre, pour les particules de Fermi la pro- 


babilité de transition est nulle si l’état final est déjà occupé (Nn = 1 ou 
NY = 1). C’est une nouvelle formulation du principe de Pauli. 


$ 120. Hypothèse concernant les collisions. 
Gaz de Fermi-Dirac et gaz de Bose-Einstein 


Dans la théorie cinétique classique on admet que la probabilité de 
transition de particules d’un état n# et n’ (ex et =n” étant les énergies des 
particules) à un état m1, m' (énergies em et Em’), ces transitions résultant 
de collisions, est proportionnelle aux nombres N:, NA de particules dans 
l'état initial: 

Pmm’, nn — Ann’, nn Nan Nan. (120.1) 


En désignant par W, et My les nombres moyens de particules se trouvant 
dans les états n et n’, on suppose en conformité avec (120.1) que le nombre 
moyen de transitions entre les états n, n° et les états m. m’ est égal à 


Pmm-- an = À mm’. nn NN: (120.1”) 
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Simultanément on a Am’, nn° — Ann’, mm’ (principe dit de «balance 
détaillée ») 1). 

Selon la mécanique quantique, quand on a affaire à un gaz constitué 
de particules identiques, on doit adopter une autre hypothèse sur le nombre 
moyen de transitions résultant de collisions. Nous avons montré au para- 
graphe précédent que la probabilité de transition dépend aussi bien du 
nombre de particules se trouvant dans les états initiaux que du nombre 
de particules occupant les états finals; donc au lieu de (120.1) on aura 
pour des particules de Fermi, conformément à (119.4) et (119.5), 


Pnm',nn = Amm’, nn — Nm) O — Nm) X NaNa (120.2) 


(Nm; Nm’, Nn, Nn° = 1 ou 0). On voit que dans cette formule le principe 
de Pauli se manifeste de façon explicite: si l'un des états finals est occupé 

m = À où Nyn' = 1, la transition ne peut avoir lieu. Pour des particules 
de Bose on a 


Pmm'; nan — Amm’, ant (Nm + 1) (Nm + 1) NaNne. (120.3) 


Les facteurs (Nyn +1) et (Nn +1) ne jouent pas ici un rôle aussi évident 
que les facteurs (1— Nm) et (1— Nm’) de la formule correspondante 
pour les particules de Fermi. Nous avons cependant montré au & 119 
que ces facteurs étaient indispensables. Nous avons déjà noté que les 
particules de Bose ont tendance à s’associer en passant sur les niveaux 
les plus peuplés 2). 

En mécanique quantique l'égalité des quantités Amm'inn ©t Ann’, mm’ 
(transition inverse) s'ensuit de ce que Amm’, nn’ est proportionnel au carré 
du module de l'élément matriciel de l’énergie d'interaction Wm',nn'; 
et Winm:, nn° = Wän', mm’ (Voir renvoi au bas de la page). 

En conformité avec les formules (120.2) et (120.3) on adopte en méca- 
nique quantique pour le calcul du nombre moyen de transitions déter- 
minées par des collisions au sein d’un gaz de particules identiques au lieu 
de (120.1”) l'expression suivante: 


Pmm, nn —= Amm’, nn° ( + Nn) O + Nn') LA Nr, (120.4) 


le signe moins étant valable pour les particules de Fermi et le signe plus 
pour les particules de Bose. Nous considérerons la formule (120.4) comme 


1) Ce principe n'est pas toujours valable; mais il l’est dans la première approxi- 
mation de la théorie des transitions quantiques (cf. $$ 84. 85): il est strictement valable 
dans le cas où les forces d'interaction mutuelle des particules sont des forces centrales 
(cf. 8 44 et le renvoi à une publication de D. Blokhintscev). 

2) Cette circonstance détermine une remarquable propriété d’un gaz de bosons: 
aux basses températures se produit une condensation très particulière de ces gaz, 
qui se manifeste même si on les considère comme des gaz parfaits, où les forces d'in- 
teraction des particules sont infiniment faibles (cf. A. Einstein, Berichte der 
Preuss. Akad. 3 (1925)). La théorie du gaz idéal de Bose a été développée par 
N. Bogolioubov (Journ. Phys. USSR, XI, 23 (1947)). Cette théorie permet 
de donner une interprétation du phénomène de superfluidité de l'hélium. 
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l'expression d’une nouvelle hypothèse sur le nombre moyen de collisions 
de particules, basée sur la mécanique quantique 1). Il est évident que (120.4) 
se ramène à l’expression classique (120.1) si le nombre moyen de parti- 
cules se trouvant dans chacun des états est petit devant 1. 

Calculons maintenant la répartition par énergic des particules d’un 
gaz de Bose ou de Fermi dans les conditions de l'équilibre thermique. 
A léquilibre thermique le nombre de transitions dans les états n, n°’ par 
suite des collisions de particules qui se trouvaient initialement dans les 
états m, m’ doit être égal au nombre de transitions inverses. Nous obte- 
nons alors de (120.4) (par suite de l'égalité Am’, nn° — Ann’, mm°) 


Q + Nn) ( + Nr) Na Nr = (1 + Na) ( + Na!) Nn Nm. (120.5) 


D'autre part, à l’équilibre on admettra que le nombre moyen de parti- 
cules dans chacun des états N n’est fonction que de l'énergie :», de l’état 
considéré [Nn — N (£m)]. En raison de la loi de conservation de l’énergie 
lors des collisions (cf. (119.4) et (119.5)), nous avons 


Em + Em’ = En + En’. (120.6) 
De (120.5) on obtient alors 
Nn_ N° = LA L' A _—_ C, (120.5) 


où C est une constante dont la valeur ne dépend que de la valeur de la 
somme Em + Em’ ou de la somme £; + 4° qui est égale à em + em’ (c'est 
une conséquence de l’hypothèse concernant N et de la loi de conservation 
de l’énergie (120.6)). On écrira donc 


Na Nm 


= e). 120.5’ 

NS LENS C{Em + Em’) ( ) 

En posant | ï. — (em) nous transcrivons (120.5) sous la forme 
P(Em) PEm?) = C (Em + Em). (120.7) 


En différentiant cette égalité d'abord par rapport à em, puis par rapport 
à cn et divisant la première dérivée par la seconde il vient 


oem) _ 9 Em) _ 1 (120.8) 
? (em) ? (Em) 9 


t) Nous disons que (120.4) exprime une hypothèse parce que dans la formule 
(120.2) donnant la probabilité des transitions on entend par Na, No’, Nm, Nn° les 
populations réelles des niveaux, tandis que dans (120.4) figurent les valeurs moyennes 
Nn._Nn. Nm, Nm. L'égalité (1 2 Nm) (À Æ No) NaNa = (© Nn) (1 + Vn°) 
NaNs’ n'est pas évidente et n'est pas toujours satisfaite. 
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où © est une constante indépendante de =. Si nous intégrons main- 
tenant (120.8) par rapport à =», nous obtenons 


6 ** (120.9) 


& étant la constante d'intégration. On en tire le nombre moyen de parti- 
cules dans l’état d'énergie em: 
S TT 1 
Nn = N ( ) = : 
2 a 
e # + 


(120.10) 


(le signe + pour les fermions, le signe — pour les bosons). Pour de grandes 
énergies des particules (£ —> oo) la loi de répartition en énergies doit se 
réduire à la loi classique de Boltzmann 


= (120.11 
N(em) = const - e # ) 
où k est la constante de Boltzmann et T la température absolue. En posant 
dans (120.10) em — © et identifiant terme à terme avec (120.11) on trouve 
que © = £T. On obtient donc en définitive 


me me (120.12) 
&kT 
e +1 


La constante d'intégration « se laisse déterminer en remarquant que le 
nombre de particules dans tous les états est égal au nombre total de parti- 
cules contenues dans le volume considéré du gaz: 


à n= N. (120.13) 


L'ensemble des particules satisfaisant à la loi de répartition (120.12) prise 
avec le signe (+) porte le nom de gaz de Fermi-Dirac, et 
lorsqu'elle est prise avec le signe (—) on a affaire à un gaz de Bose- 
Einstein. La loi (120.12) est explicitement écrite pour des états discrets. 
Introduisons le nombre d’états par intervalle d'énergie de, en le dési- 
gnant par Vo (€) de, V étant le volume total du gaz. En sommant (120.12) 
pour tous les états quantiques dont l'énergie est comprise entre = et 
e + de, nous déterminons le nombre moyen de particules du gaz, ayant 
une énergie comprise entre = et e + & (loi de répartition par énergie) 
F(E) de = — 12e . 


» 


— —4 


e° + I 
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en divisant par F on obtient le nombre de particules par unité de volume 
du gaz 


free. (120.14) 


Au lieu de (120.13) on aura maintenant 


œ œo 

PC) de = \ — 0 = n (120.15) 
— 1 

0 0 e® ST 


avec x — N/V, densité du nombre de particules ?). 

La répartition (120.14) prise avec le signe (+) cst désignée sous le nom de 
répartition de Fermi-Dirac et celle prise avec le signe (—) 
est la répartition dite de Bose-Einstein. La particularité 
la plus importante de la répartition de Fermi-Dirac est l’existence d’une 
énergie au point zéro des particules du gaz. Pour le démontrer, posons 


€o 
x =": nous avons alors 


o 


co 

[ _s(s) de = 24, : 

\ ER n, JE) ac res (120.16) 
ee +1 e ° +1 


Pour © —> 0 (basses températures) « doit être plus grand que zéro (en 
comptant les énergies à partir de la valeur zéro, « est donc > 0), sinon 
fe) —+ 0 pour © + 0 et on n'arrive plus à satisfaire à la première égalité 
(120.16). Nous voyons également que pour ® 0, f(E) — p (€) pour 
tous les £ << 24, et f(e) = 0 pour tous les & > £,, ce qui signifie que dans 
un gaz de Fermi-Dirac sc trouvant au zéro absolu tous les états situés 
au-dessous de £ — €, sont occupés, et tous les états se trouvant au-dessus 
de £, sont vacants. On appelle l'énergie des particules comprise entre 
e—=0ets—=e,, énergie au point zéro du gaz. Une étude 
plus poussée montre que cette répartition ne varie que fort lentement 
avec la température tant que celle-ci est telle que O = £T 24. Il est 
donc évident que =, est l’énergie maximum que peuvent avoir un zéro absolu 
les particules d'un gaz de Fermi-Dirac. 

Nous avons établi les répartitions de Fermi-Dirac et de Bosc-Einstein 
en partant de l'hypothèse (120.4) sur les collisions. On peut les établir 
tout aussi bien en partant des principes généraux de la thermodynamique 


1) Il est évident que p (£) ne peut dépendre du volume du gaz, car s'il en était 
ainsi la fonction de répartition en dépendrait aussi. L'indépendance de p(e) avec 
V se manifeste toujours, tant que le volume du gaz est plus grand que )°, où 2. est 
la longueur d’onde correspondant à la majorité des états occupés. 
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statistique (ensemble de Gibbs) sans faire aucune hypothèse supplémen- 
taire sur la cinétique des processus à l’étude !). 

Les calculs basés sur la mécanique quantique se distinguent des calculs 
basés sur la mécanique classique par des procédés différents d’estimation 
du nombre d'états d'énergie possibles. En mécanique quantique un état 
est défini lorsqu'on connaît une fonction d'onde Ÿ symétrique ou antisy- 
métrique; les permutations de particules entre les différents états ne font 
pas apparaître un nouvel état (Ÿ reste inchangée ou change de signe). 
En mécanique classique toute permutation conduit à l'apparition d’un 
nouvel état des particules. La statistique classique, du fait qu’elle se base 
sur un tel procédé de calcul du nombre d'états disponibles, constitue 
un cas limite de la statistique quantique qui, elle, détermine le nombre 
d'états d’après le nombre de fonctions d’onde différentes (on peut montrer 
que la statistique classique découle de la statistique quantique lorsque le 
nombre de particules contenues dans le volume X$, À étant la longueur 
d’onde moyenne, est beaucoup plus petit que 1). Dans le domaine quantique 
on distingue deux statistiques, la statistique de Fermi-Dirac 
(pour les particules qui obéissent au principe de Pauli —Ÿ antisymé- 
triques) et la statistique de Bose-Einstein (F symé- 
triques pour les particules de Bose). Il est bien entendu que les principes 
fondamentaux de ces deux statistiques sont les mêmes. 

Appliquons la statistique de Fermi-Dirac aux électrons de conduction 
d'un métal. On peut considérer en approximation que ces électrons se 
comportent comme des particules libres ?). Calculons le nombre d'états 
par intervalle d'énergie p (s). Dans le volume LS — du métal les états 
des particules libres correspondent à des ondes stationnaires, mais il est 
plus commode de considérer des ondes progressives se propageant dans 
un volume de métal infiniment grand; nous admettrons cependant que 
dans tout élément de volume L* = V l’état se reproduit exactement (« condi- 
tion de périodicité »). Il est légitime d'admettre l’existence d’une telle pério- 
dicité tant que L >> x, À étant la longueur d'onde correspondant aux états 
dont l'occupation est la plus forte. Les fonctions d’onde seront des ondes 
progressives planes de la forme 


e (£z Z+Ku V+kss) 


{ Es 9 
en CL (120.17) 
(normation à ! pour LS); kz, ky et kz y ont les valeurs suivantes 
2rnr 2xny 27n: 
EE , = ————_— k = L] 2 # 
z L ky L z L (I 0 18) 


Avec un tel choix de valeurs de kz, k,, Kz l’état se reproduit dans tous 
les volumes L®. Les états sont indexés par les nombres n,, ny, n-. Ces trois 


1) Voir M. Léontovitch, Physique statistique, M., 1944 (en russe). 
2) Il n'existe pas encore de justification rigoureuse de cette approximation et 
on ne sait quelles sont les limites de sa validité. 
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nombres seront groupés en un seul, que nous désignerons par m et qui 
figurait déjà dans (120.12). 


Formons la somme Z'Anz Any An; (An = +1) suivant les états com- 
pris dans l'intervalle d'énergie =, e + de. D’après (120.18) nous avons 


L 8 
Anz Any ne = (>) Akz Aky Akz, 
et par conséquent 


An; Any Anz = p > Akz Aky Ak: = 


t,E + de C2 x? £&, +de 
| 4 & 
ee \ dkz dky dkz = 
&, ctde 
LEE ( RE gdQ = TP pe EE (120.19) 
(2 7} ds @r} de 
&, c+de 


Comme pour des particules libres e = __ k? et qu’à chaque valeur de k 


2u 
correspondent deux états d'orientation différente du spin électronique, 
nous obtenons 


. — SV Cu 1e 
Ve (€) de on 2 el de. (120.20) 


En portant cette expression de p (£) dans (120.14) nous trouvons la loi 
de répartition des électrons libres: 


os fr COP. E90.. (120.21) 


e +1 


Calculons la valeur maximum €, de l'énergie pour @ — 0. Puisque 
© = 0 entraîne f(e) = 0 pour € > &,, il s'ensuit de (120.16) et de (120.21) 


te © 
& = Pr Ce in Pr. CZ se (203 
ï (© rh} 2 (: F—Qr#ÿ 2 3% Ge 
0 
et de là 
_Grh} 3n\?25 
ua e | (120.23) 


On trouve que pour les métaux (7 10% cm"$) l'énergie maximum 
= que peuvent avoir les électrons est égale à quelques électrons-voits. 
L'énergie moyenne des électrons au zéro absolu & (0) est du même ordre 
de grandeur (E (0) — 3/5 e.). D’après la théorie classique l’énergie moyenne 
des électrons devrait être beaucoup plus petite (3/2 kT). Une étude plus 
poussée montre que €, ne dépend que faiblement de la température tant 
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que celle-ci est inférieure à T, = - . Pour un gaz électronique cette tempé- 


rature est de 10 000° environ. On peut démontrer qu'aux températures 
T ST, la répartition de Fermi-Dirac retombe sur celle de Maxwell: 


Je) ds = constee © al. (120.24) 


La température T, est appelée température de dégénéres- 
cence du gaz électronique. La mise en œuvre de la statis- 
tique de Fermi-Dirac pour l'étude du gaz électronique a permis de sur- 
monter nombre de difficultés de principe qui surgissent dans la théorie 
électronique classique des métaux, et constitue le point de départ de la 
théorie moderne des métaux !). 

A titre d'exemple d'une répartition de Bose-Einstein nous considé- 
rerons le rayonnement du corps noir. Nous assimilerons les quanta de 
lumière (les photons) à des particules. L'énergie £ de ces particules est 


liée au nombre d'onde À par la relation < = fi — hck, soit = hc. 


Comme les états des photons peuvent être représentés par des ondes planes, 
le nombre d'états par intervalle d'énergie sera donné par (120.19) que l’on 
doit multiplier encore par 2 puisqu'à chaque valeur de k on trouve deux 
polarisations indépendantes. On tire de ( . 


87 
de = ——— 120.25 
PC) QT} (È hc l' re ; ) 
La répartition des photons d’après leurs énergies cst donc 

87 et de 
€) de — —— . 120.26 
Ok TE (120.26) 

e° — 1 


Le nombre total de photons étant indéterminé (— ) on ne peut pas uti- 
liser la condition (120.15) pour déterminer «&. L'énergie par unité de volume 
et par intervalle d'énergie d sera égale à sf (£) de; étant donné que £ = ñw 
nous pouvons passer à la densité de rayonnement w(«) par intervalle 
de fréquence du: on a #(o) de = £f(:) Ado. On en tire 


ho 1 , 
u (©) —= He The . (120.26 ) 
ee — 1 


1) La littérature concernant la théorie quantique des métaux est fort étendue. 
Nous citerons en particulier les livres suivants: A. Abrikossov, Introduction 
à la théorie des métaux normaux, M., 1972 (en russe): 1. Lifchitz ct coll., The- 
orie électronique des métaux, M.. 1971 (en russe); The Physics of Metals. 1. Flec- 
trons, Ed. by J. Ziman, Cambridge, 1969. 
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Pour fw < © la loi de répartition quantique doit redonner la loi classique 
de Rayleigh-Jeans ($ 6). Pour obtenir cette loi il suffit de poser & = 0, 
ce qui donne 


3 
u (co) =  — (120.26) 
e° —1 


or c'est la formule de Planck !}. 


1) La mise en œuvre de la méthode de Gibbs permet d'obtenir directement la 
formule (120.26’’) sans avoir recours à la loi de Rayleigh-Jeans (voir renvoi au bas 
de la page 534). 


CHAPITRE XXI 


ATOMES À PLUSIEURS ÉLECTRONS 


$ 121. Atome d’hélium 


L'atome d'hélium, le deuxième élément du système périodique, est 
le plus simple des atomes à plusieurs électrons. Et cependant son étude 
par la mécanique classique a été un échec total. Les tentatives entreprises 
d'en faire le calcul par les procédés de la mécanique classique (compte 
tenu des conditions quantiques de Bohr) ont abouti à la conclusion que 
la mécanique classique est inutilisable dès qu'il s’agit de systèmes atomiques 
comportant deux et plus de deux électrons. On avait alors avancé l’hypo- 
thèse de l'existence de certains «effets non mécaniques ». La mécanique 
quantique moderne ne connaît aucune difficulté de principe à traiter le 
problème de systèmes à plusieurs électrons (bien que les calculs en soient 
assez ardus). 

Nous commencerons par une étude qualitative des états que peut 
avoir un atome d'hélium en nous appuyant pour ce faire sur la théorie 
générale de systèmes composés de particules identiques, exposée aux 
$$ 114-117. Déterminons d'abord la forme générale de l'opérateur de 
Hamilton }{ pour les électrons de l’atome d’hélium. Les interactions qui 
se manifestent au sein d’un atome d’hélium peuvent être classées en deux 
groupes. Le premier groupe comporte les interactions coulombiennes 
entre le noyau et les électrons, qui sont assez importantes, et dans le deuxi- 
ème les faibles interactions magnétiques déterminées par les interactions 
mutuelles des électrons et celles des électrons avec le mouvement orbital ?). 

Soient x, ÿ1 Z1 (r1) et Xe, Ye. Ze (r2) les coordonnées et £, et £, les spins 
des deux électrons. L’opérateur des interactions coulombiennes est 


unies ere, (121.1) 
Let re Tie 


les deux premiers termes du second membre représentent les énergies 
d'interactions du premier et du second électrons avec le noyau atomique 
dont la charge est +2e; le troisième terme représente l'énergie de l’inter- 
action coulombienne mutuelle des deux électrons (fig. 87). 


1) On doit faire entrer dans ce deuxième groupe les corrections déterminées par 
la dépendance de la masse de l’électron avec la vitesse (cf. $ 65). 
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Désignons par W l'opérateur des interactions magnétiques, il dépend 
des spins, de la position et de la vitesse des électrons: 


W = W($ 80 ra ta — 1h Vi — Va). (121.2) 
En prenant encore en ligne de compte l'énergie cinétique des deux élec- 


trons, le hamiltonien total des deux électrons d'un atome d'hélium se 
présente sous la forme suivante: 


Un 


Pad A Æ, 
H Lys Fos Sie So, =—— G— V2 — 1 
[CA ») 2u 1 2u 2 
7 2 3 =" 
Re 
F1 F2 Pis 

; Po 
Nous savons (cf. 8 74) que le dernier terme < 


du second membre est fort petit et que c'est +22 

lui qui détermine la structure en multiplet 

des spectres. Comme dans ce qui suit nous D 

nous contenterons d’une analyse qualitative 

de la structure en multiplet des niveaux de LA 
l'atome d’hélium, nous négligerons ce terme 

et nous fonderons notre étude sur le hamil- Fig. 87. Interactions dans un 


tonien atome He. 
#2 2 2e? . 
rer) = — #2 y — Ne he, oo 
2u 2u ri ra Pas 


Dans cette approximation où l’on néglige les faibles interactions des spins, 
les variables décrivant le mouvement des centres de masses des électrons 
et celles caractérisant leurs spins peuvent être séparées. En adoptant en 
qualité de variables de spin les projections des spins sur une direction 
arbitraire (l’axe OZ par exemple (5:, et 5z+, nous pouvons écrire la fonction 
d'onde totale des deux électrons de l’atome d’hélium (cf. $ 60) sous la forme 
suivante: 


y (Fr Pos Sr Sz2) = ® (Fr re)S (S22 Sz2), (121.5) 


où S (S7> 5z2) désigne la partie de la fonction d'onde Ÿ, qui dépend des spins. 

L'opérateur de Hamilton À (121.4) (ainsi que son expression exacte 
(121.3)) est symétrique par rapport aux deux électrons, ceux-ci étant iden- 
tiques. Aussi peut-on appliquer au cas à l’étude le résultat de la théorie 
générale ($ 115) selon lequel la fonction d’onde Y (121.5) doit être soit 
antisymétrique, soit symétrique par rapport aux particules, selon qu’elles 
obéissent ou non au principe de Pauli. 

L'expérience montre que les électrons sont soumis au principe de 
Pauli (il a d’ailleurs été initialement établi pour les électrons). Par consé- 
quent la fonction d’onde (121.5) doit être antisymétrique par rapport 
à toute permutation des électrons, ce qui s'écrit 


B, 1e (rs, Tes San 522) = —Ÿ (ri, Fe, Say, 522). (121.6) 
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Nous pouvons présenter l'opérateur de permutation sous la forme d'un 
produit de deux opérateurs de permutation Pi, et x dont le premier 
permute les coordonnées des centres de masses des électrons r, et r, et le 
second les spins électroniques 5: et sz». L'égalité (121.6) peut s’écrire à 
l'aide de (121.5) sous la forme 1) 


Ê je D (r1, ro)" Pie S (521, 522) = — D (ry ra)" S (Sa Sz2). (121.7) 


On doit envisager alors deux possibilités, premièrement 


Pie D re ra) = + D (re ro), (121.8) 
ce qui implique 
Pia S (Sas See) — — S (Sa Sza). (121.9) 
et deuxièmement 
P'ie D (F2) = —D (r,,r2), (121.8) 
ce qui implique | 
Pie S (Sas 572) = “+ S (Sr Sze). (121.9') 


La première de ces possibilités signifie que la fonction des coordonnées 
est symétrique, la fonction de spin étant antisymétrique; dans le deuxième 
cas c’est la fonction des coordonnées qui est antisymétrique et la fonction 
de spin qui est symétrique. De cv fait nous obtenons deux classes de fonc- 
tions d'onde décrivant les états de l’atome He, ce sont 


= D, (r, re) Sa (Sz3 Sz2). (121.10) 
Fr = Da (rire) Se (Sas 522), (121.10) 


où les indices s et a désignent respectivement les fonctions symétriques 
et antisymétriques. 

Examinons de plus près les fonctions de spin Sa et S4. Puisque nous 
négligeons l'interaction des spins, chacune de ces fonctions pourrait être 
présentée sous forme de produits des fonctions de spin que nous avons 
étudiées au $ 60 ((60.6) et (60.6’)) et qui caractérisent chacun des électrons 
pris séparément. soit sous la forme 


S (S22 Se») = Se, (52) Se, (522 A (121.1 1) 


les indices «, et x. marquent les orientations des spins, l'une parallèle 
et l’autre antiparallèle à l'axe OZ. Mais la fonction (121.11) n'est ni une 
fonction symétrique, ni une fonction antisymétrique des spins électroniques. 
Il est cependant facile de bâtir avec les fonctions (121.11) des fonctions 
antisymétriques S; ou des fonctions symétriques Sz. 

Considérons d’abord le cas de spins électroniques antiparallèles. La 
fonction d’onde (121.11) sera alors 


S” (Sa S22) = S+172 (Sa) Se (522). (21 .12) 


| %# 
1) L'égalité (121.6) se trouve vérifiée même si on tient compte de l'interaction 
de spin. Par contre ce qui suit se fonde sur l’approximation (121.5). 
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J1 est également possible que le spin du premier électron soit antiparallèle 
à l’axe OZ et que le spin de l’autre lui soit parallèle: 


S""(Sz1 522) = S -12 (Sn) Ste (522). (121.12°) 


Ces deux états correspondent à un spin résultant nul dirigé suivant OZ 
et possèdent la même énergie E. De ce fait à cette même valeur de l’énergie 
peut appartenir n’importe quelle superposition de ces deux états. Parmi 
les différentes superpositions, il n’en existe qu'une seule qui soit décrite 
par une fonction antisymétrique S,; cette superposition est de la forme !) 


Sa (Sa Sz2) = 75 LS+spe (521) S 7e (22) —S 12 (521) Sye (22). (121.13) 


Nous avons déterminé ainsi la forme de la fonction de spin antisymé- 
trique. Dans le cas où les spins électroniques sont parallèles, les états 
antisymétriques sont naturellement irréalisables: on peut avoir alors les 
états suivants des spins électroniques 


Si (Sn. 523) = Siaje (Sn) Sage (522), (121.14) 
Si (5 522) = S 3e (Sa) S 12 (Sz2). (121.14) 


Ces états sont symétriques par rapport aux spins. On peut former à partir 
de (121.12) et (121.12”) encore une autre fonction symétrique par rapport 
aux spins des électrons, c’est la fonction 


Se (Sa Sz2: = : [Se (521) S'-1p2 (S22) + S 172 (Sa) S+iye (S29)]. (21.14) 
Nous avons donc au total trois fonctions S,, S, et S, symétriques par 
rapport au spin. Les deux premières se rapportent au spin 1, mais dans 
l'état S, le spin est parallèle à l'axe OZ et dans l'état S, il lui est anti- 
parallèle. II est moins évident que l’état S”, concerne. lui aussi, un spin 
égal à 1, mais orienté perpendiculairement à OZ. Le moyen le plus simple 
de s'en rendre compte est le suivant. Prenons en qualité de variables de 
spin les projections du spin sur l’axe OZ. S'il s'agit d’états pour lesquels 
le spin est perpendiculaire à l'axe OZ, ces variables s;, et s doivent avoir 


des valeurs indéterminées + _ il s'ensuit que tout état pour lequel le spin 


1) Le facteur 1/Ÿ2 apparaît comme une conséquence de la normation de Sa 
à l'unité. Effectivement les fonctions S+,/: (s:) sont normées à l'unité (conformé- 
ment à (60.7)). Si nous formons le produit 
S (Sz1 Sze) Sa (Sz1, 522) 
: : ñ k 
ct prenons la somme suivant les deux spins 5,1 = + FR Ssa = à -J cette somme 


sera égale à 1, comme on peut le montrer à l’aide de (60.7) (voir aussi 8 106). 
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est perpendiculaire à OZ doit s'exprimer en fonction des variables s., 
et sz. sous une forme telle qu’y figurent toutes les valeurs possibles de 
Sa ©t 52: En outre comme nous cherchons des états qui seraient symé- 
triques par rapport aux spins, il s’avère que (121.14) est la seule forme 

possible de la fonction d’onde 


Z de cet état-là!). La fig 88 est 
Parahélium | Crthohélium un schéma illustrant les orienta- 
"ol tions des spins pour les états que 

| nous avons trouvés. 
Ainsi les états ®, qui sont 


£ données des centres de masses 
des électrons, sont des états pour 
lesquels le spin électronique est 


| 

| | & & nd symétriques par rapport aux COOr- 
Il 

nul. Les états ®, qui sont anti- 


Spin total “Ü Spin total =] symétriques par rapport aux co- 
(8 g ordonnées des centres de masses 

Fig. 88. Schéma d'addition des spins de des électrons correspondent à 
deux électrons. une orientation parallèle des 


Sur ce schéma on n'utilise pes les symboles qui ont  Spins (le spin résultant est égal à 
été adoptés dans le lente pour désigner les fonctions |) On trouve trois états corres- 

pondant aux trois orientations 
possibles du spin résultant. De ce fait les niveaux quantiques de l'atome 
d'hélium forment deux classes: /es niveaux à spins antiparallèles et les 
niveaux à spins parallèles. 

Si nous tenons compte de ce que l'énergie des niveaux, bien que fort 
peu, mais néanmoins dépend de l'orientation relative du spin résultant 
et du mouvement orbital, nous devons en conclure que les niveaux à spins 
antiparallèles sont les niveaux simples (singlet) et que les niveaux 
à spins parallèles se scindent en trois niveaux voisins correspondant aux 
trois orientations possibles du spin résultant par rapport au champ magné- 


1) L'affirmation de ce que les états S,, S,, S;' appartiennent tous les trois à 
un spin unité (addition des spins électroniques) peut être vérifiée par un calcul direct. 
Si nous désignons par 8, et 8, les opérateurs des spins des deux électrons, définis par 
les matrices (59.12), l'opérateur du spin total est défini par la matrice 


s—s2+s+288. 
La fonction propre S de l'opérateur $? doit satisfaire à l'équation 

ES = la (ls + 1)°S, 
où /, est le nombre déterminant le spin total. I] s'ensuit de cette équation que /, ne 
peut prendre que deux valeurs: /, = 0 (spins antiparalièles) ou /, = 1 (spins paralleles). 
Par substitution dans cette équation de S,, S, et S, on s'assure que ces fonctions 
appartiennent bien à la valeur {, = 1. 


Nous laissons au lecteur le soin d'effectuer les calculs simples qui démontrent 
ce résultat. 
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tique créé par le mouvement orbital. Par conséquent ce sont des niveaux 
triples (ou triplet)1). 

La propriété la plus remarquable de ces deux classes d'états de l'atome 
d’hélium est qu’aucune (ou presqu'’aucune) transition quantique n'est 
possible entre ces deux classes d'états. Effectivement les interactions des 
spins sont très faibles et si on les néglige, le hamiltonien des électrons 
de l’atome d’hélium sera symétrique par rapport aux coordonnées des 
électrons, même en présence de champs extérieurs, d’un champ lumineux 
par exemple, puisque quel que soit ce champ. il exerce la même action 
sur les deux électrons. On peut donc écrire 


A (try re) = À (rs 1). (121.15) 


La variation que subit pendant le temps df la fonction d'onde *F (r,, r., 
Sn» Sz, 1) est donnée par l'équation de Schrôdinger que nous écrirons 
sous une forme similaire à celle que nous avons utilisée au & 115: 


déV (ns Las So 522 D=— Arr) Ÿ (rs ra Sas Set) dt. (121.16) 
Ü 


Si à un instant donné la fonction Ÿ est une fonction symétrique des coor- 
données r, et r, des électrons, l’incrément 4Ÿ de cette fonction doit être, 
conformément à (121.16) et (121.15), lui aussi, symétrique. De même si 
la fonction Ÿ (r,, r+, 52, Sze, 1) est antisymétrique, son incrément sera, 
lui aussi, antisymétrique. Par conséquent un état qui est symétrique par 
rapport aux coordonnées doit rester symétrique, quels que soient les chan- 
gements qui sc produisent. Il en est de même pour les états antisymétri- 
ques. Il en résulte qu'il ne peut y avoir de transitions de l’état W, (121.10) 
à l'état Vn (121.10’) et de transitions inverses. 

Notons qu'il existe une différence entre le théorème que nous venons 
de démontrer et le théorème général établi au &8 115. Les fonctions Ÿ'; 
et Vn sont des fonctions antisymétriques de particules, aussi d’après le 
théorème général du $ 115, il pourrait y avoir des transitions centre les 
états Wir et Wir. Ici nous cherchons à démontrer l'impossibilité de tran- 
sitions entre Ÿ et Fr, à condition de ne pas tenir compte de l'interaction 
avec le spin. Mais comme ces interactions existent, les transitions entre 
Yi et Vn sont bien possibles, mais cependant très peu probables du fait 
de la faiblesse de leurs interactions avec le spin. 

A titre d'illustration donnons quelques estimations relatives à l'effet 
provoqué par une onde lumineuse incidente. L'énergie d'interaction de 
l'onde lumineuse avec la charge de l'électron est de l’ordre de grandeur de 


W'=esa, 


où a est la dimension de l’atome, e la charge de l'électron et $ le champ 
électrique de l’onde lumineuse (ea est le moment électrique de l'atome). 


1) Le calcul de la valeur de l'éclatement des niveaux est donné dans le livre de 
H. Bethect E. Salpeter, Quantum Mechanics of one and two-electron atoms, 
Berlin, Springer Verlag, 1957. 
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Quant à l'interaction de l'onde lumineuse avec le moment magnétique 
de l'électron, elle est de l’ordre de grandeur du produit du moment magné- 


tique de l’électron E- par le champ magnétique X de l'onde lumineuse: 
uC 


= À 
2uc 
Comme les intensités $ et # d'une onde lumineuse sont égales entre 
elles. on a 
W © h 
C2 2 uca° 


hla cest de l’ordre de grandeur de l'impulsion de l'électron de l'atome, 
tandis que h/::a est sa vitesse v. On écrira donc 
Se W"' "a 


2 


2 c 

La valeur de ce rapport est plus petite que 1/100. Aussi est-il très peu 
probable qu'une lumière incidente soit suffisante pour provoquer une 
transition s’accompagnant d’une variation d’orientation dü spin électro- 
nique ). Autrement dit on doit observer surtout des transitions ne s’ac- 
compagnant pas d’une variation de spin, donc des transitions entre des 
états de même symétrie par rapport aux coordonnées des électrons. C’est 
ce qu'affirme le théorème que nous venons de démontrer. 

On en conclut que si l’hélium se trouve dans un état à spins parallèles 
(antisymétrique par rapport aux coordonnées) il est très peu probable 
qu'il passe à un état à spins antiparallèles (symétrique par rapport aux 
coordonnées) et inversement. Tout se passe comme s’il existait deux sortes 


Parahélium Orthohélium 
Fig. 89. Orientations des spins dans les para- et l’orthohélium. 


d'hélium à spins parallèles et à spins antiparallèles. La première sorte 
d'hélium cest l'orthohélium et la seconde le parahélium (voir schéma fig. 
89). Pour transformer une sorte d’hélium en l'autre sorte, il faut modifier 
l'orientation du spin de l’un des électrons. Du fait de la petitesse du moment 


1) On doit encore tenir compte de ce que la probabilité d’une transition est pro- 
portionnelle au carré de l'énergie de perturbation, le rapport des probabilités devient 
alors égal à 1074, 
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magnétique du spin il est très difficile de modifier son orientation. Il est 
facile de voir que l’état énergétique le plus bas correspond au parahélium. 
Nous avons déjà maintes fois fait remarquer que l’état de plus faible 
énergie se caractérise par une fonction d’onde sans nœuds. Or la fonction 
antisymétrique ®, (r:, r.) présente un nœud (existence d’une surface nodale 
pour r,=r2). En effet 


Da (ru re) = —ODo (F2 M); 
pour rn =r:=rona 
Da rer) = —D (r,r), 


autrement dit ®,(r, r) = 0. Par conséquent l’état de plus faible énergie 
doit correspondre à la fonction symétrique ®, (r,, r.). Or c'est l’état à 
spins antiparallèles, donc l’état du parahélium. La conséquence en est que 
l’état normal de l’hélium est celui du parahélium. 

On peut alors se demander comment faire pour obtenir l’orthohélium. 
Une irradiation par la lumière ne fait pratiquement apparaître qu’un 
état excité avec des spins antiparallèles, donc toujours du parahélium. 
Ce procédé ne vaut donc rien. Il en va tout autrement si on bombarde 
les atomes d’hélium par des électrons. Dans ce cas nous aurons affaire 
à trois particules identiques: deux électrons appartenant à l’atome d’hélium 
et un électron incident. Aussi notre étude des états basée sur la consi- 
dération de deux particules seulement n’est plus valable. Physiquement 
il s’agit bien de ce que l’électron incident peut se substituer à un électron 
de l’atome, et celui-là en sera éjecté. Comme on trouve dans le faisceau 
incident des électrons de toutes orientations de spin, l’échange d’électrons 
peut conduire à ce que l'atome se trouve pourvu de deux électrons à spins 
parallèles — le parahélium est alors transformé en orthohélium. 

Le fait d’avoir démontré l’existence de deux sortes d’hélium (il serait 
plus exact de dire l’existence de deux classes d’états des atomes d'hé- 
lium) a permis de donner une interprétation exhaustive de toutes les don- 
nées spectroscopiques dont on dispose sur le spectre de l’hélium et de 
son comportement dans les conditions les plus diverses. La fig. 90 repré- 
sente un schéma des niveaux quantiques d’un atome d’hélium. Dans le 
parahélium le spin résultant est nul et il n’y a pas de structure en multiplet: 
les raies sont des singlets. Les termes correspondants sont désignés par 
des lettres auxquelles on adjoint en haut et à gauche l'indice 1 (par exemple 
1S, 1P). Par contre les termes de l’orthohélium se scindent en trois termes 
à faibles distance les uns des autres. Conformément à cet éclatement des 
niveaux les raies spectrales de l’orthohélium sont des triplets (trois raies 
rapprochées). Les termes de l’orthohélium sont indexés en plaçant l’in- 
dice 3 en haut et à gauche de la lettre désignant le terme (par exemple 
8S, $P). Sur le schéma de la fig. 90 l’état 23S de l’orthohélium est repré- 
senté comme un état métastable. C'est en effet l’état le plus bas de l’ortho- 
hélium. La transition à un état de plus petite énergie est une transition à 
l’état 11S du parahélium qui exige le renversement d’un spin. Cette transi- 
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Fig. 90. Diagramme des termes spectraux de l'hélium. 


tion est peu probable, de sorte qu’un atome d’hélium qui se trouve dans 
l’état indiqué y reste pendant longtemps bien qu’il possède un excédent 
d'énergie égal à 19,77 eV. 

Nous terminerons ici notre étude qualitative des états quantiques de 
l'atome d’hélium et nous passerons à l'étude de la théorie quantitative 
approchée. 
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$ 122. Théorie quantitative approchée 
de l’atome d’hélium 


Pour procéder au calcul des niveaux de l’atome d’hélium nous utili- 
serons une méthode qui, bien que n'étant pas la meilleure du point de 
vue de la précision des résultats, présente l’avantage de la simplicité et de 
l’évidence. L'équation de Schrôdinger que nous utiliserons pour déter- 
miner les niveaux quantiques de l’atome d’hélium ainsi que les fonctions 
d’onde des états stationnaires, est de la forme 


H (eu Las Sn 52e) Ÿ (F3, Fe, Szx 529) = EŸ (ri, re, S2 See). (122.1) 


Puisque nous pouvons négliger les interactions des spins nous pouvons 
simplifier cette équation en y éliminant d’après (121.5) S'(s2, 522), ce qui 
nous donne 

À (rw re) D (rs re) = ED (rs, 2); (122.2) 


l'opérateur de l'énergie totale est défini par (121.4) et peut s’écrire sous 
la forme 


Hs re) = A9 y r:) + W(rss) (122.3) 
avec 
Honey Pvc 72. 
2u 24 nm ra 
= Ho) + Hors), (122.4) 
AC EE (122.5) 
ne 


L'opérateur H, (r,, r:) est l’opérateur de l'énergie totale des deux élec- 
trons soumis à l’action du champ du noyau atomique, mais sans qu’il y 
ait entre eux d'interaction mutuelle. #(r,.) est l’énergie d'interaction 
mutuelle des électrons. Le caractère approximatif de notre procédé de 
calcul tient à ce que nous considérerons cette énergie d’interaction comme 
une petite correction, et en qualité de toute première approximation 
nous étudierons le mouvement dans le champ du noyau de deux électrons 
n’exerçant aucune action l’un sur l’autre 1). 

On connaît déjà les fonctions d’onde et Ics niveaux quantiques de ce 
mouvement, puisque c’est un mouvement dans un champ de forces cou- 
lombiennes. Désignons par Ÿ1 (r,) l’état dans lequel se trouve le premier 
électron d'énergie Ex et par Ym(r2) l'état du second électron d'énergie 
Em. En toute première approximation nous pouvons adopter une fonction 
d’onde correspondant à l'énergie En+ Em, qui est de la forme 


Ya (ris re) = Ÿn (r1) Ym (re). (122.6) 


1) Finalement on arrive à la conclusion que l'énergie d'interaction n'est pas très 
petite (ce qui fait que l'approximation n'est pas très bonne), bien que trois fois plus 
petite que la différence des énergies des niveaux les plus bas. 
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Nous avons en cffet 
Bo Gore) Va Ge re) = Ho (3) Ya (1) Um (ra) + Ho E 2) On (1) Um (re) = 
= EnŸn (r) Un (r2) + En Ÿn &) Van (re), 


ce qui donne 
Ho Gr re) Yi re) = (En+ En) a ( r2). (122.7) 


Cependant à l'énergie En+ Em peut correspondre un autre état encorc, 
celui où le premier électron possède une énergie E et le second une énergie 
En. La fonction d'onde de cet état-là s’écrit 


Ve (rs ra) = Um (ni) Ÿn (ra). (122.6') 


En procédant de la même façon que nous l’avons fait ci-dessus pour trou- 
ver (122.7), nous trouverons pour ce dernier état 


Ào re) Ve Eu re) = (Ent Em) Ve Œuvre). (122.7) 


Nous voyons ainsi qu’au niveau En+ Em d'un système non perturbé 
correspondent deux états 4, et 4. qui diffèrent l’un de l’autre par l’échange 
des états des deux électrons (1) et (2). Nous nous trouvons en présence d’une 
dégénérescence que l’on désigne par le terme de dégénérescence par échange. 
D'après la théorie générale de perturbation ($ 69) la fonction d'onde cor- 
recte d’approximation zéro doit provenir d’une superposition des états 
dégénérés 1): 


D (rs re) = Cid (2 F2) + CoUe (ri, ra). (122.8) 


Les amplitudes c, et c. ainsi que les niveaux quantiques Æ du système 
perturbé se laissent déterminer à l’aide des équations fondamentales de 
la théorie de perturbation. Comme nous voulons nous limiter à la seule 
double dégénérescence d’échange (fonctions d, et 4.) nous appliquons 
la théorie que nous avons développée au & 69 pour le cas d’une dégéné- 
rescence double. Les amplitudes c, et c. se déterminent alors par les équa- 
tions (69.5) qui dans le cas présent s’écrivent de la façon suivante: 


(En + Wn—E) + Wisc: = ps 


(122.9) 
WoCr + (Ein + Wos—E) ce = 0, 


1) En toute rigueur on devrait affecter aux fonctions d'onde %, trois indices 
(7, !, m) puisque nous savons qu'au niveau Æ, correspondent en tout n° états diffé- 
rents (dégénérescence dans un champ coulombien!). En conséquence un calcul de 
toute première approximation des niveaux d'un atome He doit, pour être correct, 
partir d'une superposition d'états se distinguant l’un de l'autre non seulement par 
un échange d'électrons, mais encore de tous les états appartenant aux niveaux E: 
et En et différant entre eux par leurs moments de rotation et leurs orientations. Cepen- 
dant nous ferons nos calculs comme si les niveaux E, n'étaient pas dégénérés, et ce 
afin de bien faire voir tous les aspects du problème découlant de ce que nous avons 
affaire à deux particules identiques. 
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où £E?, est l'énergie du mouvement non perturbé 

E9, = En + En (122.10) 
(au $ 69 on avait groupé les indices 7 et m en un seul indice k), les quan- 
tités Wu, Wio, Woo, Wan sont les éléments de matrice de l’énergie de per- 
turbation W (cf. (69.9)). Comme dans la formule (69.6) on supposait que 


l'intégration devait être étendue à toutes les variables dont dépendent 
les fonctions d’onde, ici les formules (69.9) peuvent s’écrire sous la forme 


Wa = { U? Win du, du, (122.11) 


Wa = ÿ1 WU: doi ds, (122.117) 


où du, = dxidÿ, du, dos = dx.dy,dz, et W est l'énergie de perturbation 
(122.5). 
Les niveaux d’énergie Æ du système perturbé s’obtiennent à partir de 
l'équation séculaire (69.7) qui s'écrit comme au $ 69: 
Wa —e Wis 
Ws Woo — © 


= 0, (122.12) 


et où, avec les notations adoptées ici, la correction à apporter à l’énergie 
s'écrit 

s= EE, = E— (En + En). (122.13) 

Avant que nous commencions à résoudre cette équation, nous allons 

préciser certaines particularités des éléments de matrice (122.11). En 


substituant dans (122.11) et (122.117) aux symboles «, et 4, leurs expres- 
sions (122.6) et à W son expression (122.5), nous obtenons 


W = € (RER dusdos = Woo. (122.14) 


Pis 

On s'assure aisément que W, est égal à W,. En effet 
:( Ÿh (1) Ya (71) Ya (rs) ne (2) 

Wie = EN ————— 


Let) 
et d’autre part 


Wan = \ ÿ2 Wii dus dos 


du dv: (122.15) 


2 ef Van CD Ve CD D nd joe (122.16) 


Let) 


Comme les variables d'intégration parcourent la même suite de valeurs, 
nous pouvons remplacer x, V1, Z1 Par Xe, Vas Ze €t Xe Ve, Ze PAT Xp Vas 21 
(ce qui revient tout simplement à utiliser une notation nouvelle) et comme 
d’autre part rje = la, à la suite de ces substitutions W,, se confond avec 
WA. Nous pouvons donc écrire 


We = Wa=W= Wa, (122.17) 
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ce qui signifie que les quantités W,, sont réelles. Nous poserons 
Wi=We=k, We= Wn= 4, (122.18) 

K et À sont des quantités réelles. Avec toutes ces notations l'équation 

séculaire (122.12) prend la forme suivante 

K—:= A 


= 0, 122.19 
PR ( ) 


d’où l'on tire 
(K—Ee} = A, c=K+ A. (122.20) 
Avec les nouvelles notations les équations (122.9) s'écrivent comme 
suit 
(K—E) cc + Ac: = 0, (K—E) ce + Aa = 0. (122.9°) 


En y substituant la première racine (e) de (122.20) nous trouvons ©, = ce. 
En substituant la deuxième racine nous trouvons c; = —c:. La solution 
de (122.8) sera donc 


D (rs re ee (+ Ÿ), Es= Ent En+K+4, (2221) 
Day rs) = _ (h— Ve), £a =Ent+En+K—A (122.22) 


(e facteur Hs à la normation |- 
2 


Nous voyons ainsi que du fait d’une dégénérescence d’échange apparais- 
sent deux sortes d’états: des états symétriques ®, et des états antisymé- 
triques D; (notons que d’après (122.6) et (122.6’) la permutation des élec- 
trons change d, en d.). L'existence de deux sortes d'états est parfaitement 
conforme à la théorie générale du $ 115. Nous savons que la première 
sorte d'états correspond aux états du parahélium et la seconde à ceux de 
l’orthohélium. Les formules (122.21) et (122.22) sont donc des expressions 
approchées des fonctions du para- et de l’orthohélium. 

Lorsque nous avons exposé la théorie qualitative de l'atome d’hélium 
nous avons indiqué que l’état normal est celui qui est décrit par la fonction 
symétrique (parahélium). Ce même résultat se retrouve dans les solutions 
(122.21) et (122.22). Effectivement au niveau inférieur Æ, ne correspond 
qu’une seule fonction 5 (r.). Aussi pour réaliser l’état inférieur de l’atome 
He il n'existe qu’une seule possibilité, placer le second électron dans le 
même état que le premier (il s'ensuit alors du principe de Pauli que ce 
second électron doit avoir un spin orienté en sens inverse par rapport 
à l’autre). Par conséquent dans l’état inférieur on a W, = %e et Da = 0. 
Il n'y a donc qu’une seule solution pour l’état inférieur: 


D, = (r;.r2) — 100 (r1) 100 (F2), (122.23) 
E=2E+K+A4. (122.23) 
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D’après (122.21) et (122.22) la ‘différence d’énergie des états para et 
ortho vaut 2 4. Il en résulte que le système des niveaux de l'hélium se 
scinde en deux systèmes énergétiquement différents, l'un correspondant 
au parahélium, l’autre à l’orthohélium. A chacun des niveaux de l'atome 
He Ey + En que l’on détermine par un calcul négligeant les interactions 
mutuelles des électrons, correspon- 
dent, lorsqu'on tient compte de ces 1 Etlze HA à 
interactions, deux niveaux, lun : rt HA i 
Ey — Em + K + À correspondant au nr ——— Tr —<---- 4 
parahéliumet l’autre Ey+En+K—A 1 DR EE 
correspondant à l'orthohélium. | 
Aussi, par exemple, si l’un desélec- ; 
trons occupe le niveau inférieur £,, | 
le second le niveau FE, disposé au- ; 

i 
l 
| 
[l 
l 


D 
+ 
Seul 


dessus du premier (énergie E,+E:), 
la prise en compte de l’échange d’é- 
lectrons et de leurs interactions mu- 
tuclles fait apparaître deux niveaux: 
EE: +K+4 et E,+E:+K—A. 
Le diagramme de la fig. 91 montre 
aussi bien cet éclatement que le ni- pig 91. Schéma de l'éclatement des 
veau 2E+K+ 4. Ce diagramme niveaux de l’hélium par l'effet d’échange. 
laisse apparaître un éclatement plus 
simple que celui que nous voyons sur le schéma spectroscopique de la fig. 90. 
La raison en est que pour simplifier les calculs nous avons ignoré le fait 
que les niveaux ÆE,, par exemple, figurant dans le problème non perturbé 
sont dégénérés (à l’exclusion du premier). Un calcul plus poussé aurait 
montré que l'éclatement des niveaux résulte non seulement de la dégéné- 
rescence d'échange, mais aussi de ce que la dégénérescence « / » est levée. 
Ce dernier fait résulte de ce que la dégénérescence « / » n'existe que dans 
le champ coulombien du noyau, et que la présence d’un second électron 
doit irrémédiablement lever cette dégénérescence. En tenant compte de 
cette levée de dégénérescence « /», on obtient une carte plus précise et 
plus riche en éclatements des niveaux, qui coïncide avec celle de la fig. 90. 
Le lecteur qui serait intéressé par les aspects mathématiques du pro- 
blème les trouvera dans des ouvrages spécialisés 1); quant à nous, nous 
nous contenterons de commenter l’état de la question du calcul théorique 
des niveaux de He. Les calculs effectués selon la méthode que nous 
venons d'exposer, mènent à des résultats qui sont loin d’un accord parfait 
avec l’expérience. Ainsi la correction calculée diffère de 10-20% de celle 
qui résulte d’expériences directes. Il existe actuellement des méthodes de 
calcul beaucoup plus perfectionnées. Hylleraas a obtenu (à la huitième 
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ns interactions des électrons 
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1) Voir H. Bcthe et E. Salpeter, Quantum Mechanics of one and 1wo- 
electron atoms, Berlin, Springer Verlag, 1957; H. Bethe, [nrermediate Quantum 
Mechanics, N.Y.. 1964. 
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approximation) une valeur du niveau fondamental (potentiel d’ionisation) 
de l’hélium égale à Z — 198 308 cm !, la valeur expérimentale de JZ étant 
198 298 + 6 cm”1 (la valeur de l’énergie est donnée, comme il est admis 
en spectroscopie, en cm’). L'accord entre théorie et expérience peut 
être qualifié de remarquable, surtout si l’on tient compte de ce que le 
calcul ne comporte aucune constante arbitraire que l’on pourrait adapter 
pour obtenir un accord avec les données de l’expérience. 

Du fait de l’existence d’une dégénérescence «/» le calcul des états 
excités est beaucoup plus compliqué et sa précision est beaucoup moins 
bonne que celle que l’on obtient pour le terme fondamental. 


$ 123. Energie d’ e 


Voyons de plus près la signification du terme correctif € = X + 4, 
déterminé par l'interaction mutuelle coulombienne des électrons. Nous 
commencerons par introduire au lieu des fonctions d’onde 4: et dm de 
nouvelles grandeurs 
Pnn (1) = —e | Ÿn 3) F, Emm (re) = — € | Ym (re) ff (23.1) 
Omn (Es) = — € Ÿn (F3) Yn (rs), Pan (Te) = — € Ÿm (F2) Ÿn (F2). (123.2) 
Les deux premières grandeurs ont une signification physique simple: 
Onn (F,) représente évidemment la densité moyenne de charge électrique 
créée au point r, par l’électron se trouvant dans l’état 4, (r,). De même 
Pmm (r2) représente la densité moyenne de charge électrique créée au 
point re. par l’électron se trouvant dans l’état 4, (re). 

Les deux autres grandeurs Emn (r1) et Emn (r2) n’ont pas un sens phy- 
sique aussi évident. Ce sont les densités des charges électriques dont l’exis- 
tence est déterminée par ce que chacun des électrons peut se trouver en 
partie dans l’état 4, (r1) et en partie dans l’état à, (r.). Nous les appel- 
lerons densités d'échange. Ces grandeurs peuvent être des 
quantités complexes, aussi le terme « densité de charge» n'est utilisé 
ici que tout formellement. A l’aide de ces densités et en se basant sur 
(122.18) et (122.14) on peut mettre X sous la forme suivante: 


K = ( ee CDene CE du do, (123.3) 
Pis 
et la quantité À s’exprime d'après (122.8) et (122.15) par 
Pre ( ete En) an Eu, dos. (123.4) 
re 


La quantité K a une signification aussi simple qu’évidente. En effet l'in- 
tégrale figurant dans (123.3) représente tout simplement l’énergie coulom- 
bienne mutuelle de deux charges dont l’une est répartie dans l’espace avec 
une densité pr et l’autre avec une densité pmm. On pourrait interpréter 
cette énergie comme l'énergie d'interaction mutuelle de deux électrons 
dont les charges sont étalées dans l’espace. C’est pourquoi on appelle 
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cette partie de l’énergie d'interaction mutuelle des électrons énergie cou- 
lombienne (au sens restreint du mot). L'autre partie (4) ne peut être inter- 
prétée de façon aussi évidente. Tout formellement nous pouvons assimiler 
A à l'énergie électrostatique de deux charges étalées dans l’espace avec 
des densités Pmn €t Pmn: On appelle cette partie de l'énergie d’interaction 
des électrons énergie d'échange. On dit généralement que l’énergie 
d'interaction mutuelle de deux électrons se compose de deux parties, une 
partie coulombienne K et une autre partie dite d’échange À. 

En réalité on ne doit pas perdre de vue qu’aussi bien K que À résul- 
tent d’une interaction coulombienne (si e — 0, K— 0 et 4 — 0). Toute 
la différence entre l'énergie coulombienne proprement dite K et l'énergie 
d'échange À provient du caractère approximatif de la représentation 
des fonctions ®, et ®, du système sous la forme (da + ÿ). Cepen- 


F 


dant cette subdivision de l'énergie d'interaction en énergie coulombienne 
et en énergie d'échange s'est avérée très avantageuse et a acquis de ce fait 
droit de cité. 

Selon la théorie de perturbation la correction € que l’on doit apporter 
à l'énergie doit être tout simplement égale à l'énergie de perturbation 
moyenne dans l’état considéré. Il est facile de vérifier si cette assertion 
est valable dans le cas présent. L'énergie de perturbation est l’énergie 


coulombienne de l'interaction mutuelle des deux électrons ——. Pour cal- 
ria 

culer la valeur moyenne de cette énergie dans l’état ® (r,, r.) on doit multi- 

plier — par la probabilité de présence du premier électron dans la région 


r 
du, et celle du second dans la région dv., donc multiplier par | D [° du, du., 
puis intégrer pour toutes les positions possibles des électrons; ceci 
revient à calculer l'intégrale 


= (© du do. (123.5) 
ris Ti2 


En substituant à ® les expressions (122.21) et (122.22) de ®, ou D: on 
obtient 
AS 


3) 


= = fÆ0 M + 1 Vel da Ve Æ Vi de) di dus, (123.6) 
12 nd 13 
et d’après (122.6) et (122.6”) on trouve que 

= K+A. (123.6") 


rio 
Autrement dit le terme correctif € est tout simplement la valeur moyenne 
de l'énergie coulombienne d'interaction mutuelle des électrons se trouvant 
dans l’état Du ou D. 
Ce calcul nous permet d’approfondir la question de l’origine de l’énergie 
d'échange. La quantité | Ÿ, |? dv, du est la probabilité de présence du 
premier électron dans la région dv, à l’état », et du second électron dans 


554 ATOMES À PLUSIEURS ÉLECTRONS [CH. XXI 


la région dv, à l’état m. De même la quantité | à, |? dv, dv, représente la 
probabilité de trouver le premier électron dans la région dv, à l'état m 
et le second électron dans la région dv, à l’état n. Si les états 4, et d étaient 
indépendants l’un de l’autre nous serions arrivés au résultat que la pro- 
babilité de présence du premier électron dans la région dv, et celle du 
second dans la région du, serait égale à 


dPys = (I da + | 92 À) dus dus, (123.7) 


quels que soient les états de ces électrons (en supposant , et , égale- 
ment probables). En fait les états 4, et ‘, ne sont pas indépendants et 
l'état effectivement existant est 
Lens (123.8) 
2 
Les phases des fonctions d’onde sont alors dans un rapport défini, de 


sorte que nous voyons apparaître dans la formule de la probabilité de 
présence des particules dans les régions d, et d&, le terme interférentiel 


dPie = | DE ds dos = dPrs & (a VS + VE d) du des. (123.9) 


C'est précisément ce terme qui détermine l’existence de l’énergie d’échange. 

On constate aisément que l'énergie d'échange n'est nullement liée au 
caractère coulombien de l’interaction mutuclle des électrons. En admet- 
tant toute autre interaction mutuelle W (r,:) de nos particules, nous serions 


de toute façon arrivés à une expression de l’énergie moyenne W (re) 
comportant deux parties: une énergie W dont la valeur correspondrait 


à (123.3) où l’on aurait remplacé un par W (r,.), et une énergie d’échange 
ris 


A donnée par (123.4), où ie serait remplacée par W(r:2). Ainsi toute 


ras 
interaction mutuelle classique W (r,:) de deux particules identiques mène 
à l'apparition d'une énergie d'échange. 

En physique classique on ne connaît rien qui ressemble à une énergie 
d'échange. Sa découverte a été un des résultats fondamentaux de la théorie 
quantique. 

Le terme « énergie d’échange » sera mieux défini si on considère des 
états ® parmi lesquels les particules sont réparties de façon bien déter- 
minée. Considérons la variation dans le temps des états ®, et Os. Comme 
Du et ®, sont des états stationnaires, on a 


î 
— < (E°+K+4) 1 
D,= (y +ue ? 
ÿ2 


: | (123.10) 
 <(E+K—A4)t 
Pa (—%de ? * | 


En 
V2 
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Posons 


E+K 
h 


&9 = : = + (123.11) 
et considérons au lieu de ®, et ®, un état qui résulte de leur superposition 
(qui sera lui aussi un état stationnaire): 


D== (©, + Da) = 
Y2 


= — et [hu (eiêt + ei) -L 1, (ei — eid)], (123.12) 


où 
D= ct) di ct) Va (123.13) 


QG) = ei cos Ôr, cr) = ie ie sin Ôr. (123.14) 


Conformément à la signification statistique des amplitudes c, et c: la 
quantité | c; |? représente la probabilité d’existence du système dans l’état 
W, (le premier électron se trouvant à l’état » et le second à l’état m); de 
même | c. {? représente la probabilité d’existence du système dans l’état 
%, (le premier électron se trouvant à l’état m et le second à l’état 7). Nous 
avons 


La () À = cos° ôr, | c: (1)? = sin° èr: (123.15) 


il s'ensuit de là que l’état ® (123.12) est tel que pour #1 = 0 le premier 
électron se trouve dans l'état d, et le second dans l’état 4. Au bout d’un 


temps + = . nous avons | c | = 0, | c: |? — 1, ce qui signifie que le 


premier électron passe à l'état %h, et le second à l’état 4, et qu'il se pro- 
duit donc un échange d'états. D’après (123.11) nous voyons que le temps 
d'échange peut être exprimé par une énergie d'échange. Nous trouvons 
notamment 


+= ——. (123.16) 


1l en découle une conclusion importante: le temps d'échange est inverse- 
men: proportionnel à l'énergie d'échange. 

Hl serait instructif de définir les conditions pour lesquelles l'énergie 
d'échange est tellement petite et le temps d’échange tellement grand qu’il 
devient possible de négliger complètement toute éventualité d'échange. 
L'énergie d'échange dépend de la densité prnn (r) = Ÿ,, (r) Ÿn (r), et dépend 
donc du taux de recouvrement des fonctions d'états dy et Yn. Dans le 
cas où d» — 0 et 1 # 0 ou dans celui où 4 # 0 et Un = 0, pmn = 0 
et il n’y a plus d'énergie d'échange. Ce cas extrême correspond à une idéa- 
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lisation des conditions réalisables, mais permet cependant d'arriver à une 
conclusion importante: si les états dr et L, sont tels que | 4 [? et | dx !* 
sont concentrés en des régions différentes de l’espace, l'énergie d’échange 
est petite (tend vers zéro). 

Supposons maintenant que les états Y, représentent des états de l’élec- 
tron dans l’atome; supposons en outre que les énergies E; et En diffè- 
rent fortement: Em > En. La fonction 4, sera concentrée alors dans une 
région très proche du noyau, tandis que d,, sera étalé à assez grande dis- 
tance de ce noyau. Comme les deux fonctions sont normées à 1, cela si- 
gnifie que Va est petit là où Ÿ, est notable. La densité pmn est petite et 
l'énergie d’échange l’est aussi; on peut donc négliger l’échange lorsqu'il 
s’agit soit d’échange d'états concentrés en des régions distinctes de l’espace, 
soit d'échange entre des états d’énergies très différentes. 

Cette dernière circonstance justifie notamment le fait que dans de 
nombreux cas on peut négliger l’échange de l'électron optique avec un 
des électrons des couches internes. 


$ 124. Mécanique quantique de l’atome 
et système périodique des éléments 
de Mendéléev 


La loi périodique découverte par Mendéléev est une des plus impor- 
tantes lois de la nature. Cette loi constitue le fondement non seulement 
de la chimie, mais d’une manière plus générale de toute la physique ato- 
mique et nucléaire. 

La théorie présidant à cette loi est loin d'être parachevée. Le problème 
de la structure des noyaux atomiques se trouve encore dans un état embryon- 
naïre et cependant c'est justement le noyau qui détermine complètement 
la structure de son cortège électronique et donc les propriétés chimiques et 
physiques de l’atome tout entier. Cependant si on considère les carac- 
téristiques des noyaux atomiques comme des données expérimentales, 
la mécanique quantique aide à comprendre la périodicité qui se mani- 
feste dans la structure des enveloppes électroniques des atomes, en se 
basant sur la théorie du mouvement de tout le système électronique dans 
le champ électrique du noyau. Ainsi pour donner une interprétation théo- 
rique de la périodicité, on peut se contenter de faire le calcul du mou- 
vement des électrons d’un atome en se basant sur les données concernant 
la masse et la charge du noyau. Ainsi posé, le problème n’en demeure pas 
moins extrêmement ardu en ce qui concerne l'appareil mathématique. 
qu’il faut mettre en œuvre pour dominer la présence dans l’atome de nom- 
breux électrons. Rappelons qu’en mécanique classique même le mouve- 
ment simultané de trois corps n’a pas encore trouvé de solution complète 
et généralisée. En mécanique quantique la situation est beaucoup plus 
favorable et la mise en œuvre de méthodes approximatives permet d’ob- 
tenir nombre de résultats de grande importance pratique. La raison de 
ce que les problèmes y soient plus simples tient au caractère discret des 
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états électroniques dans les atomes. L'application du principe de Pauli 
et de la théorie de mouvement d’un électron soumis à l’action d’un champ 
de forces centrales permet d’arriver à des résultats suffisants, pour se faire 
une idée des modes de répartition des électrons dans les atomes et de donner 
ainsi une explication de la périodicité des propriétés chimiques des élé- 
ments. 

Le rôle le plus important doit être attribué au concept de numéro 
atomique (Z) des éléments disposés dans le tableau périodique de Men- 
déléev. Ce concept avait été implicitement introduit par Mendéléev lui- 
même, puisqu’en différents endroits du tableau il s'était écarté du principe 
selon lequel les éléments étaient classés dans l’ordre croissant des poids 
atomiques en attribuant une importance plus grande à la périodicité des 
propriétés chimiques. Plus tard les recherches classiques de Rutherford 
et Moseley ont montré que l’on doit attribuer au numéro atomique une 
signification physique profonde, puisque le numéro Z d'un élément est 
égal à la charge électrique du noyau exprimée en unités de la charge élé- 
mentaire (+e). Mais en même temps le numéro atomique Z d’un atome à 
l’état neutre est égal au nombre d’électrons que comporte son enveloppe 
électronique. Donc la connaissance du numéro atomique Z d’un élément 
nous fournit les données qui sont essentielles pour la mécanique de 
l'atome: la charge du noyau et le nombre d'électrons renfermés dans 
un atome. Comme nous le savons maintenant les noyaux atomiques sont 
constitués de particules neutres — les neutrons (charge 0, masse 1,00898, 
la masse de l’oxygène étant prise égale à 16), et de protons (charge +e, 
masse 1,00759). D’après ce qui vient d’être dit le nombre de protons dans 
un noyau doit être égal à Z. Les atomes qui possèdent le même nombre 
de protons, mais des nombres différents de protons présentent le même 
numéro Z, mais des poids atomiques À différents. On dit que l’on a affaire 
à des isotopes. Puisque les propriétés chimiques dépendent du nombre 
d'électrons appartenant à l’atome neutre, donc de Z, les isotopes ont des 
propriétés chimiques identiques), de sorte que Je mélange d’isotopes 
de même Z constitue un seul et même élément chimique. Il s'avère que le 
poids atomique 4 = 2Z, ce qui indique que les nombres de protons et 
de neutrons contenus dans les noyaux atomiques sont approximativement 
égaux. C’est pourquoi la disposition des éléments suivant les poids ato- 
miques croissants donne le même résultat (à quelques exceptions près) 
que leur disposition dans l’ordre de la croissance de la charge des noyaux 
+eZ. 


1) Il s’agit en l'occurrence des propriétés de valence. La cinétique des réactions 
dépend non seulement du nombre d'électrons, mais aussi de la masse des atomes. 
On ne peut donc pas affirmer que du point de vue chimique les isotopes soient par- 
faitement identiques. Cependant les différences de comportement résultant de l'iso- 
topie sont extrêmement faibles, exclusion faite, par exemple, des isotopes d’hydro- 
gène dont les masses diffèrent fortement; ces masses sont respectivement égales à 


1,2, 3. 
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Pour se faire une idée de la répartition des électrons dans les atomes 
des éléments nous poserons que chaque élément se forme à partir de l'élé- 
ment précédent par adjonction à son noyau d’un proton (et d’un nombre 
convenable de neutrons) et d'un électron à son enveloppe électronique. 
Dans ce qui suit nous négligerons les interactions mutuelles des électrons, 
mais en cas de besoin nous apporterons les corrections requises pour 
tenir compte de leur influence À). 

On peut considérer le neutron comme l’élément d'ordre zéro (Z = 0) 
du système périodique et formant à lui seul la période zéro. Le premier 
élément figurant dans le tableau est l'hydrogène (Z = 1). Son noyau ne 
comporte qu’un seul proton *). 

L'état normal de l’unique électron de l’atome hydrogène est carac- 
térisé par les nombres quantiques: n = 1, 1=0, m—0, ms = +1/2. 
La fonction d'onde de l'état normal est Vumm, (4), en désignant par q 
les coordonnés du centre de masse de l’électron ainsi que sa coordonnée 
de spin. 

Si nous augmentons la charge du noyau de <-e, nous obtiendrons le 
noyau d’hélium. Dans l’état défini par n = 1, /—0, m—0, on peut 
placer un deuxième électron, à condition que son spin soit orienté anti- 


parallèlement au spin du premier électron [pour lun ms = + —. pour 


l'autre ms = —;} En d’autres termes nous devons former à partir des 


fonctions :,0.0+172 (g1) €t Vio,o—12 (g2) une fonction antisymétrique en 
utilisant la méthode exposée au $ 117. Les deux électrons de l’atome He 
occupent tous les états disponibles pour n = 1. Ce groupe d'états (n =: 1, 
1=0, m—0, ms = +1/2) forme ce que l’on appelle la couche K 
(notation rœntgénographique des termes). La couche X se trouvant remplie, 
la première période du système périodique ne comportant que deux élé- 
ments H et He est donc close. 

Si nous augmentons encore la charge du noyau de +e et en adjoignant 
à l'atome encorc un électron, on passe au Li. La fonction d'onde approchée 
caractérisant ce système doit être une combinaison antisymétrique de 
trois fonctions 


Ya, Emme (q)- Un, CEE (q2)Ÿn LAURE (gs), 


correspondant à un minimum d'énergie (état normal de Li). En pour- 
suivant la même procédure nous dirons que la fonction d'onde approchée 
d'un atome à plusieurs électrons de numéro atomique Z sera une combi- 


1) Ce procédé d'interprétation du système périodique fondé sur des considé- 
rations de la mécanique atomique a été suggéré par N. Bohr. Cf. N. Bohr, 
Œuvres choisies, Volume 1, M., 1970, p. 318 (en russe). 

*) On connaît en outre des isotopes de l'hydrogène que l’on trouve en quantités 
minimes dans les conditions naturelles; ce sont: Z = 1, À = 2 (deutérium)et Z = 1, 
A = 3. On arrive à produire du deutérium en quantités appréciables (« eau lourde »). 
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naison antisymétrique de plusieurs fonctions On,i m:msx (9x), Qui décri- 
vent chacune le mouvement de l’un des électrons dans le champ coulom- 
bien du noyau de charge <+eZ. D’après (117.6) nous pouvons écrire 
cette fonctions sous la forme 


d [Ce 92 ... qz) Fe 2 (+ D PL h MMn (g) Srexe Vas 1z MZ Mez (g). (124.1) 


Cette fonction serait nulle si les nombres quantiques », /, m, m; étaient 
les mêmes pour deux électrons (principe de Pauli!). Comme nous cher- 
chons à caractériser l'état normal de l’atome considéré, les nombres ", 
L,-.., n7, lZ doivent être tels que l'énergie du système électronique tout 
entier 


Z 
E= 2 Eu (124.2) 


soit minimum. 

Si nous entendons par Ynytymym y 1eS fonctions d’onde correspondant 
au mouvement dans le champ coulombien du noyau (on néglige complè- 
tement les interactions mutuelles des électrons) l'énergie des différents 
états E4 ne dépend que de n. En fait Exz dépend aussi de /, puisque chaque 
électron se meut non seulement dans le champ du noyau, mais aussi dans 
le champ créé par tous les autres électrons. Cette dépendance avec / est 
moins marquée, mais pour de grands n, il peut arriver que les états de 7 
grand et / petit peuvent avoir une énergie plus petite que celle d’états de 
n petit et de / grand. Ce cas se réalise comme nous le verrons pour la pre- 
mière fois avec le potassium. 

Ainsi, pour le lithium la fonction d'onde approchée est de la forme 
(124.1) avec Z = 3. Comme la couche est déjà remplie le troisième élec- 


tron ira se placer dans l'état défini par n = 2, 1—0, m = 0, m, = + = 


Le groupe d'états avec 7 — 2 est appelé couche ZL. C'est avec le lithium 
que commence l’occupation de la couche L. En tout la couche L dispose 
de 2n° = 2.2? = 8 états. Deux de ces états appartiennent au terme s 


1=0,m=0, m=+;) et les six autres au terme p (= 1,m—0, +1, 


ms = +1/2). 

En continuant d’augmenter la charge du noyau et en ajoutant à chaque 
fois un électron, nous passons successivement du Li au Be, du Be au B, 
puis passant par C, N, O, F on arrive au Ne. Dans l’atome Ne les huit 
positions de la couche sont occupées. Nous obtenons à nouveau un gaz 
rare qui termine la deuxième période du système périodique. On ne pourra 
placer de nouveaux électrons que dans des états pour lesquels n = 3. 
Ce sera la couche M. La couche M comporte 2-3° — 18 états ({ = 0, 
1= 1,1= 72). Le groupe d'états avec / = 0 et / = 1 est en tout point ana- 
logue à la couche L et se remplit progressivement depuis Na jusqu’à Ar. 
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Nous obtenons ainsi la troisième période du système périodique. En aug- 
mentant de —+e la charge du noyau Ar et en ajoutant un électron nous 
obtenons l'atome K. Si on avait placé ce nouvel électron dans la couche 
M, l'état de cet électron aurait été défini par / = 2 (terme d). Or tant du 
point de vue de son comportement optique que chimique l’atome K est 
semblable aux atomes Li et Na qui possèdent un électron de valence de 
terme s. Nous devons donc placer notre électron de l’atome K dans l’état 
n = 4, [ = 0 et commencer l'occupation d’une nouvelle couche (couche 
N) sans que l'occupation de la couche M ait été achevée. Cela signifie 
que l’état r = 4, / = 0 a une énergie Ex plus petite que celle de l’état 
n = 3, 1= 2 (Eg2); cet état de chose est fort plausible si l’on tient compte 
de l'interaction mutuelle des électrons. De cette façon nous obtenons pour 
l'atome de potassium une répartition électronique analogue à celle de Na 
(voir tableau 4). 

L'élément qui fait suite au K est le calcium (Ca, Z = 20). Une fois 
encore les données spectroscopiques indiquent qu’il est indispensable 
que l’électron corresponde à un terme s (sans qu’il se place dans la couche 
N). Dans les éléments qui suivent on assiste à une occupation progressive 
de la couche M (depuis Sc (Z = 21) jusqu’à Zn (Z — 30)). Ensuite c’est 
la couche N qui se remplit d’électron jusqu’à ce que l’on atteigne le krypton 
(Kr, Z = 36) qui parachève une nouvelle période (Kr est un gaz rare). 
Nous voyons donc que les gaz rares (exception faite de He) se caracté- 
risent par une configuration de 8 électrons dont deux se trouvent à l’état 
s et six à l’état p. 

L'élément qui fait suite à Kr est le rubidium (Rb, Z = 37), qui est 
analogue à Na et K. Par conséquent l’électron extérieur vient se placer 
dans l’atome Rb non pas dans la couche N, mais commence la formation 
d’une nouvelle couche électronique (n = 5, couche O). L’électron 
du strontium (groupe des alcalino-terreux) se place lui aussi sur la couche 
O, ce qui fait que Sr est analogue à Ca. Dans les atomes des éléments 
qui suivent les électrons remplissent la couche © et les places vacantes 
de la couche N (cf. tableau 4). A partir de Cs commence la formation 
de la couche P (n = 6). 

Les éléments des groupes des terres rares (de La, Z = 57, jusqu'à 
y compris Hf, Z = 72) présentent tous des propriétés similaires, ce qui 
implique qu'ils présentent une répartition électronique semblable dans 
les couches O et P. Ils diffèrent par le degré d’occupation de la couche 
N et dans certains cas par celui de la couche O (cf. tableau 4). L’occupa- 
tion commence dans l’atome Ce et se termine dans l’atome de Lu. Le 
groupe des terres rares est souvent désigné sous le nom de « lanthanides ». 
Pendant longtemps on a voulu inclure l’élément suivant, le Hf, dans le 
groupe des terres rares. Mais nous venons de voir que dans Lu la couche 
électronique externe est complète, de sorte que le 72-ième électron de Hf 
doit venir se placer dans la couche 5d. C’est cette constatation qui amena 
N. Bobr à conclure que Hf doit être analogue à Zr. Effectivement peu de 
temps après on découvrait Hf dans les minerais de Zr. 
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Tableau 4 
Répartition des électrons dans les atomes 
F L M N 
Te tr 
Elément fonda- RH 
2. 3.0 3.1 3.2 4.0 41 sation, 
a A | 3s 3p 34 de 1 4 RS ev 
Û 
H Î 1 _ _ — — — _ — [Sie |13,595 
He 2 2 — _ _ — — — — |15, 124,58 
Li 3 2 1 _ — _ — — — | Sya | 5,39 
Be 4 2 2 _ _ _— _ _ — 16 9,32 
B 5 2 2 1 _ — _ _ — | Ps | 8,296 
C 6 2 2 2 — _ _— — — |S%P, |11,264 
N 7 2 2 3 — — — — — [Sy |14,54 
O 8 2 2 4 _ _ _— _— — |3P, 113,614 
F 9 2 2 5 _ _ _ — — | Pys |17,418 
Ne 10 2 2 6 _ _— — — — |1S, |21,559 
Na 11 Configuration 1 _ _ _ — |2Sys | 5,138 
Mg 12 du néon 2 _ _ — 18 7,644 
AI 13 2 _ _ — | Pya | 5,984 
Si 14 2 
P 15 2 
S 16 2 
CI 17 2 _ _ — | Pa |13,01 
Ar  i8 2 _ _ — |15 15,755 


K 19 Configuration de l’argon _ 


1 

Ca 20 2 — |?5 6,111 
Sc 21 2 — |2Dyn | 6,56 
Ti 2 2 - |°A 6,83 
v 23 2 — [Fin | 6,74 
Cr 24 1 — |7F, 6,764 
Mn 25 2 — Se | 7,432 
Fe 26 2 _ x | 7,90 
Co 727 2 | — |‘Fn | 7,86 
Ni 28 2 _ n 7,633 
Cu 29 1 — Six | 7,724 
Zn 30 2 — 15 9,391 
Ga 31 2 1 [Pa | 6,00 
Ge 32 2 2 |:P, | 7,88 
As 33 2 3 |‘Sus | 9,81 
Se 34 2 4 |23P, | 9,75 
Br 35 2 5 |Pys |11,84 
Kr 36 2 6 |15, |13,996 


Elément 
Rb 37 
Sr 38 
Y 39 
Zr 40 
Nb 41 
Mo 42 
Tec 43 
Ru 44 
Rh 45 
Pd 46 
Ag 47 
Cd 4 
In 4) 
Sn 50 
Sb si 
Te 52 
Li 53 
Xe 54 
Cs 55 
Ba 56 
La 57 
Ce 58 
Pr 59 
Nd 60 
Pm 61 
Sm 62 
Eu 63 
Gd 64 
Tb 65 
Dy 66 
Ho 67 
Er 68 
Tm 6 
Yb 70 
Lu 71 
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Tableau 4 (suite) 


N o P 

ES arqs 42 43 50 31 52 | 60 ot HV 
Configura- | = _ 1 _ _ — |?S;y2 | 4,176 
tion du _ — 2 — — — 15 5,692 
krypton | 1 | — 2 | — | — | — |*Dsn | 6.38 
2 | - 2 — | — | — |°r, | 6,835 

| 4 _ 1 _ — — |‘Din | 6,88 
s _ 1 — _ — [TS 7,131 

| 6 — 1 — — — |Ssus | 7,23 

7 = 1 = _ _ |‘F, 7,36 

| 8 _ 1 _— _ — ‘Fa | 7,46 

| 10 _ _ = _ _— [15 8,33 
Configuration du | — 1 _ — — [Sa | 7,574 
palladium — 2 | — — _ |15 8,991 
_ 2 1 — — | Pra | 5,785 
_ 2 2 _ — |%Pe 7,332 

_— 2 3 = — ‘Pas | 8,64 

= 2 4 _ — |°P, 9,01 

_ 2 s = — | ‘Pays | 10,44 
_ 2 6 _ — |15 12,127 
Les couches 1s — | Les cou- _ 1 | “Sie | 23,893 
à 4d contiennent — | ches 5s et _ 2 |1S 5,810 

46 électrons — | 5p contien- 1 2 |‘Dsla | 5,61 

2 |nent8 _ 2 |°H .| 6,91 

3 | électrons _ 2 14 5,76 

4 _ 2 |°1 6.31 

5 = 2 |‘H _ 

6 _ 2 |°F 5.6 

7 _ 2: | S 5.67 

7 1 2 |D 6,16 

9 _ 2 |‘H 6,74 

10 _ 2 157 6,82 

11 — 2 | _ 

12 _ 2 |°H 6,08 

13 _ 2 |°F 5,81 

14 _ 2 |1$ 62 

14 1 2 |2D,: | 6.15 


5124) MÉCANIQUE QUANTIQUE DE L'ATOME ET SYSTÈME PÉRIODIQUE 


o 
Configuration 

Elément rs po 52 s 3 60 
Hf 72 |Les cou- 2 _ 2 
Ta 73 ches 1s à 3 _ 2 
W 74 Sp con- 4 _— 2 
Re 75 tiennent | 5 _ 2 
Os 76 68 élec- | 6 — 2 
Ir 77 trons 7 — 2 
Pt 78 8 — 1 
Au 79 | Les couches 1s à : 1 
Hg Sd contiennent 78 | — 2 
T1 81 électrons — 2 
Pb _ 2 
Bi 83 _ 2 
Po 2 
At 85 2 
2 


Ra 88 Sd contiennent _ 
Ac 89 78 électrons _ 
Th 9 _ 
Pa 91 2 
Le 92 3 
Np 93 4 
Pu 94 6 
Am 95 7 
Cm 96 7 
Bk 97 8 
cf 98 10 
Es 99 11 
Fm 100 12 
Md 101 13 
(No) 102 14 
Lr 103 14 


6.1 
ép 
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Tableau 4 (suite) 


[4 


75 


| "| ———_ | | ——— | ——— 


DO NDNDDD D D D D D D D D ND D D 


nana a 


D D D D D D D D D D N ND D D D D D 


Ra 86 — 
Fr 87 Les couches 1s à — _ Sa | 3,98 
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Au cours de ces derniers temps le système de Mendéléev se completait 
par des éléments transuraniens à mesure qu'on les découvrait : neptunium 
(Np), plutonium (Pu), americium (Am), curium (Cm), etc. Ces éléments 
forment un groupe présentant de grandes analogies avec le groupe des 
terres rares. Le rôle que joue dans ce dernier groupe le La est assumé 
dans le groupe transuranien par l’actinium (Ac). C’est pourquoi on désigne 
ces éléments sous le nom d’actinides. Les éléments de ce groupe ont des 
couches électroniques externes semblables ct se distinguent entre eux 
surtout par le degré d'occupation de la couche 5f1). 


Le tableau 4 ci-contre pourrait être remplacé par une formule sym- 
bolique caractérisant la répartition des électrons sur les différentes couches 
électroniques des atomes. Pour le lithium cette formule s’écrit (1 s)22s 
et signifie que dans l’atome Li deux électrons se trouvent dans l'état 15 
et la troisième dans l'état 2 s. On a indiqué dans l’avant-dernière colonne 
du tableau 4 le terme fondamental de chaque élément. Rappelons que le 
terme fondamental de l’atome tout entier est désigné par les lettres majus- 
cules S, P, D, F en correspondance avec la valeur du nombre quantique 
L = 0, 1, 2, 3,... déterminant le moment orbital total (cf. $ 65). A droite 
et en bas du symbole on indique la valeur du nombre J caractérisant le 
moment total; à gauche et en haut du symbole on indique la multiplicité 
2S + 1 du terme, S étant le nombre caractérisant le spin résultant de 
l'atome. Pour le lithium le moment orbital des électrons est nul et les 
spins des deux électrons internes se compensent mutuellement. Le niveau 
fondamental de l’atome Li sera donc un doublet ?S,,.. 

Pour le néon, par exemple, la formule s’écrira (1 s)° (25)? (2 pX. Tous 
les spins et les moments orbitaux se compensent mutuellement, de sorte 
que le terme fondamental du néon, ainsi que celui de tous les autres gaz 
rares est 1S,. Dans le cas de l’aluminium nous avons affaire à un électron 
P (3 p) dont les moments orbital et de spin ne sont pas compensés. Son 
terme fondamental sera *P,/, (la formule de structure des couches élec- 
troniques est (1 s)° (2 s)% (2 p}6 (3 s)° 3 p). Il est tout aussi facile de trouver 
les notations de tous les autres éléments. 

Nous voyons que du point de vue de la mécanique atomique la pério- 
dicité des propriétés chimiques découverte par Mendéléev correspond à 
la reproduction de la structure des couches électroniques externes. Ainsi 
les gaz rares Ne, Ar, Kr, Xe, Rn présentent tous la même structure de la 
couche externe comportant 8 électrons. Tous les métaux alcalins pos- 
sèdent un électron de terme s au-dessus de la couche électronique externe 
du gaz rare précédent (terme *S,/2). Les métaux alcalino-terreux ont deux 
électrons au-dessus de la couche électronique des gaz rares (terme 15,). 
Les halogènes F, CI, Br, J ont des couches électroniques externes où il 


1) Pour plus de détails sur la structure des couches électroniques et les termes 
des lanthanides et des actinides, voir E. Hyde et G. Seaborg, The Trans- 
uranium Elements, Berlin-Ouest, 1957; La chimie des isotopes, M., 1948 (en russc). 
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ne manque qu'un seul électron pour arriver à la couche complète des 
gaz rares (terme “P4,.). En ce qui concerne la longueur des périodes, elle 
dépend essentiellement du nombre d’états quantiques contenus dans chacune 
des couches. D’après (50.26) et en remarquant que chaque état peut com- 
porter deux électrons de spins opposés, ce nombre d’états est égal à 2° 
(7 — nombre quantique principal caractérisant la couche électronique 
considérée). De ce fait la longueur des périodes est définie par les nombres 
2, 8, 18, 32,... 

Tout ceci témoigne de ce que la mécanique atomique moderne a lar- 
gement contribué à l’interprétation de l’une des plus remarquables lois 
de la nature — la loi de périodicité des propriétés chimiques des éléments 
due à Mendéléev. 


La fig. 92 représente le tableau périodique des éléments dont la dispo- 
sition a été élaborée par N. Bohr. 


Nous avons déjà noté que la représentation de la fonction d'onde d’un système 
d'électrons sous la forme d’une combinaison antisymétrique des fonctions d'onde 
individuelles des électrons Ywrmm, (4) (124.1) n’est qu'une approximation. L'approxi- 
mation devient tout à fait grossière si les fonctions utilisées sont des fonctions décri- 
vant le mouvement des électrons dans le champ coulombien du noyau et ne tenant 
pas compte des interactions mutuelles des électrons. 

On peut cependant poser la question suivante: comment définir des fonctions 
Yainn, (a) qui soient telles que la fonction décrivant exactement le système élec- 
tronique ® (q1, 4:,..., gx) corresponde le mieux possible au déterminant (124.1). 
La réponse la plus adéquate a été fournie par la méthode de Fock ?). L'idée de cette 
méthode consiste à chercher des fonctions burmm 8 (a) qui minimisent l'énergie totale 
du système 


E= \ D ADdg; de dan, (124.3) 
avec la condition de normation 


(oo, dasee.dan = 1. (124.4) 


On entend ici par À le hamiltonien du système électronique tout entier. Ce problème 
variationnel conduit à un système d'équations non linéaires pour le calcul des fonc- 
tions individuelles Ysimm, (4). La valeur de l'énergie du terme inférieur E, que l'on 
calcule ainsi est la plus exacte de toutes les valeurs compatibles avec la forme (124.1) 
de la fonction. 

Ce même problème variationnel peut être résolu directement par les procédés 
du calcul variationnel (méthode de Ritz). Dans cette méthode on choisit en qualité 
de toute première approximation une certaine classe de fonctions © dépendant des 


1) Voir D. Hartrie, The calculation of atomic structures, N° 9, 1957; 
P. Gombas, Theorie und Lôsungsmethoden der Mekhrteilchen problems der Wel- 
lenmechanik, Bâle, 1950; A. Davydov, Mécanique quantique, M., 1973 (en 
russe). 
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paramètres a, b,... (a, b,... peuvent représenter, par exemple, les rayons des couches 
électroniques). En intégrant on trouve E en fonction de a, b,... 
Des conditions de minimum 


,, — 0 (124.5) 


et de (124.4) on détermine les valeurs des paramètres qui assurent la meilleure approxi- 
mation pour E et ®, compatible avec la classe des fonctions initialement choisies. 
La précision de l’approximation dépend dans une large mesure du choix du type des 
fonctions ® que l’on met en concurrence pour le calcul de première approximation. 
Pratiquement c'est la méthode la plus efficace (voir à ce sujet les livres de Hartrie et 
Gombas cités ci-dessus). 


CHAPITRE XXII 


FORMATION DES MOLÉCULES 


& 125. Molécule d’hydrogène 


Nous nous proposons maintenant d’appliquer les conditions de la 
mécanique quantique à la molécule d'hydrogène H.. 

La liaison de la molécule H, est typiquement homopolaire: aussi 
l'étude de ce cas particulièrement simple d'une molécule homopolaire 
pourrait nous aider à élucider la nature des forces de liaison caractéris- 
tiques des liaisons de valence homopolaires. Pour calculer les forces d’in- 
teraction mutuelle de deux atomes d'hydrogène on doit déterminer la 
variation de l'énergie potentielle U(R) en fonction de la distance R à 
laquelle se trouvent les noyaux atomiques. U (R) comporte deux parties: 


l'énergie coulombienne d'interactions mutuelles des noyaux Ts et l'énergie 


E des électrons, qui dépendant elle aussi de la distance R fait partie de 
l'énergie potentielle d'interaction des deux atomes. Nous pouvons donc 
écrire que l'énergie qui nous intéresse U(R) est égale à: 


U(R) = . + E(R). (125.1) 


Le problème se ramène donc au calcul de l’énergie des électrons E (R). 
Il est évident que lorsque la distance de séparation des atomes R est 
grande on peut négliger l’influence que peut exercer un atome sur le mou- 
vement de l’électron du second atome; aussi pour R —> « l'énergie des 
électrons est tout simplement égale à la somme des énergies des électrons 
dans chacun des atomes. 

Dans ce qui suit nous chercherons surtout à déterminer l’état éner- 
gétique le plus bas de la molécule d'hydrogène. En conséquence lorsqu'on 
écarte à une distance infinie les deux atomes H nous obtenons deux ato- 
mes à l’état normal. Désignons par E, l’énergie de l’atome H à l’état nor- 
mal (E, = 13,595 eV). Donc pour les grandes valeurs de R l'énergie de 
l’état de la molécule qui nous intéresse est égale à 2E,. Nous poserons en 
conséquence 


E(R)=2E+et(R). (125.2) 


Il est facile de voir que e (R) doit représenter la variation de l’énergie des 
électrons lorsqu’on diminue R. C’est cette quantité que nous devons calculer. 
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L'énergie électronique totale ÆE(R) se laisse déterminer à partir de 
l'équation de Schrôdinger comme étant la valeur propre de l’opérateur 
de Hamilton de notre système électronique. L’opérateur de Hamilton 
est facile à écrire, c’est: 

Hs RU ne (Ds 

r 
Dans cette expression, en plus des opérateurs de l'énergie cinétique des 
deux électrons figurent: a) l’énergie potentielle du premier électron {1) 


et du premier noyau atomique Æ 2}; b) l'énergie potentielle du second 
al 

électron (2) et du second noyau = ni c) l'énergie potentielle du premier 

électron (1) et du second noyau a =) d) l’énergie potentielle du 


second électron et du premier noyau |— — | et enfin e) l’énergie d’inter- 
las 


action mutuelle des deux électrons | } La fig. 93 précise les nota- 


tions utilisées ici pour désigner 
les distances ray, fins Fbes l'as li 

En désignant la fonction 
d'onde de notre système élec- 
tronique par 


® [CR F2), 


l'équation de Schrôdinger que 
l’on utilise pour le calcul de ® 
et de E sera de la forme 


H(ryre) D = ED, (125.4) 
À étant défini par (125.3). 


On ne peut résoudre l’équa- 
tion (125.4) qu’en approximation. 


Nous utiliserons ici une méthode nds ah 
qui, n'étant pas bien précise, pig, 93. Schéma des interactions dans la 
présente l’avantage d’être simple molécule H,. 


et de plus est très proche de la Les lignes en trait plein relient catro elles lee particales 
méthode que l’on a utilisée au  ÉnS U Le fonts oieié rolent ler 


Le Po le problème:de. :Perténies iso cts où Sans l'appronimatie à rare 


Dans cette méthode on utilise en qualité d’approximation initiale 
pour les fonctions d’onde les fonctions d’onde des atomes H isolés (sans 


interaction mutuelle). Autrement dit la toute première approximation 
consiste à prendre la solution qui correspond à deux atomes H se trou- 
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vant à grande distance l’un de l'autre (R > «). L'énergie du système 
est donc égale à 2E,. Nous pouvons considérer que la distance de sépa- 
ration R est grande tant que la variation de l'énergie des électrons accom- 
pagnant le rapprochement des atomes reste petite devant la différence 
d'énergie du niveau inféricur (2E,) et le niveau supérieur le plus proche 
(E + E;): 


le CR) 1(E — Eo) |. (125.5) 


Cette dernière quantité vaut 10,15 eV. A ces distances de séparation des 
atomes nous pouvons considérer que la quantité e(R) ne représente qu’un 
terme de correction à l’énergie du système d’atomes libres de toute inter- 
action mutuelle (2F,), et la fonction d'onde du système électronique, 
comme une fonction peu différente de celle de deux atomes H isolés. 

Pour effectuer le calcul dans le cas où les atomes se trouvent d’abord 
à grande distance l’un de l’autre. nous devons analyser de plus près le 
hamiltonien de notre système (125.3). Désignons par Aa(l) la partie 
du hamiltonien À (125.3) 


LS 
Bal) = — vi (125.6) 
et par He(2) l’autre partie 
MODES. (125.7) 
2u los 


Il est clair que le hamiltonien H(1) correspond au mouvement du pre- 
mier électron (1) autour du noyau (a) et que Ao(2) est le hamiltonien 
décrivant le mouvement du second électron autour du noyau (b). On 
écrira le hamiltonien complet H sous la forme 


À = al) + A2) + W(L, 2), (125.3) 
avec 
Wie Eee (125.8) 
las roi lis 


Considérons d’abord le cas où la distance R est grande. Supposons 
que le premier électron se trouve dans l'atome (a) (à proximité du noyau 
a) et le second électron dans l'atome (b) (à proximité du noyau b). On 
peut alors négliger la quantité W (1, 2), puisqu'elle représente la somme 
de l’énergie d'interaction du second électron avec le noyau (a), de l'énergie 
d'interaction du premier électron avec le noyau (b) et enfin de l'énergie 
d'interaction mutuelle des deux électrons. Tant que les atomes se trou- 
vent à grande distance l’un de l’autre ces trois énergies sont petites. Nous 
pouvons donc, dans une certaine approximation, négliger dans (125.4) 
la quantité W(1, 2), de sorte que (125.4) s'écrit 


[Aa (1) + 5 (219 = ET. (125.9) 
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Cette équation décrit deux atomes H libres de toute interaction mutuelle, 
étant bien entendu que l’électron (1) se trouve dans l’atome (a), et l'élec- 
tron (2) dans l’atome (b). On peut écrire aussitôt la solution de cette 
équation. Cette solution est le produit des fonctions d’onde caractérisant 
l’état normal de l’atome d’hydrogène. En effet soient a (rar) la fonction 
d'onde de l’atome d’hydrogène (a) pris à l'état normal et d(rs2) la fonction 
d'onde de l’atome (b) pris à l’état normal; d’après (125.6) et (125.7) on 
aura alors 


Ha (1) Ya (ra) = EoŸa (ra), (125.10) 

Ho (2) Yo (ru) = EoŸo (ve). (125.107) 
En qualité de solution de l’équation (125.9) nous pouvons prendre 

1 (rss T2) = Ya (ax) Yo (rd2). (25.11) 


L'énergie correspondante E sera égale à 2E,. 

S'il n’y avait pas de dégénérescence la solution (125.11) pourrait être 
adoptée en qualité de toute première approximation. Cependant dans le 
cas considéré on se trouve en présence d’une dégénérescence d’échange. 
Il est facile de voir qu’en plus de la solution 4, (125.11) on peut envisager 
une autre solution encore correspondant à une situation où le premier 
atome (a) renferme l’électron (2) et le second atome (b) renferme l’électron 
(1). Pour mettre en évidence cette deuxième solution décomposons le hamil- 
tonien (125.3) de la façon suivante: 


: À = Ha (2) + H()+W€, 1), (125.3) 
où 
HOje re Vie, (125.6’) 
24 az 
A) A ae (125.7) 
2u rb1 


sont les hamiltoniens caractérisant les atomes d'hydrogène pour le cas 
où l'atome (a) s’est emparé de l’électron (2) et l’atome (b) de l’électron 
(1). Nous avons d’autre part 


Eds Seed, (125.8) 


Foi LA ris 


W (2, 1) décrivant l'interaction mutuelle des électrons et l'interaction 
d'électrons et de noyaux appartenant à des atomes différents. Lorsque 
la distance de séparation des atomes (a) et (b) est suffisamment grande, 
nous pouvons négliger cette quantité et simplifier ainsi l'équation (125.4) 

LA (2) + or (1)] D = ED. (125.9) 
Tout comme l'équation (125.9) nous avons affaire ici à l'équation décri- 
vant deux atomes H libres de toute interaction mutuelle et qui a pour 


solution 
Ye (rs re) = Ya (ras) Ve (ra), (125.11) 
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Cette dernière solution ne diffère de (125.11) que par une permutation 
(échange) d'électrons. Il est évident que l'énergie E correspondant à 
cette solution vaut toujours 2£,. Nous voyons donc que pour les grandes 
valeurs de R l’équation (125.4) a deux solutions (125.11) et (125.11°) cor- 
respondant à l’énergie 2E,. Ces deux solutions sont illustrées par le schéma 
de la fig. 93. Si on tient compte de l'interaction mutuelle des atomes 
W(1, 2) et W(2, 1) la solution ® ne coïncidera évidemment plus ni avec 
YA ni avec ‘, mais la toute première approximation de ® sera la com- 
binaison linéaire de 4, et de %:, comme c'est usuel dans l’état de dégé- 
nérescence. Nous poserons 


Dci + Ce Ya + p (125.12) 


où c, et c, sont des coefficients dont le calcul reste à faire et ® une petite 
correction à l’approximation d'ordre zéro (la correction ® est petite 
tant que la distance R est grande). 

Considérant © comme une correction petite, nous négligerons les 
produits W(1, 2)», W(2, 1)®, ep, puisqu’aussi bien W que £ sont eux- 
mêmes considérés comme petits. En portant (125.12) dans (125.4) et en 
utilisant la notation (125.2) on obtient 


a Ad + Ce À Ye DE 49 — 
= 2E, (ci + CoŸe) + € (cdi + Co) + (2E5 + E)p. (125.13) 


Conformément à (125.3’) et (125.37) nous subdiviserons cette expression 
en plusieurs parties: 


Ca La (1) + Bo (2) + W(1, 2)]ÿa + ce [Aa (2) + À (1) + W (2, DIbe + 
+ La (1) + 4 Q)le + W(1, 2) = 
= 2E (ci + Cobo) + © (c1Ÿa + CoŸa) + (2Eo +E)?. (125.14) 


Profitant de ce que Ÿ, et Y, sont des solutions des équations (125.9) et 
(125.9’) avec E = 2E, et en négligeant les produits Wo et sp, on obtient 


La (1) + À Cle — 2E0? = 
=E—-W(,2)] ci + le—W(2, Dicshe (125.15) 


Cette équation non homogène sert au calcul des corrections à apporter 
à la fonction d’onde Ÿ et à la valeur propre £; nous n’avons cependant 
pas encore déterminé les coefficients c, et c: figurant dans le second 
membre de (125.15). 

Pour effectuer ce calcul remarquons tout d’abord que si le deuxième 
membre de (125.15) était égal à zéro, nous aurions pour æ une équation 
homogène coïncidant avec (125.9), ayant pour solution d,. Conformé- 
ment à un théorème mathématique bien connu, toute équation non homo- 
gène ne peut avoir une solution que si son second membre est orthogonal 
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par rapport à la solution de l’équation homogène. Cela signifie que l’on 
doit avoir l'égalité suivante: 


( {E—W(L Da + le— W(2, DIceŸe} ados due = 0, (125.16) 


où du, = dx: dy; d:;, dv, = dx2 dy: dz,. Nous disposons ainsi d’une équation 
pour le calcul de c; et de c2. Il est facile de trouver une seconde équation. 
Il suffit pour cela de représenter le terme Ho figurant dans (125.13) sous 
la forme suivante: 


9 = [a 2) + (De +W(2, Do. 


Si nous négligeons encore une fois Wo qui est une quantité de deuxième 
ordre de petitesse, nous aurons au lieu de (125.15) 


{Ha (2) + o(D]o —2E9 = [—W(1,2)]cu + fe —W(, DlcsŸe. 
(125.15°) 

Le premier membre est identique à l'équation (125.9”) qui a pour solution 

d.. À nouveau le deuxième membre de l’équation non homogène en 


doit être orthogonal par rapport à la solution %. de l’équation homo- 
gènc. C'est ce qui nous donne la seconde équation requise 


(te — WG Dia + Ee—W( Dicate} bed due 0. (125.16) 
Pour simplifier l'écriture nous adopterons les notations suivantes: 


K=(w«,2 di da do, ns LAC 1) Ve Ve dy dos (125.17) 
A = \ W (1, 2) La à dns dos =(we, 1) 1 Ve dr ds (125.18) 


L'égalité des intégrales ci-dessus résulte de ce que W(1, 2) = P,;°.W (2, 1) 
et Ua = Pis VW, de sorte que les intégrales ne diffèrent que par les nota- 
tions utilisées pour désigner les variables d’intégration; par suite les inté- 
grales sont égales. Comme les fonctions Ÿ, et %, ne sont pas orthogonales 
entre elles, nous introduisons une troisième intégrale 1): 


S° = ( d Vo dv, dv. (125.19) 

Avec ces notations on écrira (125.16) et (125.16) sous la forme 
(= — K) ©, + (ES* — 4) c: = 0. (125.20) 
(ES? — A)c, + (© — K) ce = 0. (125.20') 


1) d, et Ÿ, ne sont orthogonales que pour R = ©. Pour R=0, S = 1. Par 
conséquent la théorie que nous exposons n'est pas la théorie de perturbation rigou- 
reuse où on présuppose l'orthogonalité des solutions initiales non perturbées. 
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On en tire d’abord l'équation de =: 
( — KŸ — (£S° — A} = 0. (125.21) 


Cette équation a deux racines 


K— A 
ES =, S 99 
He. : (125.22) 
K+A 
e = ——. 25.22° 
Tire er 


En portant ces valeurs dans (125.20) nous trouvons deux systèmes de 
solutions pour c, et «2. Pour & = 


= — C2 (125.23) 
et pour € — £» 
= Ce (125.23') 
Nous écrirons en conséquence nos solutions comme suit 
EL =2E) IE . Da hd (125.24) 
(c'est la solution antisymétrique) et 
ÉD TS , D h+ ve (125.24") 


(c'est la solution symétrique). 

Examinons de plus près les valeurs des corrections à apporter à l’éner- 
gie que nous venons d’obtenir. Nous écrirons pour cela les expressions 
développées des intégrales (125.17) et (125.18). En portant dans (125.17) 
l'expression (125.8) de W(1,2) et l'expression (125.11) de ‘%,, nous 
obtenons !) 


= \ a L-<+ a LE (ra) Ÿ5 (ds) dus dus, 


az roi ris 


e 
° 


e? : 
comme le terme — ne renferme pas de coordonnées du second électron 
Frb1 


ne renferme pas celles du premier, et comme par suite 


C 


€ 


et le terme 
Faz 
de la normation on a 


\ 98 (oz) dus = 1. \ dE (ra) 4 = 1, 


1) En substituant les expressions (125.8’) pour (2, 1) et (125.11) pour #;, 
le lecteur pourra se rendre compte de lui-même que les intégrales figurant dans (125.7) 
sont effectivement égales. 
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on peut désigner par po (2) — —e%£ (r»2) la densité moyenne de charge 
électrique créée par l’électron (2) dans l’atome (b) et par pa (1) — —e£ (ra) 
la densité moyenne de charge électrique créée par l’électron (1) dans l’atome 
(a); nous pouvons maintenant exprimer K sous la forme 


K= \ © op (2) des + [ga (D du +022 dus des. (125.25) 
las rn Let] 


La première intégrale représente l'énergie potentielle moyenne de l'électron 
(2) appartenant à l’atome (b) et soumis à l’action du champ du noyau 
(a); la deuxième intégrale représente de même l’énergie potentielle moyenne 
du premier électron (1) de l’atome (a) soumis à l’action du champ créé 
par le noyau (b); enfin la troisième intégrale représente l'énergie poten- 
tielle moyenne des électrons (1) et (2) se trouvant dans leurs atomes. X 
représente donc la valeur moyenne de l'énergie d'interaction électrostatique 
mutuelle des atomes, moins l'énergie d'interaction mutuelle des noyaux 
dont nous avons déjà tenu compte (cf. (125.1)). 

L'intégrale (125.18) représente l’énergie d'échange. En portant dans 
(125.18) les expressions de W/(1, 2), de %, et de 4. nous obtenons 


A = \ [= Pere =] Ya (ra1) Do(ros) Valras) Voro)dv, dus. 
la: ro ris 
En utilisant les notations de la densité d'échange que nous avons uti- 
lisées dans l'étude de l'atome He, soit 


Pao(1) = — ea (ras) Yolres). 
Pab(2) Ego e La (ra2) Do (rba). 
nous écrirons À sous la forme 


= (de, + 


rb1 ° 


À =s(= Par (2) da + s( 
Fa2 


+ ( Pad (D Par) pe hs (125.26) 
Ps 

le dernier terme représentant l'énergie d'échange des électrons est exacte- 
ment de la même forme que celle que nous avons trouvée dans le cas de 
l'atome He. La différence réside en ce que dans le cas de l’atome He il 
s'agissait de l’échange d'électrons dont la différence d’états était due à 
une différence d'énergie, tandis que dans le cas présent les états 4 et 
Vo diffèrent par la position des électrons auprès de l’atome (a) ou auprès 
de l’atome (b). L'échange d’électrons s'est produit entre les atomes (a) 
et (b). 

Les deux premiers termes représentent les corrections à l'énergie 
d’échange résultant de la non-orthogonalité des fonctions d'onde 


S= \ Valras) Sofro) de, = Va (ra2) Yo (rbe) do. (125.19') 
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Pour R -> æ du fait de la décroissance exponentielle des fonctions d’onde 
Ga et de, à mesure de leur éloignement des noyaux (a) et (b), leur recou- 
vrement mutuel devient tellement faible (Ye n’est différent de zéro qu’à 
proximité du noyau (a), et 4 ne l’est qu’à proximité du noyau (b)) que 
S est tellement petit qu’il tend vers zéro. Par contre pour R = O0 les 
noyaux (a) et (b) se recouvrent entièrement, et 4 et 4» sont alors les 
fonctions d’onde d’un seul et même atome d’hydrogène. En raison de la 
normation adoptée pour d, et %» pour R = 0. S devient égal à 1. Par 
conséquent 

OSS<I. (125.27) 


S* défini par (125.19) est compris entre les mêmes limites. Nous voyons 
que les formules (125.24) et (125.24) que nous venons d'établir pour l’éner- 
gic de deux atomes d’hydrogène coïncident par leur sens physique avec 
les formules (122.21) et (122.22) définisssant l'énergie de l’atome He; 
en effet dans les deux cas les corrections comportent une énergie d’inter- 
action coulombienne X et une énergie d'échange 4. La différence entre 
les deux cas provient seulement de la non-orthogonalité des fonctions 
d'onde (termes en S et en S2). Nous pouvons écrire maintenant la for- 
mule de l'énergie U(R) de deux atomes d’hydrogène aussi bien pour l’état 
antisymétrique Ÿ que pour l’état symétrique ®.. 
D'après (125.1). (125.2). (125.4) et (125.4) nous avons 


2 K— A 

Deer s 
a —= DR Mes re 
e K + A 


U=2E FF. 4 ri 
Nous pouvons mettre ces one sous es forme 


Ua = 2E, +($+4—4+ 5 4 (125.28) 
VSD, +{S+4]+4- PR ue <. (125.28’) 


Les termes — -- K représentent l'énergie coulombienne moyenne de 


deux atomes d'hydrogène se trouvant à une distance R l’un de l’autre; 
A représente l'énergie d’échange. Le dernier terme en S° comporte les 
corrections de non-orthogonalité des fonctions d’onde que nous avons 
utilisées pour la toute première approximation. 

A l’aide des formules (125.25) et (125.26) nous pouvons calculer aussi 
bien l'énergie coulombienne que l'énergie d’échange. T1 suffit pour cela 
de substituer dans ces intégrales l’expression de la fonction d’onde de 
l’hydrogène à l’état normal. Cette fonction est tout simplement la fonction 
exponentielle 

Lé 


a (125.29) 


Ur) = 2 € 
4 ze 
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où r désigne la distance entre le nôyau et l’électron, et a le rayon de la 
première orbite de Bohr. Pour en tirer les fonctions Sa(rar.), Yoro2), etc. 
on n'a qu'à remplacer dans (125.29) r par ra OU Fos, etc., puisque ces 
quantités représentent précisément la distance de l’un des électrons jusqu’à 
l'un des noyaux (cf. fig. 93). 

Nous ne nous attarderons pas au calcul de ces intégrales, mais nous 
remarquerons que les intégrales K et À renferment des fonctions d’onde 
relatives à des atomes différents (par exemple, a (rai) et Up (ro) et chacune 
de ces fonctions décroît selon une loi exponentielle à mesure que ra et 
rs. augmentent). De ce fait les intégrales K et À ne sont différentes de 
zéro que dans la mesure où les fonctions d’onde et donc les couches 
électroniques des atomes se recouvrent mutuellement. 

Le résultat en est que les deux intégrales décroissent comme e-2Æa 
lorsque la distance R entre les atomes augmente. La fig. 94 représente la 
variation avec la distance de séparation R des atomes de l'énergie mutuelle 
des atomes U(R) et U.(R). que l’on a déduit du calcul de l’énergie cou- 
lombienne K et de l'énergie d'échange 4 ?). La valeur de 2E, a été choisie 
pour origine des énergies. La distance R est mesurée en unités du rayon 
de Bohr, de sorte qu'en abscisses on a non pas R mais RJa. La figure 
montre que pour l’état antisymétri- 
que (Do) l'énergie UQ(R) correspond 
à la répulsion des atomes d’hydro- 
gène, ce qui exclut la possibilité de 
formation d'une molécule H,. Par 
contre pour l'état symétrique ®, 
l'énergie U,(R) présente un minimum 
pour R,= l,4-a— 0,74-10"8 cm, 
de sorte que les atomes d’hydro- 
gène auront tendance à rester à la 
distance R, l’un de l’autre. Cela 
signifie que dans l’état symétrique 
il se forme une molécule H, stable. 
Maintenant nous allons relier ces 
deux sortes d’états aux orientations 
des spins des électrons. Si on se 
rappelle les résultats que nous avons Fig. 94. Energie d'interaction mutuelle 
obtenus pour l’atome He ($ 122), de deux atomes d'hydrogène pour les 
c’est facile à faire. Les fonctions états triplet (2) et singlet (E). 
d'onde que nous avons déterminées Dans ce dernier état apparait une molécule He 
pour la molécule H, ne dépendent 
que des coordonnées r, et r, des centres de masse des électrons. 
La fonction d’onde générale Ÿ doit dépendre en outre des spins électro- 
niques 51 et 5 Comme nous avons négligé l'interaction spino-orbitale 


1) Pour le calcul des intégrales K et 4 voir J. Slater, Electronic Structure 
of Molecules, N.Y., 1963, chap. 3. 
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ainsi que l'interaction mutuclle des spins, la fonction d'onde 'E sera égale 
au produit de la fonction ® des coordonnées des centres de masse des 
électrons par la fonction S des spins sA et s:». Puisque les électrons sont 
soumis au principe de Pauli, la fonction d’onde 4 doit être antisymétrique 
par rapport à la permutation des électrons. De même que dans le cas 
de l’atome He nous avons deux fonctions ® des coordonnées: la fonction 
symétrique ®, et la fonction antisymétrique Qu. 

Pour que la fonction Ÿ soit antisymétrique dans les deux cas il faut 
que pour ® = ®, la fonction de spin S'(s2, s::) soit antisymétrique par 
rapport au spin (S — Sa). Si par contre la fonction ® est antisymétrique 
D — ®, la fonction de spin doit être symétrique (S =: S,). 11 est évident 
que les fonctions de spin S4 et S, sont exactement les mêmes que celles 
que nous avons déterminées au $ 122. La fonction S, caractérise un état 
à spins antiparallèles (cf. $ 122). Ainsi l'état D, avec une énergie U,(R) 
est un état singlet (spins orientés en sens opposés). Pour les molécules 
on utilise la notation ?Ÿ pour désigner cet état singlet. L'état da avec 
l'énergie Ua(R) est par contre un état triplet (à spins parallèles) que l'on 
désigne par le symbole ©. 

Le résultat qu'illustrent les courbes de U, et U, de la fig. 94 peut 
être formulé comme suit: deux atomes d'hydrogène dont les électrons 
ont des spins orientés en sens opposés (état !Ÿ) s’attirent mutuellement 
pour former une molécule. Deux atomes d'hydrogène dont les électrons 
ont des spins parallèles (état 3Z) se repoussent mutuellement. 

Les effets d'attraction ou de répulsion mutuelle d'atomes d’hydro- 
gène dépendent du signe de l'énergie d'échange À (puisque les signes 
des énergies Ua et U; dépendent du signe de 4). Il s'ensuit que la forma- 
tion d’une molécule homopolaire H, est déterminée par les forces d'échange, 
et c'est ce qui explique pourquoi ni la théorie classique ni la théorie 
quantique de Bohr n'avaient réussi à établir la théorie de la liaison homo- 
polaire. Nous allons examiner quelques aspects particuliers de lénergie 
potentielle U;(R) de la molécule H.. Sur la fig. 94 la courbe U{R) est 
représentée séparément de la courbe de l'état triplet UQ(R). Connaissant 
la forme analytique de U,(R) nous pouvons déterminer la position du 
point d'équilibre (le point R = R,) à partir de l'équation 


USA) LG (125.30) 
AR 


Le développement en série de U,(R) suivant les puissances des écarts 
(R— R;) par ju à la position d'équilibre donne 


Us(R) = Us(Rs) + + le (R+ Rÿ° + 
I BU, 
+ a MR RE... (12531) 


Ce développement est valable pour des écarts (R— R,) faibles. Si la 
précision obtenue en ne prenant que le terme en (R — R,)° du développe- 
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ment pouvait suffire, nous nous serions trouvés en présence d'un oscilla- 
teur harmonique. On peut calculer la fréquence de cet oscillateur par le 
procédé suivant. L'énergie potentielle d'un oscillateur de masse et de 
fréquence «w, oscillant autour de son point d'équilibre R, est égale à 
2 
U(R) = const + eu (R— Ro}. 


En identifiant cette expression avec (125.31) nous trouvons 


LoË = Ê _ k (125.32) 


Oo —= | LL ŒUr s 

& | dR° JR 
Remarquons que puisqu'il s'agit dans notre problème du mouvement 
relatif de deux noyaux, on doit entendre par w la masse réduite des deux 


atomes hydrogènes; en désignant par m;, la masse de l'atome d’hydro- 
gène on aura 


et on en tire 


(125.33) 


A Faide de (125.32) nous pouvons calculer la fréquence «, des oscilla- 
: : : : di : 
teurs moléculaires en déterminant la courbure a au point R, de la 


courbe U,(R). Le troisième terme du développement (125.31) exprime 
la correction au défaut d'harmonicité. 

Pour de grandes valeurs de lénergie d'oscillation le rôle de cette 
correction ira en croissant. Si l'énergie d'oscillation £Æ devenait plus grande 
que l'énergie U,(R) à l'infini (sur la fig. 94 on a posé U,(c) — 0, de sorte 
qu'il s'agit de valeurs E > 0), la molécule cesserait d’osciller et se disso- 
cierait. L'énergie de dissociation D serait égale selon la mécanique plastique 
à — UAR;). 

Pour arriver à une valeur correcte de l'énergie de dissociation de la 
molécule. on doit tenir compte de ce que même se trouvant dans son 
état énergétique le plus bas, la molécule possède encore au zéro absolu 
une énergie d’oscillation e qui est positive (cf. fig. 94). On doit donc 
déduire cette quantité de la valeur de l'énergie. 

L'énergie D \aut donc 


on arrive à calculer ainsi l’énergie de dissociation. 
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Les calculs que nous avons effectués permettent donc de déterminer: 
1) la position d'équilibre R,, 2) la fréquence des oscillations moléculaires, 
3) l’énergie de dissociation D de la molécule H,. On connaît les valeurs 
expérimentales de toutes ces quantités. R, figure dans la formule du 
moment d'inertie de la molécule 7 — u RÈ que l’on peut déterminer à 
partir des données spectroscopiques par la formule de Delandre (cf. (54.20)). 
Les données spectroscopiques permettent de déterminer aussi la fréquence 
oscillatoire w,. La valeur du travail de dissociation peut être déterminée 
aussi bien par des procédés chimiques que par des procédés optiques. 
Nous avons consigné dans le tableau 5 les résultats des calculs de Hil- 
leraas 1) et des données expérimentales. On constate un excellent accord 
de ces résultats qui apparaît d'autant plus remarquable si on remarque 


Tableau 5 
Données théoriques Données expérimentales 
R, = 0,735-10® cm 0,753-10"% cm 
&Q = 4280 cm”! 4390 cm”! 


D = 4,37 eV 4,38 eV 


que les quantités R, et «, dépendent fortement de la forme de la courbe 
U;(R). Remarquons encore que la précision atteinte dans les calculs de 
Hilleraas peut être encore améliorée. Le calcul théorique de la molécule 
H; basé sur le fait que cette molécule est constituée de deux protons et 
de deux électrons et ne faisant intervenir aucune constante arbitraire, 
constitua l’un des plus grands succès remporté par la mécanique quantique. 


$ 126. De la nature des forces de liaison 
chimiques 
On distingue en chimie deux sortes de liaisons assurant la formation 
de molécules: les liaisons ioniques (hétéropolaires) et les liaisons homo- 
polaires. On se trouve en présence de liaisons ioniques chaque fois que 
l'on peut considérer la molécule comme une formation des ions positifs 
et négatifs (NaCI, par exemple). Lorsqu'il est impossible de subdiviser 
une molécule en ions on a affaire à une liaison homopolaire. Un exemple 
typique d’une liaison homopolaire est fourni par les molécules formées 
d’atomes identiques (H:, par exemple). 
L'élaboration de la théorie des liaisons ioniques a commencé avant 
que se développe la mécanique quantique. L’idée de base concernant la 


1) On trouve les résultats d’autres calculs dans J. Slater, Ælectronic Structure 
of Molecules, N.Y., 1963. 
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nature des liaisons ioniques (de la valence) est la suivante: la valence 
hétéropolaire d’un élément est déterminée tout simplement par le nombre 
d'électrons dont il faut démunir un élément électropositif ou qu'il faut 
attacher à un élément électronégatif pour obtenir des ions ayant la même 
configuration électronique que celle du gaz rare le plus proche. Ainsi 
on doit enlever à l'atome Na un électron pour obtenir la couche électro- 
nique de Ne. A l’atome Cl on doit ajouter un électron pour arriver à la 
configuration électronique de Ar. Ainsi Na+ et CI” sont pour ainsi dire 
des atomes de gaz rares portant des charges électriques. 

Dans ces conditions le rôle fondamental dans la formation d'une 
liaison ionique revient à l’attraction coulombienne des ions de charges 
contraires, puisque les couches électroniques des gaz rares sont chimi- 
quement inertes. Il est cependant bien connu que l’action des seules 
forces électrostatiques ne peut assurer l’établissement d’un équilibre stable. 
Par conséquent on doit faire intervenir, en plus de l’attraction coulom- 


. ee A . . ,» . . 
bienne— 7 des charges ioniques, une certaine force de répulsion active 


aux faibles distances. La théorie classique ne pouvait arriver à calculer 
ces formes de répulsion, mais leur introduction paraissait a priori justi- 
fiée, puisque les atomes de gaz inertes se repoussent mutuellement lorsqu'ils 


se trouvent à petite distance l’un de l'autre. On avait posé que ces forces 
œ 


de répulsion étaient de la forme pere »où æ« et m sont des constantes 


empiriques. De ce fait l’énergie potentielle totale de deux ions était de 
la forme ?) 

DOS. (126.1) 

r ra 

Les considérations de cette sorte permettaient d’aborder le problème 
des liaisons hétéropolaires, mais étaient impuissantes à élucider la nature 
des liaisons homopolaires. Aucune des tentatives entreprises pour calculer 
la molécule H, n'avait fourni de résultats satisfaisants. La raison de cet 
échec apparaît clairement de la théorie quantique de la molécule H, exposée 
ci-dessus. 

Dans la formation de la molécule H, le rôle principal revient aux 
forces d'échange dont l'existence résulte du caractère même de la méca- 
nique quantique. L'apparition de ces forces n’exige pas l'intervention 
d’un nouveau type d'interaction des particules puisqu'elles dérivent de 
la même interaction coulombienne des électrons dans la molécule H.. 
Nous avons montré en outre que l’établissement d’une théorie correcte 
de la molécule H, implique la mise en œuvre du principe de Pauli, c'est-à- 
dire du principe d’indiscernabilité des particules. Tant que ces aspects 
du problème étaient inconnus il était impossible de résoudre le problème 


1) La mécanique quantique définit une autre expression des forces de répulsion 
qui cadre mieux avec l'expérience. 
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de la structure même des molécules les plus simples ct il a fallu attendre 
le développement de la mécanique quantique. 

La résolution du problème de la molècule H, par les procédés de la 
mécanique quantique a constitué le point de départ d'une théorie quan- 
tique de la valence homopolaire. 11 nous est impossible ici de traiter en 
détail cette question et on doit se contenter de quelques remarques. Pour 
la molécule H, nous avons obtenu deux états, l'un à spin parallèle et un 
autre à spins antiparallèles. La fig. 95 représente la répartition de la den- 
sité £ de charge électrique pour ces deux états. La densité de charge en 
un point r se laisse calculer à partir de la fonction d'onde O(r,. r,) à l’aide 
de la formule 


p(r) = — 2e \ CICR (126.2) 


Dans le cas de spins parallèles ® — ®,. Au point r-r la fonction 
®; = 0 (plan nodal). De ce fait la densité 6 passe par un minimum situé 
entre les atomes (fig. 95, a). Par contre dans l'état à spins antiparallèles 
® = ®, il n’y a plus de plan nodal et les densités de charge des deux 
atomes sont pour ainsi dire confondues (fig. 95, b). Le fusionnement des 


a) b) 


Fig. 95. Répartition de la densité de charge dans deux atomes H(?Ÿ) se repoussant 
mutuellement (a) et répartition de la densité de charge dans la molécule H.(‘©) (6). 


densités (formation de la liaison homopolaire) est symbolisé par le trait 
de valence H—H. L’approximation d’un minimum de densité signifie 
qu’il n'y a pas de liaison homopolaire. 

On démontre que les forces de la liaison homopolaire manifestent 
la propriété de saturation qui est caractéristique des forces de valence. 
Il est facile de voir que l’adjonction à la molécule H, d’un troisième atome 
H ne peut donner lieu à l’apparition de forces d'échange entre les électrons 
de la molécule et l'électron du troisième atome. Désignons par ®, (r,, 
Te) Sa (51, 52) la fonction d'onde des électrons de la molécule (des ato- 
mes a et b) et par %e(rs) Sie (53) la fonction d'onde du troisième atome c. 
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Posons que le spin du troisième électron est orienté le long de OZ. (On 
peut tout aussi bien prendre l'orientation inverse.) Ce qui importe c'est 
que le spin du troisième électron est orienté en sens inverse de celui du 
spin de l'un des électrons de la molécule. Pour obtenir la fonction de 
tout le système on doit former à l'aide de ®, Sa et %S,7, une fonction 
antisymétrique par rapport aux particules (prise en compte du principe 
de Pauli). La seule fonction que l’on peut bâtir à partir de ®, S4 et de Siye 
est la fonction antisymétrique 


(() (ri ra LES DE So. 53) SS [®, (n. r.) PA LA) Sa (52e 52) Sie (53) + 


+ Der rs) Vers) Sa (51 53) Sie (S1pe) + 
+ Pire ra) Ve (F1) Sa (Sa 53) Sipe (51)]. (126.3) 
D'après (121.13) les fonctions Sa (s,s.) sont de la forme 


= {S112 (51) S_ 150 (52) — Sie (Se) S_ae (S1)}. 


Compte tenu de l'orthogonalité et de la normation des fonctions de spin 
Sa (s) {e = + — ] (cf. (60.7)), il est facile de se rendre compte de ce que 


les trois fonctions de spin figurant dans la superposition (126.3) sont 
orthogonales entre elles. Par conséquent si nous prenons |! ® |? et en déter- 


. h : : 
minons la somme pour toutes les valeurs + _ des trois spins, nous 


obtenons la probabilité w (r;,r2.r.) de présence des électrons à proximité 
des points Fr}. Fr» F3: 


WP Fo le) = > IDE — 


4 
DOTE 3 
+ Dr) bc) + Dre ra) 1 Wen) EL (126.4) 


Avec les notations utilisées dans le paragraphe précédent la densité de 
charge de l'électron appartenant à l'atome a sera £a, celle de l'atome appar- 
tenant à l'atome b sera p, et pour le troisième on aura p,: nous dési- 
gnerons par Pas la densité d'échange. Utilisant alors les expressions (125.24”), 
(125.11), (125.11”) de ®, nous pouvons écrire la probabilité d'occurrence 
de la configuration électronique que nous venons d'obtenir sous la forme 


LD trinr) ET oc (rs) + 


W (Piles F3) = = {Léa (1) po (re) + 2 Bab (3) Sad (F2) + 
+ Ba (F2) 80 (r1)] 8e (ra) + Léa (71) 89 (ra) + 
+2 Pab (71) Pab (F3) + Pa (ra) Po (r1)] pc (re) + [ea (2) co (F3) + 
+ 2 Pa (2) Pad (3) + £a (rs) pv (re)] pe(r1)}. (126.5) 
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ou 
Pa (F1) = — eY3 (rie), pb (r1) = — eŸ5 (rad), pe (1) = — eL (rs) (126.6) 
et 

Pab (1) = — € Va (ra) Yo (r10). (126.6') 


Il ressort de cette expression que pour le troisième atome c il ne peut 
y avoir de densité d'échange (de type p& où en) et qu’il n'y a donc 
aucune force d'échange avec les atomes a et b constituant la molécule. 
L’interaction coulombienne subsiste toujours, de sorte que le troisième 
atome sera soumis à une force de répulsion. Ces considérations démon- 
trent la propriété de saturation des forces d’échange et la légitimité d’uti- 
liser le trait de valence pour signifier le fusionnement de la densité de 
charge électrique des deux atomes. 

Notons qu'il n’y a pas de délimitation rigoureuse entre les liaisons 
ioniques et les liaisons homopolaires; ce sont tout simplement deux cas 
limites. Dans une liaison typiquement homopolaire la répartition de la 
charge est symétrique par rapport aux deux atomes. Si les atomes sont 
d'espèces différentes, la répartition n’est pas symétrique. Si enfin la répar- 
tition de la charge est fortement asymétrique et que la charge des élec- 
trons est concentrée de préférence auprès de l’un des atomes, nous abou- 
tissons à une liaison ionique. 


$127. Forces de dispersion intermoléculaires 


Nous avons examiné ci-dessus les forces de valence. Ces forces étant 
liées à l'orientation des spins électroniques sont des forces saturées. Cepen- 
dant elles sont actives à courte distance. Ces forces dépendent du degré 
de recouvrement mutuel des densités électroniques appartenant aux ato- 
mes apariés. Or comme la densité électronique décroît exponentiellement 
à mesure que croît la distance au centre de l’atome, les forces de 
valence décroissent suivant une loi exponentielle à mesure qu’augmente 
la distance de séparation des atomes. 

En dehors de ces forces de valence il existe d’autres forces d’attraction 
qui agissent entre les atomes et les molécules. Ce sont les forces de 
dispersion intermoléculaires ou forces de Van 
der Waals. Une propriété remarquable de ces forces est qu'elles 
se manifestent entre des systèmes électriquement neutres et entre des 
systèmes ne possédant pas de moment électrique. Elles se manifestent 
par exemple entre des atomes He où la répartition des charges électriques 
présente une symétrie sphérique, ce qui implique que ces atomes ne pré- 
sentent aucun moment électrique, qu’il soit dipolaire, quadrupolaire ou 
d'ordre plus élevé. Une autre particularité importante de ces forces est 
qu’elles sont indépendantes de la température. Ces forces sont également 
de nature quantique. 
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On arrive à calculer les forces de Van der Waals en considérant les 
interactions entre des atomes se trouvant à une distance suffisamment 
grande l’un de l’autre. Lorsque la distance de séparation des atomes est 
grande, le calcul de première approximation de la théorie de perturba- 
tion des forces de valence conduit à la conclusion qu’elles sont très petites. 
Or il n'est pas admissible d’ignorer à ces distances de séparation la deu- 
xième approximation tenant compte de la déformation des couches électro- 
niques des atomes. Cela tient à ce que les corrections à l'énergie d'inter- 
action des atomes que l’on calcule dans la deuxième approximation décrois- 
sent à mesure qu'augmente la distance R de séparation des atomes pro- 


portionnellement à “. tandis que la décroissance de l’énergie des for- 
2R 


ves de valence obéit à une loi en e “. Pour les grandes valeurs de 
ÆR la deuxième approximation est plus grande que la première. 

Les forces de Van der Waals peuvent être calculées en effectuant pour 
R grand le calcul de l'énergie en deuxième approximation. Nous ne repro- 
duisons pas ces calculs mais nous voulons dégager l’idée de base de la 
théorie quantique des forces de Van der Waals en considérant un exemple 
suffisamment simple pour effectuer un calcul exact. Au lieu d’atomes 
réels nous considérerons deux oscillateurs unidimensionnels de fréquence 
propre «, (on utilise ce modèle d’atomes dans la théorie classique de la 
dispersion). Désignons par x, la coordonnée et par p, l'impulsion de 
l’électron d’un premier atome, et par x, et p, la coordonnée et l'im- 
pulsion d’un électron appartenant à un second atome. Soit R la distance 
entre ces « atomes ». Le moment électrique du premier atome est ex, 
et celui du second ex:. Si la distance R entre les atomes est suffisam- 
ment grande, leur énergie d'interaction peut être représentée comme 
une énergie d'interaction de deux dipôles de moments ex, et ex.. Cette 
énergie vaut 


exjrex u 
W = = Re (127.1) 


Si les oscillateurs sont au repos x, = x: = 0 et leurs moments dipolaires 
sont nuls. Comme les atomes sont électriquement neutres, il ne peut y 
avoir entre eux aucune interaction. 

D’après la théorie classique une interaction ne devient possible que 
si les oscillateurs oscillent. Sans entrer dans les calculs de ce type d'inter- 
action on peut prévoir que son intensité doit dépendre de la température 
T. Cela résulte de ce que pour T = 0 K il n’y a pas d'oscillation ct x, = 
= X° = 0. Il en va tout autrement en mécanique quantique. Même au zéro 
absolu des températures il y a des oscillations, ce qui implique que l'énergie 
moyenne d'interaction de.nos oscillateurs n’est pas nulle. 

Pour le calcul de cette énergie nous reprendrons les résultats du $ 109 
où on avait considéré précisément l'interaction de deux oscillateurs uni- 
dimensionnels de fréquence «, et de masse & qui est le cas qui nous 
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occupe maintenant. On y avait postulé que l'énergie d'interaction des 
oscillateurs devait être de la forme Axx, (cf. (109.1)). Dans le cas actuel 
l'énergie d'interaction des oscillateurs est donnée par la formule (127.1). 
Si nous posons dans les formules du $ 109 


. e° 


LR = 9 2 
2 … (127.2) 


nous pourrons utiliser tous les acquis de ce paragraphe. En ce moment 
nous voulons déterminer la valeur minimum au zéro absolu de l'énergie 
de nos oscillateurs. Cette énergie est égale à 


fo, ho: 


= ges Lt Lu), (127.3) 


2 2 


- 


&, et &, sont déterminés par la formule (109.5) 


e e . À 2 e À 
O1 — GG 7 —, Es =- OGg ——: 
te D 


e , : 
En admettant que «$ > — nous en tirons 
te 


ps di are 
O1 — O9 Pre steel La , 
2 10g 8 \ 05 | 
à TRACE 
©2 — Go |l— Se .) es 
24% 8 Lacs 
ct par conséquent 
1 22 
61 Oo = 269 — —- —— (127.4) 
4 og 


Puisque dans le cas présent 7. cst défini par (127.2) on tire de (127.3) 
et (127.4) l'énergie au point zéro de deux oscillateurs en interaction 
dipolaire 
PAT ET Lee (127.5) 
? 8 mo R° Le | 

On voit que l'énergie au point zéro dépend de la distance R entre les 
oscillateurs — «atomes » et par conséquent elle joue le rôle d'énergie 
potentielle d’interaction de ces « atomes ». 

En rejetant la constante additive fiw, qui ne joue aucun rôle, cette 
énergie potentielle est définie par 


Nous voyons que cette énergie est déterminée par des forces d'attraction 
(signe « — » !). On peut assimiler ces forces aux forces de Van der Waals 
de nos atomes idéalisés. Le caractère quantique de ces forces se révèle 
aussitôt en remarquant qu'avec À — O0 U — 0, ce qui signifie que dans le 
cas limite de la mécanique classique ces forces disparaissent. 
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Ainsi les forces d'attraction de Van der Waals résultent de la dimi- 
nution de l'énergie résiduelle au zéro absolu lorsqu'on rapproche les oscilla- 
teurs. Nous pouvons remanier la formule (127.6) en y introduisant le 
coefficient de polarisabilité atomique 8 dans un champ continu. Nous 
savons que selon la théorie de dispersion le cocfficient de polarisabilité 
atomique d’un oscillateur de masse 1 et de fréquence «, ($ 92) est égal à 1): 


en posant dans cette formule «© = 0, on obtient le cocfficient de polari- 
sabilité dans un champ continu 
c 


==. pe * (127.7) 


En substituant cette expression dans les formules de l'énergie potentielle 
des forces de Van der Waals (127.6) on trouve 


© - 6: 1 
DR == Fe (127.8) 
avec 


e = how (127.9) 


cette dernière quantité cest la différence d'énergie entre les niveaux quan- 
tiques de l’oscillateur. C'est parce que la formule définissant les forces 
de Van der Waals renferme le coefficient de polarisabilité qui provient 
de la théorie de dispersion, qu'on appelle depuis peu ces forces forces 
de dispersion. 

Les calculs de deuxième approximation qui sont effectués pour des 
atomes réels fournissent essentiellement les mêmes résultats que ci-dessus 
(127.8) pour le modèle d'atomes constitués par des oscillateurs linéaires. 
Pour des atomes réels la formule quantique de l'énergie potentielle des 
forces de Van der Waals est 


U(R)= —k É (127.10) 


où 8 est la polarisabilité des atomes dans un champ continu, 1 — le poten- 
tiel d’ionisation de l’atome et k est une constante numérique de l’ordre 
de 1. Cette formule exprimant les interactions de Van der Waals est en 
bon accord avec les résultats expérimentaux obtenus par étude des écarts 
à la loi de Clapeyron pour des gaz *). 


1) Ceci est une formule classique; la formule quantique (92.5’) pour un oscil- 
lateur mène au même résultat et nous proposons au lecteur de s'en rendre compte 
en faisant les calculs à l'aide de la matrice x,s des coordonnécs de l’oscillateur et 
de la formule (92.25). 

:) Voir. par exemple, M. Volkcenstein, Structure et propriétés physiques 
des molécules, M., 1955 (cn russe). 
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$ 128. Rôle des spins nucléaires 
dans les molécules biatomiques 


Les noyaux atomiques possèdent un spin et un moment magnétique 1). 
De ce fait la fonction d’onde des noyaux dépend non seulement de leurs 
coordonnées, mais aussi de leurs spins Sn, 5z+. En utilisant les coordon- 
nées relatives r,. des noyaux (exprimées en coordonnées sphériques r, 
6, +) et en négligeant les interactions de leurs moments magnétiques avec 
leurs mouvements, nous écrirons la fonction d’onde des noyaux sous 
la forme 


Wra2s 523 522) = Rat (r) Pr (cos 0) S (521, 522). (128.1) 


La fonction Ru: (r) décrit les oscillations des noyaux, la fonction P; leur 
rotation (nous posons que le nombre quantique m — 0, puisque l’orien- 
tation spatiale de la molécule nous importe peu) et enfin la fonction S 
caractérise l’état de spin des noyaux. Dans le cas où on a affaire aux 
mêmes noyaux (mêmes isotopes) selon le principe d'identité des parti- 
cules, la fonction Ÿ doit être ou symétrique ou antisymétrique selon que 
les noyaux ont un spin entier ou demi-entier. 

Pour fixer les idées, considérons le cas de spins demi-entiers, qui se 
réalise dans la molécule H, dont les deux noyaux sont des protons. Dans 
ce cas la fonction Ÿ doit être antisymétrique par rapport à une permu- 
tation des protons. 

Une permutation des protons correspond à une inversion des coor- 
données relatives r—r,—r:. Lors de cette inversion le signe de la 
fonction Ra (r) ne change pas. La parité d’un état suivant les coordonnées 
des particules dépend du nombre orbital / (cf. $$ 25, 107). Les niveaux 
d'énergie d’une molécule de / pair sont appelés termes pairs, et dans le 
cas de / impair, les niveaux sont appelés termes impairs. 

Puisque la fonction générale W est antisymétrique, la parité des ter- 
mes dépend de l'orientation relative des spins des molécules. Examinons 
les deux cas d’orientations. 

1) Les spins des noyaux sont parallèles. S — S, est alors une fonction 
symétrique des spins et de ce fait la fonction P: doit être impaire. Par 
conséquent la molécule H, dont les spins nucléaires sont parallèles (« ortho- 
hydrogène ») doit avoir un nombre orbital / impair. En particulier son 
état inférieur correspond à un état de rotation avec [= 1. 

2) Les spins nucléaires sont antiparallèles. S = S, est alors une fonction 
de spin antisymétrique et la fonction P; doit donc être paire. De ce fait 
la molécule H, à spins nucléaires antiparallèles (« parahyÿdrogène ») ne 
peut avoir qu’un nombre orbital / pair. L'état inférieur est / — ©. 

Nous voyons ainsi qu’en vertu du principe de Pauli les spins nucléaires 
peuvent avoir une influence importante bien qu’indirecte sur le mouve- 
ment orbital des noyaux dans la molécule. Cette influence se manifeste 


1) Le moment magnétique des noyaux est de l’ordre de grandeur du magréton 
nucléaire de Bohr (cf. $ 63), qui est 1842 fois plus petit que le magnéton de EBohr. 
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de façon remarquable dans l'alternance des intensités dans les spectres 
rotatoires des molécules ?) ainsi que dans leur capacité thermique. Consi- 
dérons de plus près l'influence des spins nucléaires sur la capacité ther- 
mique. Supposons que l’on ait atteint l'équilibre thermique à une tempé- 
rature tellement basse que le mouvement de rotation des molécules en 
soit bloqué (cf. $ 54). L’hydrogène se trouve alors à l’état « para » (1 = 0). 
Si maintenant on commence à élever la température de cet hydrogène, 
la probabilité d’un changement dans l’orientation des spins nucléaires 
lors des collisions des molécules sera très petite (vu la faible interaction 
de ces spins avec le moment magnétique des noyaux). Aussi malgré les 
collisions, l’hydrogène conservera son état « para » et la capacité ther- 
mique rotatoire sera déterminée par les transitions /=0—>1—2— 
[= #,, :: 

Mais si on maintient l'hydrogène à la température de réchauffement 
pendant une assez longue durée (plusieurs jours) les spins nucléaires ont 
le temps de se réarranger, et à côté du parahydrogène apparaît alors l’ortho- 
hydrogène. Des transitions telles que 7 = 1—/—=3->1=— 5,... devien- 
nent alors possibles, et comme les variations de l'énergie rotatoire 


n° 112 ,, 1% pu : 
= 2 1(C+ = — [: +. | sont différentes pour les valeurs paires 


et impaires de /, les capacités thermiques de l'hydrogène «para» et 
« ortho » sont différentes. En conséquence le lent processus d’établisse- 
ment d’un équilibre entre le para- et l’orthohydrogène doit s'accompagner 
d’une variation de la capacité thermique de l’hydrogène. 

A l'équilibre le nombre de molécules d’orthohydrogène est trois fois 
plus grand que le nombre de molécules « para » (parce qu’on a trois 
fonctions symétriques S,; pour les spins parallèles et une seule fonction 
Sa pour les spins antiparallèles (cf. $ 121)). Par suite l’hydrogène normal 
est un mélange 3:1 d’ortho- et de parahydrogène. 

Cet extraordinaire effet de variation de la capacité thermique de 
l'hydrogène trouve en mécanique quantique non seulement une inter- 
prétation qualitative, mais peut être calculé en fournissant des résultats 
conformes à l'expérience *). 


1) Au sujet de l'alternance des intensités dans les spectres moléculaires voir 
V. Kondratiev, Structure des atomes et des molécules, M., 1959 (en russe). 

2) Voir L. Landau, E. Lifschitz, Physique statistique, M., 1976, 
$ 48 (en russe). 


CHAPITRE XXIII 


PHÉNOMÈNES MAGNÉTIQUES 


$ 129. Paramagnétisme et diamagnétisme des atomes 


Dans le domaine des phénomènes magnétiques le problème le plus 
important et à la fois le plus simple que doit résoudre la mécanique quan- 
tique est le calcul des moments magnétiques d’atomes placés dans un 
champ magnétique extérieur. Utilisant un procédé élémentaire nous avons 
déjà calculé au $ 53 le moment magnétique créé dans un atome par les 
courants orbitaux. Considérons maintenant les méthodes générales. 

Les opérateurs des projections du moment magnétique sont définis 
le plus généralement comme étant les dérivées (changées de signe) de 
l'opérateur de l'énergie totale (plus précisément du hamiltonien) par 
rapport aux projections du champ magnétique 
Men, Ce ns Ut AR ee 0 129.1 
Ur et y cr JU it (129.1) 
Pour un seul électron le hamiltonien À décrivant son mouvement dans 
un champ magnétique est de la forme 


#= 5 [P+ SA} +v+ em (129.2) 
2u c Le 


(on met le signe « + » devant le potentiel vecteur À parce que la charge 
de l’électron est posée égale à —e). Orientons l’axe OZ suivant la direction 


du champ magnétique et exprimons le potentiel vecteur par 
AE TR Ay= Ex 420 (129.3) 


o) 


22 


En différentiant À par rapport à #, nous trouvons 
= — "|| + = A}x—(fe+ £a] <s (129.4) 
2uc € c LC 
L'opérateur entre crochets est Li iégel de la projection sur OZ du 
moment cinétique réel?). P,x — P,y cst l'opérateur de la projection 
1) Nous rappelons que dans un champ magnétique l'opérateur vitesse est non 


ee Ê, mais L [F Fa: 
u 4 € 


$ 129] PARAMAGNÉTISME ET DIAMAGNÉTISME DES ATOMES 591 


sur OZ du moment cinétique généralisé M. A l’aide de (129.3) nous 
pouvons mettre (129.4) sous la forme 


A . FA EU 4 
Ut. = — : M: - 2 $: ae SA (x° 5 4°) =— 
2uc duc 
e : CH  , 5 
= — -—— J2 t Se TT: X° + 1"). 29. 
TS + $:) ue 3°) (129.5) 


Nous voyons que l'opérateur est constitué de deux parties, l’une indé- 
pendante du champ magnétique et l’autre qui en dépend. Examinons-les 
l'une après l'autre. La première partie de l'opérateur 

M — — (JS + &) (129.6) 


2'uc 


a les mêmes valeurs propres que celles que nous avons déjà déterminées 
lors de l'étude de l'effet Zeeman. En effet l'énergie de perturbation en 
présence d'un champ magnétique est W——(Æ#9X). Les valeurs pro- 
pres de l'opérateur W sont différentes selon que l’on a affaire à des champs 
magnétiques d’intensités grandes (effet Zeeman normal) ou faibles (effet 
Zeeman complexe). Dans ce dernier cas les valeurs propres de W sont 
données par la formule (74.23). Ces valeurs propres diffèrent des valeurs 


propres de ht, par le facteur — #. On tire de (74.23) 


M: — — he m [1 + iü FD—IU+D + DT (129.7) 
2uc 20 +01) 


où m; est le nombre magnétique, j le nombre caractérisant le moment 
cinétique total, / caractérise le moment orbital et /,; le moment de spin. 
L'énergie potentielle de ce moment dans un champ magnétique extérieur 
est précisément égale à W; elle peut être aussi bien positive que néga- 


tive selon la valeur de m; — + + e se. j. 

A l’état d'équilibre thermodynamique ce sont les valeurs négatives de 
W qui seront prépondérantes et A: sera donc positif. Le résultat en est 
que le moment moyen est orienté le long du champ, ce qui correspond 
au paramagnétisme. Il est important de noter que Ÿ: ne peut 
être nul; il en résulte que les atomes à un seul électron sont toujours para- 
magnétiques. 

Le deuxième terme de (129.5) 
ge — A (Eye) (129.8) 
> au 
représente un moment magnétique qui est toujours orienté à l'encontre 
du champ et qui détermine donc le diamagnétisme. Ce moment 
ne peut jamais être nul puisque x° + }? > 0, et par conséquent l'effet 
diamagnétique se manifeste dans tous les atomes. II est facile de voir 
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que le moment WE! est toujours plus petit que le moment WE: ct on peut 
donc négliger le premier devant le second. En effet A: est de l'ordre de 


. 2! : . % 
grandeur du magnéton 2 tandis que W° + E d&, a étant la 
€ 


dimension de l'atome. > VE pour toutes les valeurs de # satisfaisant 
à l'inégalité: 
e he 
AE — — = 137 < — (129.9) 
a € 
Toutes les intensités de champ magnétique Ra réalisables satis- 
font à cette condition. 

Dans le cas où le nombre d'électrons d’un atome est pair, le moment 
cinétique total peut devenir nul. Sera également nul le moment 
magnétique Ÿ. déterminant le paramagnétisme. Un tel atome sera donc 
diamagnétique. Nous savons par exemple que le moment orbital d'un 
atome He à l’état normal est nul et les moments de spins se compensent 
mutuellement étant orientés en sens opposés. Par conséquent MM, — 0. 
L’hélium doit donc être diamagnétique, comme c’est le cas effectivement. 
La susceptibilité diamagnétique de l’hélium peut être calculée en remar- 
quant que le moment A? de deux électrons est égal à 

EU 4 vos LE nee 
a = — LT Ts x Et (129.10) 
4 pe* 
Par suite de la symétrie sphérique de l’état fondamental de l’hélium, ainsi 
que par ui de la disposition symétrique des électrons, les valeurs 


Te A , F2 PE 1 iS 
moyennes x , 4, xË et y3 sont toutes égales à ? r® étant la valeur 
moyenne : carré du rayon vecteur. Par conséquent 
“x 4 


VU 5. ra 
F Arc 3 
La susceptibilité diamagnétique par atome est égale à 
ZM ee. 
a 129.1 
z PA 34 ë (29.11) 


Connaissant les fonctions d’onde (122.23) des électrons de l'atome hélium 
on peut calculer la valeur moyenne 7z et obtenir ainsi la valeur numé- 
rique de la susceptibilité magnétique. 

Le calcul de y à l’aide des fonctions d’onde des électrons d’un atome 
He fournit la valeur suivante y = — 1,87-10-%. La valeur expérimentale 
est y = — 1,88-10"6. Notons que la formule (129.8) définissant le moment 
diamagnétique coïncide avec la formule de la théorie électronique clas- 
sique 2). Cependant ce n’est que la mécanique quantique qui permet de 


calculer x° + y? en partant des constantes caractérisant l'atome. 


1) Voir I. Tamm, Fundumentals of the Theory of Electriciry, Mir Publishers. 
Moscow, 1979 (traduit du russe). 
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Dans le cas d’un atome à plusieurs électrons, on obtiendra en nous appuyant 
sur les résultats du $ 105 (formule (105.33)), au lieu de (129.7) l'expression suivante 


ge = de mi + JUHDSLEEDESEE D (ia 
ne JU+D 


où J est le nombre déterminant le moment cinétique total de tous les électrons, L 
est le nombre caractérisant le moment orbital total et S le nombre caractérisant le 
moment de spin total; | my | < J et détermine la projection du moment total sur la 
direction du champ magnétique. Si J = 0, ce qui n’est possible que pour des atomes 
ayant un nombre pair d'électrons, m° = 0 etses atomes seront diamagnétiques avec 


M 
Mu 2 GE) DRE 


N étant le nombre d'électrons. Si J # 0 on peut négliger n° devant !”. Les atomes 
pour lesquels J # O0 seront paramagnétiques. 


$ 130. Ferromagnétisme 


Pendant longtemps l’origine de l’aimantation rémanente des corps 
ferromagnétiques est restée mystérieuse. Il est bien connu que cet effet 
consiste en ce que les corps ferromagnétiques peuvent rester aimantés 
mêmes en l’absence de tout champ extérieur #. Pour expliquer les pro- 
priétés des corps ferromagnétiques Weiss a développé une théorie qui 
attribuait l’aimantation rémanente à l’existence d’un champ magnétique 
interne #4 qui oriente des aimants élémentaires même en l’absence d’un 
champ extérieur. La théorie permettait de décrire un grand nombre de 
propriétés des corps ferromagnétiques, mais laissait inexpliquée l’origine 
du champ interne #4. 

Pour mettre la théorie de Weiss en accord avec l'expérience on devait 
admettre que l'intensité du champ interne était énorme atteignant 10$ Œ. 
Les expériences directes montrent qu’un champ d’une telle intensité n’existe 
pas à l’intérieur des corps ferromagnétiques !). Heisenberg a réussi à 
démontrer que les forces qui orientent les aimants élémentaires sont des 
forces d'échange, et il a élucidé aussi l’origine mystérieuse du champ de 
Weiss. Heisenberg suppose, en accord avec les résultats des expériences 
d’Einstein et de Haas (cf. $ 58) que l’aimantation des corps ferromagné- 
tiques est déterminée non par le mouvement orbital des électrons, mais 
par le moment magnétique de spin. En outre le ferromagnétisme devrait 
être attribué non pas aux électrons de valence (« électrons de conduction ») 
mais aux électrons des couches internes incomplètes des atomes des corps 
ferromagnétiques (consulter le tableau 4 pour la répartition des électrons 
dans Fe, Ni et Co). 


) Dorfman faisait passer un faisceau d'électrons rapides à travers une mince 
feuille ferromagnétique. Un champ de 10% Œ devrait provoquer une déviation de 
la trajectoire des électrons, effet qui n’a pas été observé. 
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Nous admettrons pour simplifier que chacun des atomes constituant 
le cristal ne possède qu’un seul électron et que ses interactions avec les 
atomes avoisinants sont faibles. Dans ces conditions on peut admettre 
que la fonction d’onde de tous les électrons (en nombre N) responsables 
du ferromagnétisme, correspond à un système d'électrons sans inter- 
actions les uns avec les autres. 

Pour choisir une numérotation convenable des états nous remar- 
querons que les positions des centres des atomes (nœuds du réseau cristal- 
lin) sont déterminées par le vecteur 


F—n,Aa + lg A + F3 A3, (130.1) 


OÙ m, le, 4 Sont des nombres entiers et a,, a: et a, les vecteurs de base 
du réseau. La position de chaque atome est donc définie par trois nom- 
bres m, ñ:, n3. Pour simplifier les écritures nous désignerons ces trois 
nombres par un seul symbole n que nous appellerons numéro de l'atome. 
Soit 


Da (re, Szx) = Un (rx) Sa (szx), 


la fonction d’onde du k-ième électron appartenant au #ième atome; 
S; est la fonction de spin. 

Puisque nous négligeons les interactions avec les atomes avoisinants, 
la fonction d'onde du cristal tout entier doit se présenter comme une com- 
binaison asymétrique des produits des fonctions ®, de la forme (117.6) 
des différents électrons. En fixant la valeur de l'indice « (+1/2 ou —1/2) 
des fonctions S; on fixe une répartition donnée des spins des atomes du 
cristal (le spin est orienté soit le long de l’axe OZ, soit en sens opposé). 
Si les spins de tous les électrons sont orientés en même sens, le long de 
OZ par exemple, nous arrivons à l'aimantation à satura- 
tion (maximum d’aimantation). Considérons un état où tous les spins 
sauf un sont orientés le long de OZ, et un spin est orienté en sens opposé. 
Supposons que ce spin appartienne à l’atome numéro /. D’après ce que nous 
venons de dire la fonction d'onde Ÿ de tous les N électrons doit être 
de la forme 


= >2 (ED À dE) Ssue (52) Ve (ra) Say (5x). 


Da (1) ape (521) . .. VA (EN) Syxy2(SzN). (130.2) 


Tenons compte maintenant de l'interaction des électrons avec les atomes 
voisins et appliquons pour cela la théorie de perturbation. Nous avons 
affaire à un cas de dégénérescence, puisque l’électron dont le spin est 
orienté en sens opposé à l’axe OZ peut appartenir à n’importe quel atome. 
Pour l'approximation d’ordre zéro la fonction convenable sera une super- 
position linéaire des Yi: 


N 
La = > aWy. (130.3) 


1 
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Nous devons déterminer les amplitudes des a; et pour cela nous remar- 
quons que l'opérateur de l'énergie totale À des électrons est 


: x x 
A= A+ S + DS Un(e), (130.4) 
n>mi [am n>m1l 


A0 = Ÿ Ha Un), Ân Cn) = — VE + Un(rn}, (130.5) 
n-1 = 


Hn cest l'opérateur de l'énergie totale du n-ième électron appartenant 
2 

à l’atome numéro n, -“— est l'énergie d'interaction! des m-ième et n-ième 
um 

électrons, Un (rm) est l'énergie d’interaction du m-ième électron avec le 

n-ième ion (#7 # m). Nous considérerons tous les termes figurant dans 

l'expression de AH, sauf A°, comme des perturbations. En substituant 


dans l'équation des Schrôdinger AY — EY la fonction approchée (130.3) 
de Ÿ et en tenant compte de ce que 


Àn En) Ÿn (En) = EoŸn En), (130.6) 


(Es est l’énergie de l’électron dans l’atome), nous obtenons 


à; ei - _ 
NE 2 ae Fr + [> (= + Un Cm)}] > a Ty = 
= ET &r Pr. (130.7) 
ru 


Muitipliant cette dernière équation par Ÿ} puis intégrant l'expression 
obtenue par rapport aux coordonnées de tous les électrons nous pren- 


drons la somme pour deux valeurs du spin s: = + _ de chaque électron. 


Nous supposerons pour cela que les fonctions ,(r) et Ym(r) se rap- 
portant à des atomes différents, sont orthogonales entre elles 1). En pre- 
nant la somme des spins on tiendra compte de ce que les fonctions S, (52) 
sont mutuellement orthogonales (cf. $ 60). On obtient alors au lieu de 


(130.7). 
NEa + S° lu la — a] = Ea, (130.8) 
a 


où y est l'intégrale d'échange (élément de matrice de l’énergie de per- 
turbation) 


Due = 5 À du (D er D 7 2) VE GDX 


x FF + Ur (1) + Ur (ra) + Ur (r1) + Un «| dv, dvs. (130.9) 


1) En fait l’orthogonalité de ces fonctions n'est qu’approximative. 
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Les fonctions d’onde 4, (r) décroissent rapidement lorsque la distance 
r au centre de l’atome augmente. Par suite l’intégrale d’écharge Jy+ décroît 
rapidement lorsque la distance entre les atomes / et /’ augmente. De ce 
fait dans la solution de l’équation (130.8) on peut se limiter aux éléments 
de matrice 14 se rapportant à des atomes voisins les plus proches. Comme 
dans un cristal tous les plus proches atomes voisins sont équivalents, la 
valeur J de l’intégrale d’échange est la même pour tous ces atomes. Nous 
pouvons donc écrire l’équation (130.8) comme suit 


Œ— NE) a +15 [a—a] = 0, (130.9) 
2 


la somme est étendue aux atomes /”’ voisins de l’atome /. Le nombre et 
la répartition spatiale des plus proches voisins d’un atome donné dépen- 
dent du type du réseau cristallin. Pour un réseau cubique simple les ato- 
mes voisins de l’atome (4, +, 14) ont des nombres /’ égaux à /, + 1, L, 
L; L, Li + 1, ls; b, L, ls + I. ' 

On voit aussitôt que les équations (130.9’) ont pour solutions 


& = at = const” eïfnh+ala+ahi, (130.10) 


OÙ G1» 9» 93 Sont des quantités sans dimensions. En effet la substitution 
de (130.10) dans (130.9’) donne: 


E— NE, = 21(3 — cos q, — cos g: — cos g3) (130.11) 
et on en tire 
E(Qy 42 93) = NE + 21(3 — cos g, — cos ge — cos gs). (130.12) 


En remarquant que La, la, l,a, a étant le paramètre de réseau, sont 
les coordonnées d’un nœud du réseau, on voit que (130.10) peut être 
considéré comme une onde plane de vecteur d'onde k = { | - . . 
a a 
La probabilité de trouver le spin orienté à l’encontre de OZ est égale 
à | & |? = const, ce qui signifie que toutes les fonctions de spin sont éga- 
lement probables. Il s'ensuit que les amplitudes &, déterminant l'état 
de spin, ressemblent fortement à la fonction d’onde d’une particule en 
mouvement libre et ayant une impulsion donnée. Cette analogie est encore 
renforcée par ce que l’énergie (130.12) peut être écrite, du moins pour 
les petites valeurs de k, sous la forme 


E = const + kt +. (130.13) 


où À = Ja, c'est-à-dire sous la même forme que l’énergie d’une par- 


ticule libre. La quantité u* peut être considérée comme une masse effective. 
En raison de l’analogie qui existe entre la propagation dans un cristal 
d’un spin d’une orientation donnée et le mouvement d’une particule libre, 
on appelle l’état défini par (130.10) une onde de spin. 
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Si dans un cristal il existe non pas un mais plusieurs (r) spins orientés 
en sens contraire à celui de OZ, le calcul est similaire mais devient plus 
compliqué, parce qu’en présence de plusieurs spins orientés à l'encontre 
de tous les autres il peut arriver que plusieurs paires d’atomes voisins 
présentent des spins dont l’orientation est opposée à celle de l’axe OZ. 
Pour ces paires d’atomes les intégrales d'échange ne sont plus nulles. 
Mais si le nombre r n’est pas grand l’occurrence de telles paires sera peu 
fréquente et la solution générale du problème peut être considérée comme 
un ensemble d’ondes de spin (130.10) (ou du point de vue corpusculaire 
comme un « gaz de spins ») sans interaction entre elles. L'énergie totale 
sera égale à la somme des énergies de chacune des ondes de spin. En 
désignant par qe le vecteur q de la k-ième onde de spin, l'énergie totale 
du gaz de spins sera égale à 


r 
E = NE + 21 S°(3— cos qe — COS qex — cos gx). (130.14) 
ke 1 


Il s'ensuit de cette formule que si Z est négatif il ne peut y avoir de 
ferromagnétisme, puisque pour I < 0 l'énergie présente un minimum 
pour r aussi grand que possible. Par conséquent à l'équilibre thermique 
l'orientation initiale de tous les spins le long de OZ ne pourra pas sub- 
sister. Par contre pour une intégrale d’échange positive l'énergie atteint 
son minimum pour la plus petite valeur de r; par conséquent si initiale- 
ment une partie des spins était orientée à l'encontre de l'axe OZ, ces spins 
auront tendance à se réorienter le long de OZ (le nombre r tend à dimi- 
nuer). Une valeur positive de l'intégrale d’échange constitue donc la condi- 
tion sine qua non du ferromagnétisme (ce n’est qu’à cette condition que 
l’état d'énergie minimum correspond à une orientation parallèle de tous 
les spins électroniques). Par conséquent la cause se trouvant à l’origine 
d’une orientation parallèle des spins n’est pas le champ fictif de Weiss, 
mais bien l’existence de forces d'échange. Le ferromagnétisme est un phé- 
nomène quantique. Nous voyons encore que le ferromagnétisme n'est 
pas une propriété d’atomes isolés, mais la propriété d’un corps cristallin, 
ce qui est en accord avec le fait qu’il n’existe pas de gaz ferromagnétique. 

Pour calculer l’aimantation d’un corps ferromagnétique à une tempé- 
rature T on doit calculer par les procédés de la statistique la valeur moyenne 
de r. Le moment magnétique d’un échantillon renfermant N électrons 
sera égal à 


Ut — My (N —2r), (130.15) 


où Yz est le moment magnétique de l’électron (magnéton de Bohr). Pour 
les calculs correspondants et une étude plus approfondie de la question 
nous renvoyons le lecteur aux ouvrages spécialisés 1). 


1) Cf. S. Vonsovski, Le magnétisme, M., 1971 (en russe). 


CHAPITRE XXIV 


NOYAU ATOMIQUE 


$131. Forces nucléaires et spin isotopique 


Le problème de l'interaction mutuelle des nucléons au sein du noyau 
atomique est encore loin d’être résolu. Cependant les principes de la 
mécanique quantique sont applicables aussi bien à la description du mou- 
vement des nucléons dans les noyaux qu’à l’étude de l'interaction des 
nucléons avec le noyau. Au cours de ces dernières années des progrès 
importants ont été enregistrés et la mécanique quantique y joue le rôle 
de guide du physicien engagé dans l'étude des interactions nucléaires. 

Tout en renvoyant le lecteur aux ouvrages spécialisés 1), nous voulons 
dégager quelques considérations générales aussi simples qu’importantes. 

Jusqu’à présent on n’a pas encore réussi à donner une expression du 
potentiel des protons et des neutrons (ou plus brièvement des nucléons) 
se trouvant dans le noyau atomique. C'est sûrement une fonction très 
complexe des coordonnées, des vitesses et des spins des nucléons. Il est 
même possible qu’elle ne puisse être présentée sous la forme d’une somme 
d'interactions entre les nucléons pris deux par deux. 

Mais on n’a pas déterminé non plus le « potentiel » des deux nucléons 
en interaction mutuelle. On peut dire que d’une manière générale la notion 
de force n'est utilisable dans ce domaine que dans le cas où les nucléons 
se trouvent à grande distance l’un de l’autre. Néanmoins on peut tirer 
des conclusions importantes quant au caractère des interactions nucléaires 
qui permettent de mettre de l’ordre dans la masse des données expéri- 
mentales. 

L’interaction mutuelle de deux nucléons dépend de leur distance de 
séparation r;, de leur vitesse relative v,. et de leurs spins s et s>, et 
comme le montre l’expérience, de la sorte de nucléons qui entrent en inter- 
action, celle-ci étant différente selon qu’il s’agit de deux protons, de deux 
neutrons ou encore d’un proton et d’un neutron. En outre lors de l’inter- 
action, se manifeste parfois ce que l’on appelle un échange de charge, 
le proton se convertissant en un neutron et inversement. 

Il apparaît que si on considère le proton et le neutron comme deux 
états d’une seule et même particule dite nucléon, les principales caracté- 


1) Voir A. Davidov, Théorie du noyau atomique, M., 1958 (en russe). 
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ristiques de l'interaction mutuelle des nucléons peuvent être résumées 
par des relations simples exprimées en termes de ce que l’on appelle spin 
de charge ou plus couramment spin isotopique. 

Puisqu’il ne peut y avoir que deux états de charge des nucléons, il 
est tout indiqué d'introduire une nouvelle variable dynamique t:, qui 
ne peut prendre que deux valeurs, ce qui fait que la fonction d’onde du 
nucléon peut être exprimée par une matrice à une seule colonne (en omet- 
tant pour le moment la dépendance avec le spin usuel s) exactement com- 
me nous l'avons fait dans la théorie du spin usuel (cf. $ 60, (60.3) et (60.3’)): 


| Y, (x) 0j état « protonique », 


F1) = 
Siné |Ÿ:(x) 0] état « neutronique». 


(131.1) 


En conformité avec la terminologie de l’optique, selon laquelle les états 
qui ne diffèrent que par la projection du spin sont dits état multiplet, 
les états protonique et neutronique sont appelés doublet isotopique. 
Tous les opérateurs dont l’action modifie l'état de charge des nucléons 
peuvent être exprimés, exactement comme dans le cas du spin usuel, sous 
forme de matrices carrées de Pauli, telles que oz, oy, 6z (cf. $ 59). Nous 
désignerons ces matrices qui agissent maintenant sur l'indice de charge 


1, 2 par 
0 !I O —; 1 0 
a — A — > T= : 131.2 
DE { AL 5 L si - k ke duc, 


Tout opérateur agissant sur une paire de fonctions (4,, d.) peut être 
écrit sous forme d’une combinaison linéaire des matrices (T;, te, +3). Intro- 
duisons par analogie avec le vecteur de spin s usuel une valeur t de spin 
isotopique: 


t= x, (131.3) 


où + est un vecteur dont les trois composantes sont +1, Ts, T3. Il est clair 
que ce « vecteur » n’a rien à voir avec l’espace usuel, il ne peut être défini 
que dans un espace de charge, ou espace de spin isotopique qui est une 
pure abstraction. 

Les « rotations » dans cet espace correspondent à des transformations 
linéaires de , et 4, qui sont telles qu’on utilise en qualité de fonctions 
de base différentes combinaisons linéaires des états neutronique et pro- 
tonique des nucléons. Par exemple on peut prendre au lieu des fonctions 


Ÿ. et Ÿ. de nouvelles fonctions de base p, = F (d1 + da) et pe =7 (h— 


— 32), l’une symétrique et l’autre antisymétrique. Le passage de (4, de) 
à (Pw 92) représente une rotation dans l'espace isotopique. 

L'introduction de l'opérateur de spin isotopique t d’un nucléon- nous 
permet d’appliquer à ce spin la théorie du spin usuel. 
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Il est évident que les opérateurs t et f; se laissent simultanément 
ramener à la forme diagonale et ont pour valeurs propres 


° 1f1 3 1 5 
Be r(s+i] =, a+; (131.4) 


(cf. (59.14) et (59.15)). 

Notons que t? reste invariant par rapport aux rotations dans l'espace 
isotopique. Il est aussi évident que les règles d’addition des vecteurs de 
spin isotopique dans un système de nucléons seront identiques à celles 
du spin usuel. En particulier pour le vecteur de spin isotopique résultant 
I d’un système de N nucléons: 


I = D tk (131.5) 
k1 
(k est le numéro du nucléon) on utilisera les formules (105.20) et (105.21): 
FP=T(T+1), T=0, 1,2, 3,... (131.6) 
ou 

L=Ty 1Ts1<T. (131.7) 

D'autre part les produits scalaires de spins isotopiques tels que 
t,t)=tti+nte+ists (131.8) 


(, s = 1, 2, 3 sont les composantes du vecteur t’ et r; les composantes 
du vecteur de l’autre nucléon t”), seront de même que t? = (t, t) invariants 
dans un espace isotopique. 

Indiquons encore une formule exprimant la charge Q d’un système 
de N nucléons en fonction des spins isotopiques 


N 
Q=e[T + Ta), (131.9) 
Dans le cas particulier d’un seul nucléon 
Q = £(1+ +). (131.9) 


Un fait physique important est que l’interaction mutuelle de deux nucléons 
est isotopiquement invariante (donc indépendante d’éventuelles rotations 
dans l’espace isotopique); un autre fait aussi important est la conservation 
du spin isotopique total lors des interactions 1). 

Ce sont ces deux résultats fondamentaux qui justifient Pintroduction 
de la nouvelle variable dynamique — le spin isotopique des nucléons. 

li est également indispensable que l’interaction mutuelle des nucléons 
soit invariante par rapport aux opérations de rotation, de réflexion et 


1) Cette dernière propriété a fait l'objet d'études particulièrement soignées à 
l'Institut d’études nucléaires de Doubna. Cf. V. Djélépov et B. Ponte- 
corvo, UFN, LXV, p. 15 (1958) (en russe). 
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d’inversion des coordonnées dans l’espace usuel. Tant que l’on se limite 
aux faibles vitesses des nucléons et que l’on ne tient compte que de leur 
distance de séparation r, de leurs spins usuels s, et s, et de leurs spins 
isotopiques t;, t:, on peut former de nouvelles quantités invariantes: r, 
(Su S2), (tx t2), (8 r) (s2, r) qui peuvent être exprimées à leur tour en 
fonction du spin total S = s, + s, et du spin isotopique total I = t, + t.. 
Aussi au lieu des quantités invariantes ci-dessus on fait appel, pour raison 
de commodité, à d’autres quantités invariantes 


(sx S2) + S?, (131.10) 

(ti, t) — FE, (131.10°) 

(Gr) (82r) — Sie = 6 SE 257, (131.10) 
m 


Cette dernière quantité invariante est telle que sa valeur moyenne par 
rapport aux variations angulaires est nulle. Ce sont ces quantités que 
l'on choisit d'habitude dans les études. Li est évident que l’interaction 
due à ce dernier terme sera non centrale. On l'appelle tenseur d’in- 
teraction. Si on tient compte de la dépendance des interactions 
avec les vitesses des nucléons, on peut former un grand nombre d'autres 
invariants. L'expérience montre cependant que tant que les vitesses sont 
petites devant la vitesse de la lumière, parmi tous les invariants ima- 
ginables seul importe l'invariant de l'interaction spino-orbitale (LS); L 
représente ici le vecteur résultant du moment orbital des nucléons. A 
sa place on peut utiliser les vecteurs du moment total de quantité de 
mouvement des nucléons J = L + S et l’inversion correspondante (JS). 

Compte tenu de tous ces invariants, on écrira l'énergie d'interaction 
mutuelle de deux nucléons sous la forme 


U(1,2)= A(r, S°,12)+ B(r,S°, 12) Sir, S) + Cr, S°, 1?) (JS). (131.11) 


On ne sait que très peu de choses sur les fonctions 4, B et C. Dans 
la théorie mésonique des forces nucléaires la dépendance de ces fonctions 
. ra p7r,a ! 
avec la distance doit être de la forme ‘ -- pour r > aaveca = Re 
r mc 
= 1,4°10"% cm, qui est la longueur de Compton pour le méson *%. 
C’est pour cette raison que la forme que nous venons de donner pour 
les interactions nucléoniques (131.11) convient mieux pour la systéma- 
tique des états nucléoniques possibles que pour des calculs quantitatifs 
des niveaux ou de la matrice de diffusion. 
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de nucléons 


Le hamiltonien d’un système de nucléons est invariant non seulement 
par rapport aux transformations de rotation, de réflexion ou d’inversion, 
mais tout aussi bien par rapport aux permutations des nucléons. 
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Conformément aux considérations des $$ 115, 116, il en résulte que 
la fonction d’onde doit être ou symétrique ou antisymétrique pour toute 
permutation d’un couple de nucléons. Mais comme les nucléons ont un 
spin égal à 1/2 c’est la deuxième de ces alternatives qui est la mieux adaptée, 
c'est-à-dire que leurs fonctions d’onde doivent être antisymétriques avec 
pour corollaire le principe de Pauli et la statistique de Fermi. 

Considérons maintenant ce que sont les états de deux nucléons. Com- 
mençons par le spin isotopique; il est clair qu’il ne peut y avoir que quatre 
états distincts avec T = 0 et T = 1, T;, = 0, LI. Dans le premier cas 
l’état est antisymétrique dans les variables isotopiques, dans le deuxième 
cas il est symétrique (exactement comme dans le cas du spin usuel (cf. 
théorie de l’atome d’hélium au $ 121)). Comme le hamiltonien ne dépend 
pas de T; dans l’état avec T — 1, l’énergie des trois états avec T; = 0, 
1 sera la même. 

Cependant l'énergie de ces trois états ne reste la même que tant que 
l'on ne tient pas compte d'interactions électromagnétiques relativement 
faibles. Etant donnés les différences de charge électrique et des moments 
magnétiques du neutron et du proton, les niveaux considérés comme con- 
fondus pour T;—0, 1 éclatent en général: c'est pourquoi ces trois 
états sont appelés friplet de charge et l’état avec T = 1 est dit éfat triplet. 
L'état avec T = 0 est appelé un singlet de charge. 

La différence entre les états dépend en outre du spin total S. Là aussi 
on doit distinguer quatre états: S = 1, S; —0, +1 caractérise l’état triplet 
et S = 0 caractérise l'état singlet. En coordonnées spatiales la symétrie 
de la fonction dépend de la symétrie en variables de charge et de spin. 
Dans le tableau 6 on indique les différentes symétries possibles pour un 
système de deux nucléons. 


Tableau 6 
Symétrie des fonctions d’un système de deux nucléons 


Dans ce tableau l'indice a désigne une fonction antisymétrique et l'indice 
s une fonction symétrique. Rappelons ($ 114) que dans le cas de deux 
particules la permutation P,. est équivalente à une opération d’inversion 
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1; ce qui revient à remplacer les coordonnées relatives æ par -æ. La 
parité de l’état coïncide alors avec celle du nombre orbital L. 

Si on maintient pour la systématique des états nucléoniques les sym- 
boles S, P, D, F correspondant respectivement à L — 0, 1, 2, 3, ..., 
ainsi que les notations usuelles du moment total J et de la multiplicité, 
la notation complète d’un état sera de la forme 

PP Sig 


Le premier indice (27 + 1) désigne la multiplicité de charge, le deuxième 
(2S + 1) la multiplicité de spin, l’indice (--) indique la parité du terme, 
l'indice J le moment total, L = S, P, D, F,... désigne le moment orbital. 
Dans le cas où le système ne comporte que deux nucléons, l'indice + 
est omis, puisque la parité cst déterminée par celle de L; en outre on 
omet souvent l'indice T de spin isotopique. 

Les états d'un système de deux nucléons pour J = 0, 1, 2,... sont 
indiqués dans le tableau 7. 


$ 133. Théorie du deutéron 


On sait que le deutéron est un isotope de l'hydrogène dont le noyau 
est composé d’un neutron et d’un proton. On sait également que son 
spin S— 1. Il n’a qu’un seul état de charge, et par suite T — 0. Le 
tableau 7 montre que l’état fondamental probable des deutérons est soit 
T = 0, %S,, soit $D,. Or nous savons que la fonction d'onde de l'état 


Tableau 7 


Etats possibles de deux nucliéons 


| 0 = = 15 Pe 
| 1 IP, | 3;, D, _ | sp, 
v. _ | 2D, _ | ‘PF 


fondamental doit avoir un nombre minimum de nœuds, ce qui nous conduit 
à donner la préférence au terme fondamental %S,. Du fait de l'existence 
de forces tensorielles, le moment orbital du deutéron ne se conserve pas 
et il est donc possible qu’il y ait une participation de l’état 5D, qui 
existe effectivement et donne naissance dans le deutéron à un moment 
électrique quadrupolaire. D'après la valeur de ce moment quadrupolaire 
on conclut que l'addition de l’état D, est modérée (de l’ordre de 5%). 

L'expérience montre donc que l’état inférieur correspond à T = 0 
et S — 1. On ne connaît pas d’autres états liés dans un système de deux 
nucléons. 

Puisque nous ne connaissons pas les fonctions À(r), B(r) et C(r) 
figurant dans l'expression (131.11) de l'énergie d'interaction mutuelle 
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des nucléons, nous sommes amenés à déterminer la fonction d’onde du 
deutéron à l’état fondamental par un procédé indirect. Nous mettrons 
à profit le fait que l’énergie de liaison des nucléons dans le deutéron 
qui vaut E, = —2,1- 10% eV, est petite devant l’énergie propre des mésons 
= m=c? = 140-105 eV. 

En effet lorsque T, S et Z (ou L) sont données l'énergie d’interaction 
mutuelle des nucléons U (r) (131.11) devient tout simplement une fonction 
de la distance de séparation r (nous négligeons les interactions tensoriel- 
les ou spino-orbitales, puisque leur contribution (résidu de l’état SD,) 
est petite dans le deutéron). L’équation de la fonction radiale du deutéron 


ÿ (r) = 40) est de la forme 
r 


FF du 
ne 2udr + U (r)u LL Eu, (133.1) 
où er + se , & est la masse réduite du proton et du neutron (cf. 
H m 


D Mp C 
(108.4)), m> est la masse du proton et "1, la masse du neutron. Comme 
ces masses sont peu différentes on pose 


U u = Te et l'équation (133.1) s'écrit maintenant 
de PU SE Uu. (133.2) 

dr° 
22 = — — À En — — = 4,31-10713 cm. Cette lon- 


gueur he ne pour le comportement 
asymptotique de la fonction du deutéron ‘ (r). 
En effet pour r—> 0 (U —> 0) PAR (133.2) 


donne u = e+*, soit ÿ (r) = C ©—: D'autre 
e True 
| part Ur) décroit comme —-—-, avec a = 
Î r 
Fig. 96. Courbe d'énergie — 


potentielle correspondant . MRC 
aux forces d'interaction vite que %(r). On peut donc admettre que les 
DEORÉEnNER SAS le deu- forces nucléaires ne sont actives qu’à courte 
: ° distance, et on peut les négliger lorsque r > a. 
D Lada é 2MeV. La profn. Ce résultat est illustré par la fig. 96 représentant 
MOV: enyorec talon là Courbe de l'énergie potentielle U(r) du sys- 
tème neutron-proton. 
Si nous normons à l’unité la fonction % (r) 


r | a (r)r° dr = 1, (133.3) 


0 


LRU 1.4-10"% cm, donc beaucoup plus 
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° Fe 
L 


nous pouvons déterminer la constante C. On voit aisément que C = | À 


Nous trouvons ainsi 
Gr) = VE —-. (133.4) 


Cette fonction peut être utilisée pour le calcul de la photofission du deu- 
téron, pour le calcul de certaines réactions avec le deutéron où de grands 
paramètres d’impact sont essentiels, etc. 

Notons que la façon même d'établissement de la forme de cette 
fonction montre qu’elle est inutilisable pour des distances r inférieures 
à a = 1,4:1078 cm). 


$ 134. Diffusion des nucléons 


Le problème de la diffusion des nucléons est très vaste et embrasse 
des phénomènes aussi différents que la diffusion des neutrons thermiques 
lents par l’hydrogène et la collision des nucléons rapides présentant des 
énergies tellement importantes qu’en plus des collisions élastiques on 
observe de puissants effets non élastiques donnant naissance à des mésons 
r ou à d’autres particules. Nous considérerons ci-dessous deux exemples 
de diffusion des nucléons. 


A. DIFFUSION DE NEUTRONS LENTS PAR DES PROTONS 


Dans ce cas seul l’état S importe puisque la longueur d'onde - 
Te 


est supposée être beaucoup plus grande que le rayon d'action a des forces 
nucléaires. Remarquons que les états supérieurs se situent spatialement 
les uns par rapport aux autres à des distances plus grandes que À/2x (cf. 
fig. 65). Il ressort du tableau 7 des états possibles de deux nucléons qu’a 
une diffusion (p, n) participent les deux états isotopes T = 0 et T = 1, 
et que les états S ont des spins résultants différents: %S, et 15, respective- 
ment (états triplet et singlet). Ainsi il nous faut calculer les deux phases 
ma et Mo 

Commençons par l’état triplet. Dans ce cas l’équation de la fonction 
d'onde u (r) coïncide avec l’équation (133.2) mais nous supposerons main- 


tenant que E >0 et nous posons 5 E = k?, 
Pour r > a la forme asymptotique de w(r) sera 
u(r) = Cesin (kr + %). (134.1) 


1) Les expériences de Mechtcheriakov ont montré que lors des collisions des 
nucléons rapides avec des noyaux atomiques on observe que la majorité de ces noyaux 
éjectent des deutérons. Ces résultats indiquent que les forces de liaison qui agissent 
à petite distance dans les deutérons sont très grandes. Voiraussi D. Blokhintsev, 
JETEF, 33, 1295 (1957) (en russe). 
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En supposant que l'énergie E du neutron est petite devant l'énergie 
d'interaction mutuelle des nucléons U (r) nous pouvons négliger dans la 
résolution de (133.2) le terme en Æ devant ke terme en U, et par consé- 


quent pour r<a la dérivée logarithmique es est presque indépendante 
u 


de E (si E est petit). Désignons cette dérivée par —«. 
Puisqu’à la frontière r — a les dérivées logarithmiques doivent être 
égales, l’utilisation de la solution (134.1) nous donne 


=) = k cotg (ka + my) = — a. (134.2) 
4H fra 
Si nous négligeons la petite quantité ka nous aurons 
: k 
sin = — ——— , 
Er) TE (134.3) 


d’où, conformément à la formule générale (80.16), la section différentielle 
est égale à 


do(6) = —- sin Gr) dQ = —2T©_ . sin 0 de. (134.4) 
k? ki + a 


Il nous faut maintenant établir une corrélation entre & et x. D'après 
le &$ 80, pour un état lié n vaut —ico. En égalant dans (134.3) mn, = —ico 
nous obtenons £ — +ix. Il s'ensuit de là que la fonction d’onde u(r) 
des états liés doit se comporter comme e””. En identifiant ce résultat 
avec (133.4) on trouve x = x. 

Ceci permet de récrire la formule (134.4) comme suit 


27 
k? + 72 


Æo(6) — sin 0 dO, (134.5) 


on connaît la valeur de + connaissant l'énergie de liaison du  deutéron. 
La section totale pour l’état triplet (S — 1) sera égale à 


3 _ 47 
TRE (134.6) 
En procédant de même nous trouverons pour l’état singlet (S = 0) 
4x 
= : 134.7 
à k + vi ‘649 


. 1 : ; ne it age 
où — est une nouvelle longueur qui est déterminée par le potentiel d'in- 


#1 ; 
teraction à l’état singlet. Comme elle figure dans la formule de la section 
exactement au même titre que x; = x l'énergie correspondante E, = 


Ne 0 est dite énergie du «niveau virtuel» du deutéron. 
& 


- 
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B. DIFFUSION ÉLASTIQUE DES NUCLÉONS 


Dans cette section nous étudierons la diffusion élastique des nucléons 
par des nucléons. Il importe de noter que dans le cas où l'énergie du nucléon 
Es > 292 MeV, il peut se former des mésons, mais la contribution de ce 
processus inélastique reste petite même pour des énergies E, — 400 MeV. 

Considérons d’abord l’onde incidente Ÿ® représentant le mouvement 
de deux nucléons avant leur diffusion. Nous n’envisagerons que le mou- 
vement relatif ce qui fait que Ÿ® ne dépend que de la différence des coor- 
données des nucléons r = r, —r2. Il est évident que 


PO = 10 (r) S0 (sm, Sz2) TV (tune la2). (134.8) 


où S° est la fonction de spin (cf. $ 121) et T° la fonction de spin isoto- 
pique, sn et sze sont les projections des spins des nucléons sur l'axe OZ, 
tm ct fs sont les troisièmes composantes du spin isotopique des nucléons. 
D'après (131.4) pour les protons 1, = +1/2 et pour les neutrons 1, = 
— —1/2. La structure de la fonction T(f3, 13) est exactement la même 
que la structure de la fonction S (52, 52). Nous considérerons maintenant 
les deux nucléons comme des particules identiques se conformant au 
principe de Pauli: la fonction F® doit donc être antisymétrique par rap- 
port à une permutation des nucléons. Lors de la permutation r devient 
—+, de sorte que la symétrie de ‘2° (r) coïncide avec sa parité. La symé- 
trie des fonctions ‘2° (r), S° et T° doit être choisie de telle façon que la 
fonction Ÿ? soit antisymétrique. Si la fonction des coordonnées ©? (r) 
représente l’onde plane initiale d'impulsion p — Ak, on prendra au lieu 
de eïkr la fonction symétrisée (cf. (80.5)) 

da) = He x. (134.9) 
Cette symétrisation exprime le fait que nous ne pouvons plus savoir lequel 
des nucléons 1 ou 2 est la cible et lequel est diffusé. 

Si nous désignons par À (6) l’amplitude de l'onde diffusée dans un 
angle 0 pour l’onde primaire eïkr, il est clair que l’onde diffusée par l'onde 
primaire sera À (7 — 6). En effet le remplacement de r par —r entraîne 
le remplacement de 6 par 7 —6. Donc à la différence de (80.5), pour 
des particules identiques, toute l'onde, l’incidente et la diffusée, se laisse 
décrire, pour les grandes valeurs de r sous la forme suivante 


Vars) = ei + er + ET [4(6) + A(x—0)] (134.10) 
r 
La section différentielle correspondante 6 (6) est égale à 
6 (8) =] 4(8) + 4 (7 — 0) F. (134.11) 
Nous n'avons pas inclus dans (134.10) la dépendance avec le spin 
de la fonction %a,s, et de l’amplitude 4. Compte tenu de cette dépendance 
l'équation (134.10) s’écrirait 
Fr, S2z1 S22» LOU t32) a Le (r) S° (Sa Sz2) T° (ar t32) + 
kr 
LT + [A (0, Sans Sz2» fau lao) + À (7 — 0, 523, Szes lan (a2)]. (134.12) 


r 
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Considérons maintenant quelques cas particuliers. Nous commençons 
par la diffusion des protons par des protons (collisions « pp»). Nous 
avons alors T = 1, Ts = +1, S = 0 ou 1. La fonction de spin S°(sa, 
Sz2) coïncide avec l’une des fonctions S (52, 5ze) (121.13), (121.14), (121.14”), 
(121.14) selon les valeurs du spin S et de ses projections sur l’axe OZ. 
La fonction T° pour T = 1 et T; = +1 est égale à 


D (tax t92) = S 5 (tou la), (134.13) 


où S, cst la fonction (121.14) où on a remplacé s:, par fn et So Par fe. 
La section de diffusion totale des protons est donnée par le carré du 


module de l’amplitude pour l’onde divergente —_ dans (134.12). Désignons 
r 


cette section pour l’état triplet S = 1 par 
36(8) — [5 4(0) — 54 (x — 0) f°. (134.14) 


Notons que nous n’y explicitons pas les variables de spin. Pour les trois 
orientations du spin S. = 0, +1 les sections de diffusion sont évidemment 
égales. La section pour l’état singlet est 


16(8) = 2 À (0) + 14(7 — 6) 2. (134.15) 


Si dans le faisceau incident toutes les orientations du spin sont égale- 
ment probables [le faisceau n’est pas polarisé), la probabilité de chacun 
des états de spin vaut 1/4. Par suite la section de diffusion différentielle 
des protons non polarisés sera égale à 


cpp0) = < 36 (0) à + 518). (134.16) 


Lorsqu’on néglige les interactions électromagnétiques (interaction des 
charges et des moments magnétiques) l’opérateur T; ne figure pas dans 
le hamiltonien. Dans cette approximation l’interaction mutuelle des nucléons 
doit être isotopiquement invariante. Cela signifie qu’elle ne peut dépendre 
que de la valeur du spin isotopique total et non de ses projections. 

Dans le cas de la collision de deux neutrons (collision « nn») nous 


avons T = 1, T3; — —1. Il s'ensuit que la section de diffusion de deux 
neutrons est égale à la section de diffusion des protons 
Gna(0) = Gpp(0). (134.17) 


Le cas de la collision de protons et de neutrons est un peu plus com- 
plexe (collision « pn »), puisque nous avons alors affaire à la superposition 
de deux états: T=1, T;,=0et T=0, T; = 0. 

Considérons en effet l’onde primaire (134.8); on constate que T(r4, 
t32) peut être égal soit à Si"’(tan las) Si T = 1 et T; = 0 (cf. (121.14), 
soit à Se (fm tse) (cf. (121.13)) si T = 0, T; = 0: 

IS, 2 Ed _ 1 Usa) + S44(005_ 2 Ga), (134.18) 


Ta LES = FZ | 


1 
2 


Si 
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l'indice ++ désigne un proton et l'indice — = un neutron. Les deuxétats 


Envisseeble sont des superpositions des ét du proton et du neutron. 
Pour déterminer les états du proton et du neutron nous devons prendre 

la superposition des états correspondant à T = 1 et à T = 0. Ainsi par 

exemple pour l’état singlet S = 0, l’onde primaire requise est 


1 0 
= 72 Ya (r) 


ea, + 
Sa (Se 522) Sa (fau t32) 


+ I g° ( T = 1 
— eme, = 
7 VOS Gs 2287 x nd 


= er) s, 1 Ga) S_ 1 (32) Sa (Sa S22) + 


+ enr) S à (t32) S 1 (fan) Sa (Say 522). (134.19) 


Effectivement cette superposition représente une onde telle qu’une 
particule d’impulsion +k a un spin isotopique #, — +1/2 (c'est donc un 
proton) et une particule d’impulsion —k a un spin isotopique rs = —1/2 
(c’est donc un neutron). C’est donc un choix convenable de l’onde primaire, 
puisqu'elle représente un proton d’impulsion +k et un neutron d’impul- 
sion —k. Le numérotage 1 et 2 des particules ne présente aucune impor- 
tance. 

En raison de la linéarité des équations l'amplitude de Fpn (8) de l’onde 
(p, n) diffusée sera elle aussi une superposition des amplitudes F, (8) — 
= A1(0) + 4x —0) et F:(6) = 40(0)— 4A9(t —0) respectivement 
pour les états T = 1 et T = 0; les coefficients de cette superposition seront 
les mêmes que ceux de la superposition des ondes primaires (1/2), soit 


Fpn (6) = F4 O+ Fo (6). (134.20) 


La section différentielle pour une en «pny sera égale à 
Spn(6) = = (c1 (6) + 50 (8)) + Re [F(0) Fi (0)]. (134.21) 


Considérons maintenant la somme 6pn (6) + pa (x — 6). Il est clair que 
cette somme détermine la section requise pour observer n’importe laquelle 
des particules diffusées, proton ou neutron. En effet si un proton est dif- 
fusé dans un angle 8, le neutron est diffusé, lui, dans l’angle x — 6. 
Or en remplaçant 0 par x — 6 nous avons F, (x — 6) — F, (8), puisque 
pour 7 = 1 la fonction des coordonnées est symétrique, mais lorsque 
= 0 elle est antisymétrique et F, (x — 6) = —F,(8). On écrira donc 


Spn(8) + Spn (x — 0) = 01(0) + 598). (134.22) 
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(CH. XxXIV 
Mais comme 0: (8) — Gpp (0) = Gnn (8), en mesurant 6» (0) et 5pp (0) nous 
pouvons calculer la section de diffusion 6,(6) pour l’état isotopique T = 0. 
La figure 97 représente les dépendances angulaires ©, (0) et o: (8) pour 
une énergie de 380-400 MeV !). On voit que les interactions dans les états 
T=0et T = 1 sont absolument dif- 
G1072ent-steradian férentes. Les sections totales o, et o 
sont, elles aussi, différentes: ©, est 
pratiquement constante dans la gamme 
des grandes énergies, tandis que 
diminue avec l'énergie. 


$ 135. Effets de polarisation 


accompagnant 
la diffusion de particules à spin 


Nous venons de voir que les inter- 
actions nucléaires sont dépendantes 
du spin des particules. La conséquence 
en est que lors de collisions entre les 
Fig. 97. Variation angulaire de la nucléons où de nucléons ae des 
diffusion élastique de nucléons pris nOYaux atomiques l'amplitude de l’onde 

dans différents états isotopiques. diffusée est différente pour les diffé- 
Tr 0 (ep et Tr! (on pour une énergie rentes orientations du spin de particules 
RE D to diffusées: ainsi apparaît ce que l’on 
dénomme la polarisation de spin. En 
général les particules primaires ne sont pas polarisées et l’état initial n’est 
donc pas un état pur mais un état mixte; cet état initial représente toute 
une collection d'états de spins de différentes orientations, la proba- 
bilité d’occurrence P. de chaque orientation étant différente. Il est 
donc tout indiqué de décrire un tel faisceau à l’aide de la matrice de 
densité p (cf. $ 46) et non par une fonction d’onde. 

Considérons la polarisation d’une particule de spin 1/2; soient 
et 2 les fonctions de spin de base. 

Supposons que le faisceau primaire comporte deux états de spin 4, 
et Ÿ, dont les probabilités d’occurrence sont P, et P,. Nous pouvons 
représenter ces états sous forme d’une combinaison linéaire des états de 
base et Ps 


U= N'oug i= 1,2 (135.1) 
Ei 


D'après (46.4) les éléments de la matrice de densité p sont définis par 
la formule 


2 
px = À Pa Cnichre (35.2) 


n—-i 


1) CERN, Symposium (1956), communication de V. Djélépowv. 
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La valeur moyenne de n'importe quel opérateur de spin Ô doit s’écrire, 
conformément à la formule générale (46.5) comme suit 


O = Sp (p Ô). (135.3) 

Puisque P est une matrice à deux lignes, elle peut être représentée par une 
combinaison linéaire de matrices de Pauli 

pe — À + (Bo). (135.4) 

Exprimant les coefficients 4, B en fonction de la valeur moyenne du spin 

d’une particule $ — - a ou ce qui est plus commode en fonction de 


la valeur moyenne de ©. On remarquera tout d’abord que 
Spoz =0, Spo=2. (135.5) 
Par suite 
6z = Sp (602) = À Spo, + Sp 5; (Bo) — 2B,, 


soit & — 2B. D’autre part les conditions de normation imposent que 
Spp—24A=—1, soit À = 1/2. Ainsi la matrice 


= (1 + 86) (135.6 


caractérise l’état de polarisation du faisceau primaire. On voit que l’état 
de polarisation s'exprime en fonction du vecteur de spin & et de sa valeur 
moyenne 8. Pour un faisceau non polarisé p = 1/2. Après diffusion les 
états de spin seront modifiés et au lieu d’un mélange d'états 4, et 4, nous 
nous trouverons en présence d’un mélange d’autres états d; et ds. Ces 
nouveaux états peuvent être définis en fonction des états primitifs à l’aide 
de la matrice de diffusion Syx (0): 


Yi = Six (0) Ye (135.7) 
Les éléments de cette matrice dépendent de l’angle 60 et de l’impulsion 
k de la particule. Pour 6 Æ O la matrice de diffusion S (6) est propor- 
tionnelle à l'amplitude 4 (6). Conformément aux règles de transformation 
des matrices, la nouvelle matrice de densité p’ sera égale à 
p = StpsS, (135.8) 
où S+ est la matrice conjuguée à S (cf. $ 43). Si le faisceau initial n'était 
pas polarisé p — 1/2 et 


p= st. (135.9) 
Cette quantité n’est pas normée à l’unité, puisque S renferme en plus des 


variables de spin encore d’autres variables (6, k,...). Par suite la valeur 
moyenne après diffusion doit être calculée par la formule 


# = PE. (135.10) 
Sp e 
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C'est précisément cette quantité que l’on appelle polarisation P: 
P — 5. (135.11) 


La valeur concrète de P dépend de la matrice de diffusion S ou, ce qui 
revient au même, de l’amplitude de diffusion 4. On peut cependant démon- 
trer que le vecteur polarisation P est perpendiculaire au plan de diffusion 
défini par les deux vecteurs: le vecteur d’onde k avant diffusion et le vec- 
teur d’onde k’” après diffusion. 

Effectivement P étant la moyenne de o’, c’est un pseudo-vecteur, et 
par suite le second membre de (135.10) est aussi un pseudo-vecteur. Or 
le seul pseudo-vecteur que nous pouvons bâtir avec les quantités caracté- 
risant l’amplitude de diffusion est le produit vectoriel [kk’]. Nous pouvons 
donc affirmer que 


P = « [kk’}, (135.12) 


où « est un facteur de proportionnalité dont la valeur dépend des angles 
et de l'énergie. 1 s'ensuit que pour des angles petits la polarisation doit 
être nulle. Si on dirige k le long de l’axe OZ et si on change l’azimuth de 
diffusion de @ à x — p (notamment diffusion à droite et diffusion à gauche) 
la polarisation change de signe. 

L'expérience confirme l’existence d’une polarisation ?). Dans le cas 
d’une diffusion de protons sur des protons à une énergie de 600 MeV 
la polarisation atteint 40%. 


$ 136. Application de la mécanique quantique 
à la systématique des particules élémentaires 


Nous avons consigné dans le tableau du $ 3 un grand nombre de parti- 
cules actuellement connues. 

Une particularité essentielle de la majorité des particules élémentaires 
est leur instabilité; elles se désintègrent rapidement (voir les temps de vie 
dans la dernière colonne du tableau cité) en d’autres particules élémen- 
taires. 

Parmi les différentes transformations de ces particules un rôle parti- 
culier revient aux processus d'interaction des particules avec les antiparti- 
cules (électron-positron, proton-antiproton, etc.). Ces processus sont les 
processus dits d’annihilation. Dans un processus d’annihilation la parti- 
cule et l'antiparticule disparaissent en tant que telles, en produisant des 
mésons, des quanta y, des électrons et des neutrinos. Ces processus d’in- 
teraction ne peuvent être étudiés dans le cadre de la mécanique quantique 
non relativiste où s'applique, aussi bien qu'en mécanique classique, la 
loi de conservation du nombre de particules. Aussi ne peut-on exposer 
la théorie des particules élémentaires sans l’aide de la théorie quantique 
des champs et de la mécanique quantique relativiste. Néanmoins les prin- 


1) Voir V. Djélépov et B Pontecorvo, UFN, LXIV, 15 (1958) 
(en russe). 
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cipes fondamentaux de la mécanique quantique suffisent pour expliquer 
la systématique des particules élémentaires. 

L'ensemble des particules élémentaires peut tout d’abord être subdivisé 
d’après leurs masses: les particules lourdes — les baryons, les particules 
moyennes — les mésons et les particules légères — les leptons. Au groupe 
des baryons appartiennent les nucléons (protons, neutrons) et les hypérons 
(particules extra-lourdes). On connaît actuellement les hypérons suivants: 
À (particule lambda), Z (particule sigma), l’hypéron en cascade € (parti- 
cule ksi), Q7 (particule oméga moins). Tous les hypérons ont un spin 
égal à 1/2 et sont donc des fermions ($ 116). La décomposition des hypérons 
donne finalement des nucléons. Par suite on peut considérer les hypérons 
comme des nucléons à l’état excité, leur masse mesurant le degré d’exci- 
tation. En conséquence les hypérons sont indiqués sur le diagramme de 
la fig. 98 par des traits horizontaux, des niveaux caractérisant leurs masses 
(en unités de masse électronique). Les lignes verticales indiquent les transi- 
tions quantiques s’accompagnant de l'émission de mésons x ou de quanta 
gamma, et du passage sur un niveau d’excitation inférieur (transformation 
en hypérons plus légers). Le diagramme montre *) que les niveaux des 
nucléons sont formés de groupes de traits représentant des particules de 
masses voisines et de charges différentes. À chaque groupe de particules 
on peut attribuer une valeur commune du spin isotopique et différentes 
valeurs de ses projections; un tel groupe est donc un multiplet isotopique 
($ 131). Le proton et le neutron (c’est le niveau inférieur) constituent un 
doublet: T = 1/2, T, = +1/2. L'hypéron À, est une particule neutre 
n'ayant pas de voisins proches et de spin isotopique T = 0, T; = 0. L’hy- 
péron © peut exister dans trois états de charge (0, -ke) et de ce fait son 
spin isotopique est T = 1, T; = 0, +1. Enfin l'hypéron £ est un doublet 
(charge: 0, —e) de spin isotopique T = 1/2, T; = +1/2. 

La présentation unifiée des hypérons se heurte cependant à une dif- 
ficulté: la corrélation (131.9) entre la charge de ces particules et leur spin 
isotopique n’est pas valable pour les états excités. Pour surmonter cette 
difficulté Gell-Mann et Nishijima ont proposé de généraliser la formule 
(131.9) en y introduisant une nouvelle caractéristique des particules appelée 
« étrangeté », que l’on exprime par un nouveau nombre quantique S; 
compte tenu de ce nombre S, au lieu de (131.9) on écrit 

Q=e [uw + Ts+ + s}, (136.1) 
- < s 
où N cst le nombre baryonique. 

Pour les nucléons S = 0, pour les hypérons À, et £ S = —I, pour 
l’hypéron £ S — —2 et pour l’hypéron {2 S — —3. Ainsi la caractéristique 
complète d’une particule comporte l’indication de son nombre baryonique 
N, du spin o, du spin isotopique T, de la projection T; du spin isotopique 


1) On n'a indiqué sur le diagramme qu’une partie des états excités des barons 
ct des mésons. 
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et de l’étrangeté S. Ainsi l’hypéron Z” est caractérisé par: & = 1/2, T = 1, 
Ts = —1, S — —1. Ces quatre nombres sont indiqués sur les diagram- 
mes de la fig. 98. Pour distinguer les antiparticules on utilise fréquemment 


Masse en unite de masse Masse en urilé de masse 


j électronique electronique 
in 7590 == ga6 1) 
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2100 \°0 2 
2000 FEI 
a. nBt-20 ms L4g 0 &Éau0) 
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Fig. 98. Schéma des particules élémentaires et de leurs désintégrations: 
a) barions (niveaux du nucléon), b) mésons et leptons 


le signe « », par exemple À, — antiparticule lambda. Les mésons et 

les leptons sont représentés dans la partie de droite du diagramme. 
Trois mésons x (r° et x+) ont un spin « — 0; ce sont des bosons (NW = 0) 

et forment un triplet isotopique avec T = 1, T; — 0, 1. L’étrangeté 

du méson + est S — 0. Pour les mésons K: N — 0,o = 0,S — +1,T — 1/2, 
— +1/2, et ils forment un doublet isotopique. 
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Dans le cas de fortes interactions entre les mésons et les baryons se 
manifeste la loi de conservation de l’étrangeté, c’est-à-dire que dans ces 
interactions AS = 0. Ce fait se retrouve dans la loi expérimentale de la 
naissance par paires des particules étranges (des particules pour lesquelles 
S # 0). Par exemple la réaction x7 + p — À, + K® est la réaction que 
l’on utilise naturellement pour produire des hypérons À, et des mésons 
K°. Par contre la réaction x7 + p—A,-- x? est une réaction irréali- 
sable puisque dans ce cas AS + O. 

Cependant dans la désintégration des particules étranges la conser- 
vation de l’étrangeté ne se manifeste pas toujours, par exemple pour 
Ao—p+r, AS #0. 

Le dernier groupe de particules est le groupe des leptons. A ce groupe 
appartiennent: l’électron, le méson pu, les deux neutrinos v, ct vw, ainsi 
que les antiparticules correspondantes. 

Une place particulière revient au photon y ayant un spin o = 1. 

Il n'existe pas à l’heure actuelle de systématique bien définie de ces 
particules et il n’est nullement évident que les notions de spin isotopique 
et d’étrangeté leur soient applicables. 

Par contre on a enregistré dans la systématique des baryons et des 
mésons (on confond souvent ces particules fortement actives sous le nom 
générique de adrons) des progrès tellement importants que l’existence de 
l'hypéron (”, sa masse et son étrangeté ont pu être prédites par la théorie 
(Gell-Mann, 1961). 

Ces questions sc situent en dehors du cadre de notre cours et ce para- 
graphe n’avait pour objet que de montrer que les notions fondamentales 
de la mécanique quantique, comme le spin © d’une particule et son spin 
isotopique 7, conservent toute leur valeur dans le domaine des particules 
élémentaires. 
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CONCLUSION 


$ 137. Schéma formel de la mécanique quantique 


Dans ce cours consacré aux principes de la mécanique quantique 
nous n’avons pas cherché à ce que l’exposé en soit strictement déductif. 
La belle logique d’un exposé déductif conduit inévitablement à l’abstrac- 
tion qui, elle, masque les bases expérimentales des différents principes 
généraux. Mais maintenant que nous en sommes à la fin du cours il est 
tout indiqué de résumer en guise de conclusion aussi bien les principes 
généraux que les tâches de la mécanique quantique. 

La mécanique quantique étudie les ensembles statistiques de micro- 
particules et élabore des solutions à trois problèmes majeurs concernant: 

1) la détermination des valeurs possibles des grandeurs physiques 
(déterminations des spectres de grandeurs), 

2) le calcul de la probabilité de trouver certaines valeurs de ces gran- 
deurs dans un ensemble de microparticules, 

3) l'étude de l’évolution des ensembles dans le temps (mouvement 
des particules). 

L’appartenance d’une microparticule à un certain ensemble est carac- 
térisée en mécanique quantique, dans les cas simples, par une fonction 
d'onde Ÿ. 

Cette fonction d’onde est une fonction d’un ensemble complet de graïi- 
deurs, que nous désignerons par x1). Le nombre de grandeurs nécessaires 
pour former un ensemble complet dépend de la nature du système et cest 
égal au nombre de ses degrés de liberté. Suivant que l’on choisit tel ou tel 
autre ensemble de grandeurs jouant le rôle d'arguments de la fonction d'onde, 
on exprime l’état dans telle ou telle autre représentation. 

Le symbole de la fonction d’onde est affecté d’un indice (n), par exemple 
ŸYn (x), qui sert à indiquer un autre ensemble utilisé pour définir la fonction 
d'onde elle-même (et que bien souvent on omet). 

Un ensemble statistique défini par une fonction d’onde bien déter- 
minée est dit ensemble pur. Par contre un ensemble qui ne peut être défini 


1) On ne doit pas nécessairement assimiler ici x à une ou à plusieurs coordon- 
nées. Nous désignons par x n'importe quelle collection de variables, qu'elles soient 
discrètes ou continues, mais qui forment un ensemble complet. 
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par une fonction d'onde bien déterminée est dit ensemble mixte. Un 
ensemble mixte est caractérisé par une matrice de densité. 

La propriété la plus essentielle des ensembles quantiques purs se mani- 
feste dans le principe de superposition: lorsque deux états possibles sont 
définis par les fonctions d’onde 1, et Ÿ:, il existe toujours un troisième état 
défini par la fonction d'onde 


D = QG Yi + Ce Ye (1) 

© et c« étant des amplitudes arbitraires. 
D'autre part toutes les corrélations entre grandeurs physiques s’expri- 
ment en mécanique quantique à l’aide d’opérateurs linéaires auto-con- 
jugués qui sont tels qu’à toute grandeur physique réelle L on assigne un 


opérateur linéaire auto-conjugué L. 

Pour relier les grandeurs physiques représentées par des opérateurs 
aux grandeurs mesurables on utilise des formules déterminant la valeur 
moyenne L de la grandeur considérée dans l’état 4. Ces formules sont de 
la forme 


L= (4, LY) 1) 
avec la condition de normation !): 
1 = (4, y). 


Ayant défini la valeur moyenne, on arrive à déterminer les spectres de la 
grandeur L, c’est-à-dire toutes ses valeurs possibles. Pour ce faire, on cherche 
à déterminer tous les états dans lesquels la grandeur Z présente une seule 
valeur bien déterminée, donc des états dans lesquels (AL) = 0. Cette 
condition conduit à l'établissement de l'équation des fonctions propres 
de l'opérateur £ (cf. 8 20): 
LYz (x) = Lr (). (Hi) 

On en tire le spectre de Z (continu ou discret) et les états propres cor- 
respondants Yz (x). On admet que les valeurs propres de l'opérateur L 
sont précisément les valeurs expérimentales de la grandeur L. 

Comme les fonctions propres forment un système de fonctions ortho- 
gonales, toute fonction d’onde 4 (x) peut être développée en un spectre 
suivant les fonctions propres dx (x): 


?Q) = D'e(L) 10), (137.1) 
avec £ 
c(L) = (Ÿ1, Ÿ), (137.2) 


1) Nous désignons par le symbole (u, Ér) un « produit scalaire» de u et de Le, 
qui dans le cas de variables continues se présente sous forme d'une intégrale: 


(u,Lv) =\ u* Lu dx, et dans le cas de variables discrètes sous forme d'une somme 


(u, Le) — > > u, Lam Um 
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dans le cas où le spectre de L est continu, le signe Z doit être remplacé 
par le signe intégrale ( az. Ke 


Cette décomposition spectrale se réalise effectivement dans les dispo- 
sitifs qui décomposent l’ensemble % (x) en plusieurs sous-ensembles d£ (x), 
notamment dans les appareils de mesure des grandeurs L. 

La probabilité de trouver dans un ensemble défini par la fonction 
d'onde 4 (x) une valeur donnée L est égale à | c(L) [* (dans le cas d’un 
spectre continu | c(L)|° est la densité de probabilité). 

D'autre part c(L) est la fonction d'onde de ce même ensemble, mais 
donnée dans la représentation en « L». Autrement dit les fonctions c (L) 
et } (x) représentent un seul et même ensemble quantique. De ce point 
de vue on peut considérer que les formules (137.1) et (137.2) servent au 
changement de coordonnées de la fonction d'onde, en faisant intervenir 
un opérateur unitaire $ dont les éléments de matrice S(L, x) sont égaux 
à 272 (x). 

La quatrième particularité importante de la mécanique quantique 
concerne l’évolution dans le temps des ensembles quantiques; on déter- 
mine l'évolution dans le temps d’une fonction d'onde décrivant un en- 
semble donné à l’aide de l’équation de Schrôdinger: 


if _. = À, (LV) 
: 


où l'opérateur H est le hamiltonien du système, qui ne dépend que de la 
nature du système et de l'espèce des champs extérieurs auxquels est soumis 
le système. Dans le cas où ces champs extérieurs sont constants dans le 
temps l’opérateur H sera l’opérateur de l'énergie totale du système. En 
général 

H=T+0, (137.3) 


où T est l'opérateur de l'énergie cinétique et Ü un opérateur représentant 
l'énergie potentielle ou une fonction de forces. 
L'opérateur Î est une fonction de l’opérateur de l'impulsion Ê. L'expé- 

rience montre qu’en l’absence de toute force magnétique 

s RTE 

T = é 3m? (137.4) 
où Pyest l'impulsion de la k-ième particule et mx sa masse. En présence 
d’un champ magnétique on doit remplacer Pz par 


Îr — Ê,— _ A, (137.5) 


où Ar est le potentiel vecteur au point où se trouve la k-ième particule. 
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De l’équation de Schrôdinger (IV) et de la définition de la valeur 
moyenne d’une grandeur (Il) il s'ensuit que 


dL di 
= = (sS 4] + (4, LA, À) ÿ). (137.6) 


Par suite l’opérateur . représentant la dérivée par rapport au temps de 
(4 
la grandeur L est de la forme 


RES AG (137.7) 


et êt 
où [H, £] = _ (AE — LB) sont les crochets de Poisson. 
{l 


Les intégrales de mouvement sont caractérisées par ce que 
Le = 0: (137.8) 


En l'absence de forces extérieures, les plus importantes intégrales de mou- 
vement sont: l’énergie, l'impulsion totale du système 


Ê—- 2 Fi Vr (137.9) 


et le moment cinétique 


M= > ml:+ DS, (137.10) 
F FT 


S, est le moment de spin de la k-ième particule. 


On arrive à déterminer la forme de l'opérateur Ê en remarquant qu'il 
représente une quantité qui est une intégrale de mouvement, ce qui revient 
à dire qu’il commute avec l'opérateur À, à condition qu’il n'y ait pas 
de forces extérieures au système. Sur la base des opérateurs P+ et rs; on 
peut bâtir d’autres opérateurs plus complexes dont la signification physique 
peut avoir un caractère très spécial. Par conséquent la forme des opé- 
rateurs les plus importants se détermine automatiquement dès qu’on 
aura postulé la forme de l'opérateur de Hamilton (donc celle de l’équation 
de Schrôdinger). 

La dernière hypothèse en usage en mécanique quantique est celle qui 
concerne les systèmes de particules identiques. C’est le principe d'identité. 
Selon ce principe la permutation de n’importe quelle paire de particules 
(&, j) n’entraîne pas l'apparition d’un nouvel état physique. En termes de 
mathématiques ce principe s'exprime sous forme d’une condition imposée 
aux fonctions d’onde 


5 =, (V) 
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où À — +1 est la valeur propre de l'opérateur de permutation Pxs. Cette 
condition implique la subdivision de tous les états en deux grandes classes: 


F—WY, (symétriques), (137.11) 
FW—W,  (antisymétriques). (137.11°) 


D'autre part il résulte de l’équation de Schrôdinger que la symétrie ne 
peut changer au cours du temps. Par suite l'appartenance des particules 
à la sorte «s» ou à la sorte «a» ne dépend que de la nature des parti- 
cules. Les particules dont l’état est décrit par des fonctions d’onde anti- 
symétriques Ÿ, sont appelées particules de Fermi. Ces particules de Fermi 
sont soumises au principe de Pauli, qui est un corrolaire des propriétés 
des ensembles décrits par des fonctions d’onde antisymétriques. 

Les particules dont l’état est caractérisé par des fonctions d’onde symé- 
triques Ÿ, sont appelées particules de Bose. 

Nous voyons donc que la mécanique quantique repose sur cinq idées 
fondamentales: (1) le principe de superposition des états, (IT) la détermi- 
nation de valeurs moyennes, (LI) l'interprétation des valeurs propres 
comme les seules valeurs possibles, (1V) l'équation de Schrôüdinger, (V) le 
principe d'identité des particules de même espèce. Les fondements physi- 
ques de ces différentes idées ont été développés dans notre cours. 


$ 138. Formulation de la mécanique quantique 
selon Feynman 


Dans le paragraphe précédent nous avons donné un schéma formel 
de la mécanique quantique qui est universellement admis. Ce schéma se 
fonde sur l’équation de Schrôdinger et le passage de la mécanique classique 
à la mécanique quantique utilise le formalisme de Hamilton. 

Il existe cependant une formulation différente de la mécanique quan- 
tique, due à Feynman (1942) 1). L'approche de Feynman ne se base pas 
sur l’équation de Schrôüdinger et au lieu d’utiliser le formalisme de Hamil- 
ton, on fait appel à la méthode de Lagrange ©). 

Au cœur de l’approche de Feynman on trouve la notion de propa- 
gateur K(q, t; 4» to) à l’aide duquel on arrive à définir une fonction 
d’onde 4 (g, t) à partir de sa valeur initiale 4 (go, fo) à l’instant 1 = t4. 

On peut entendre par q n’importe quelle variable dynamique caracté- 
risant notre système à un instant r, et par 4, On entend cette même variable 
à l'instant initial #,. Avec ces notations le propagateur K est défini par la 
corrélation 


d (gt) = \ K (@ 1: Go ta) Ÿ (os fo) dao- (138.1) 


1) On trouvera un exposé complet de cette formulation dans le livre de 
R. Feynman ct A. Hibbs, Quantum mécanique and path integral, N.Y., 1965. 

2) Des 1933 Dirac avait suggéré la possibilité d'appliquer la méthode de La- 
grange à la mécanique quantique. Voir P. A. M. Dirac, The Principles of Quan- 
sum Mechanics (1930). 
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Il est évident que le propagateur K doit satisfaire à l'équation de Schrô- 
dinger, puisque 4% (q, ft) satisfait à cette équation. A l'instant 1 =#t0 
K doit se ramener à à (q — q9) afin que l’égalité (138.1) ait un sens à l'instant 
t=t9 Pour {, > t on pose généralement K = 0 (principe de causalité). 
Ces conditions impliquent que le propagateur K coïncide avec la fonction 
de retard de Green $ de l'équation complète de Schrôdinger (tenant 
compte des interactions). 

Nous ne nous référerons plus à l’équation de Schrôdinger et nous 
suivrons, pour calculer K, une autre voie plus adéquate à cette nouvelle 
notion. 

Examinons d’abord les principales propriétés du propagateur K. Sup- 
posons qu’à l'instant 1 = f, les variables dynamiques qg avaient une seule 
valeur bien déterminée qg = g,. Dans ce cas 4 (g, to) = à (gs — do). Si à 
un instant ? g = q’, nous aurons d’après (138.1) 


Ÿ(g',t) = K(q', 1; Go to)- 
Il s'ensuit que la quantité 


P(g', 15 Qo to) = 1 9 (@Q', D F = 1K(g, 1; go to) À 


représente la probabilité du passage du système de l’état g = g, dans un 
état q = q’ pendant le temps t — to (fo < t). Le propagateur K jouit d’une 
propriété importante: le produit de plusieurs propagateurs est un nouveau 
propagateur. En prenant 4 (q’, t) en qualité de fonction initiale et en la 
substituant dans (138.1), nous obtenons 


K(@ 1; Go to) = \ Kg, 1:47, 2) K(g”, 13 Go to) dg”. (138.2) 


L'expression (138.2) montre que le passage du système de l'état g,, dans 
lequel il se trouvait à l’instant r, dans l’état qg où il se trouve à l'instant 
t(r > t9) peut être considéré comme comportant deux étapes. Lors de la 
première étape le système passe à l’instant #”” (f < t”’ < t) dans un état 
intermédiaire g” quelconque, et ce n’est qu'après que le système atteint 
à l'instant r son état final g. 

Il va de soi que rien ne nous empêche de subdiviser à volonté l’inter- 
valle (7, t.). Subdivisons-le en N intervalles de temps: (fo, 1), (f1, fe)... , (tk, 
tk). -  (n-2 fn), tn = t. Désignons par gz (k = 0, 1,..., N) les valeurs 
des variables dynamiques aux instants que nous venons de définir; le 
propagateur K, relatif au /-ième intervalle de temps sera alors de la forme 


Ki = K (qity tits qu hi). 


En appliquant successivement le propagateur K7 à n'importe quelle 
fonction initiale  (g, f,) nous obtenons l’expression suivante du pro- 
pagateur correspondant à l'intervalle de temps (f,, t): 


. # 


K(Q, !; Gw to) = \.\ K(q,t; Gx-1 1x1) K (GN-v tN-15 QN-» n- 2)... 
.. K(Qs tas Que 11) K (Qu (15 Go lo) dIn-1 dN-2...dqu (138.3) 
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l'intégration est effectuée par rapport à tous les états intermédiaires (inté- 
grale d'ordre N — 1). 

Le processus de passage successif par tous les états intermédiaires 
admissibles est appelé chaîne markovienne. Cependant dans la théor ie 
classique cette chaîne est constituée non par les amplitudes de transition 
(comme nous l’avons obtenu dans (138.3)), mais par les probabilités de 
transition P(Qr;1, +15 Qx, fe): 


P (g, 1; Go to) — ( a \ P(g, 1; qn-1 fx- à) P (Qx-2 fn-25 QN- 2 (A2)... 


-.. P(Qa, ta; Qu tà) P (Que f15 Go to) dgx-1. dgx-2...dqu (138.3) 


La figure 99 représente plusieurs « trajectoires » pouvant apparaître 
dans une chaîne markovienne. Nous avons mis le mot trajectoire entre 
guillemets, puisque tout intervalle de temps fini Arf =## —tx peut 
être subdivisé en intervalles plus courts Ar’ << Ar. Ces intervalles peuvent 
être à leur tour subdivisés en intervalles de temps encore plus courts et 
ainsi de suite; il en résulte que les trajectoires d’une chaîne markovienne 
n'ont pas de tangentes continues. 

Notons que la différence entre la chaîne quantique (138.3) et la chaîne 
classique (138.3°) manifeste une fois de plus le fait qu'en mécanique 
quantique ce ne sont pas les pro- 
babilités elles-mêmes qui présen- 
tent une importance primordiale, 
mais bien les amplitudes de ces 
probabilités. En principe ce fait 
ne permet pas de réduire la mé- 
canique quantique à une méca- 
nique statistique classique quelle 
qu'elle soit. 

Il est évident que la chaîne 
markovienne classique (138.37) a 
un sens un mécanique quantique. 
Mais cette chaîne décrit un mou- 
vement du système quantique qui 
est interrompu à tous les instants 
Fig. 99. Trajectoires de la particule utilisées {= {k (&=1,2,°°:, N—1) par 
pour l'intégration dans une chaine marko- la mesure de ses variables dyna- 

vienne. miques g; autrement dit le mou- 

Falls les g sont le coordonnées deie panule  Vément du Système est interrompu 

par l’intervention de l’appareil de 

mesure. La cohérence du mouvement du système est corrompue pen- 
dant les intervalles de temps (f51, fx) et (fx, th). 

Pour trouver la forme explicite du propagateur K(q, t; 4» to) nous 
considérerons pour plus de simplicité le cas particulier du mouvement 
unidimensionnel d’un point matériel dans un potentiel extérieur W(x). 


8 138) FORMULATION DE LA MÉCANIQUE QUANTIQUE SELON FEYNMAN 623 


Dans ce cas particulier g — x et la fonction classique de Lagrange est 
de la forme 


L(x, = 2] — VX, 


m est la masse de la particule, x — _ sa vitesse. L'action S qui s'exerce 
durant un court intervalle de temps (fx, feh) est égale à 
et 
S (ki tkt; Xk, te) = \ L (x, ÿ) dt. 
tk 


Démontrons maintenant que si le propagateur quantique X relatif 
à un intervalle de temps infiniment court Af = 1; —1x est supposé 
être de la forme 


K (Xe et; Xe, tx) = C'exp 1e Es (=) — 


= Y | ar}, (138.4) 
la fonction d'onde (x, t) définie par (138.1) satisfait à l'équation de 
Schrôüdinger 


ih 290 


à Fe VHS D+ VD. (138.5) 


Remarquons que la quantité ***1—%E est une approximation de la 


vitesse de la particule pendant l'intervalle de temps (fx, fn) et C est un 
facteur de normation qui est déterminé par la condition que K = & (xx41 — 
— xr) pour At +0. On trouve aisément que 


j” 


= [ TT (138.6) 


Substituons (138.4) dans (138.1) et posons le résultat de cette substi- 


> 


tution 45 =X—E, q9—4o—=x—Xo=E, t—t9+ At. D'autre part 
Ÿ Cros to) = Y (x — EE, 19) = 
= dx, to) — RER Et) D (x, to) E2 + 


ax? 
et 


exp {— + PGAïl = 1 +7 At +... 
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L'expression (138.1) devient alors 


d (x, to + At) = ACTES ee 1[' + 


+ + Àt +... x [oc to) — ce pe 
Fe E +. |: (138. 7 


Profitant de ce que { ei dz = le — , on calcule facilement le deu- 


xième membre de la formule (138.7). L'intégrale qui a en facteur (x, to) 
vaut 1 en vertu de la normation (138.6). L'intégrale du terme linéaire 
en Ë est égale à zéro. L'intégrale renfermant E? vaut — 2 At. 
4 m 
Les termes de puissances plus élevées en £ tendent vers zéro plus vite que 
(ArŸ. En rassemblant les résultats des intégrations et en remarquant 


que a D (x, to + Ar) — dx, to) + ee (nous avons remplacé to 


par t puisque pour At + 0 ils ne se laissent plus distinguer) nous retrou- 
vons, à partir de (138.1) et (138.4), pour la fonction d'onde (x, t) l’équa- 
tion de Schrôüdinger (138.5). On a démontré ainsi que la méthode du pro- 
pagateur (méthode de Lagrange) est équivalente à l’utilisation de l’équation 
de Schrôdinger qui est l’analogue de la méthode de Hamilton-Jacobi en 
mécanique classique. 

D’après ce qui vient d'être dit, nous pouvons écrire une expression 
du propagateur pour un intervalle de temps fini (f,, t). En multipliant 
les propagateurs (138.4) correspondant aux intervalles de temps inter- 


médiaires (tx, tz:+) et en intégrant par rapport aux valeurs intermédiaires 
xx des variables, il vient 


K (x, 15 Xo, D= lim. (oaplé SR f[æmnn| 


At-30 le -1 
Er 
— V (x) a] X C? dxidxs... dun. (138.8) 
Cette limite de l'intégrale multiple est appelée intégrale fonctionnelle. 


En remarquant que pour une subdivision infiniment fine de mena 
(to t) la quantité peut être assimilée à la vitesse À “— =xeten 
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désignant l’élément du volume d'intégration C®° dx,...dxx_, par d{x] 
nous pouvons écrire le résultat (138.8) sous une forme compacte 


{dar 


le 


KT: Xo te) = (ex) exp . (138.9) 


us 
h 


L'intégrale se trouvant dans l’exposant de l’exponentielle représente l’action 
classique 


l 
S=(zt x) dt. (138.10) 


le 


L'intégration dans la formule (138.9) est étendue non seulement aux 
trajectoires classiques correspondant à l’extrémum de l’intégrale (138.10) 
mais à toutes les autres trajectoires reliant les points (f,, xo) et (r, x). 

La présentation du propagateur sous forme d’une intégrale fonction- 
nelle des trajectoires (138.9) permet de comprendre pourquoi, à la limite 
classique, on ne peut étudier que des trajectoires classiques. En effet, si 
le système considéré peut être décrit par la mécanique classique, l’action 
S est alors très grande devant la constante de Planck ñ. Considérons une 
trajectoire qui ne peut être une solution des équations de mouvement 
classiques. N'importe quel changement de trajectoire donne lieu à une très 
forte variation du rapport S/h figurant dans la formule (138.9) et à une 
rapide oscillation de l’amplitude. En définitive les contributions de toutes 
ces trajectoires s’annihilent mutuellement. C’est pour cette raison qu’à 
la limite classique on peut ignorer ces trajectoires. 


Cependant au voisinage d’une trajectoire décrite par les équations 
de mouvement classiques il en va tout autrement. Comme l’action y est 
extrémale ÔS — 0, de petits écarts à la trajectoire ne font pas varier la 
valeur de S. De ce fait les contributions des différentes trajectoires à la 
valeur du propagateur ne se détruisent pas mutuellement, puisqu’elles sont 
de phases peu différentes, la phase étant égale ici à Sc1/#. Aussi dans l’ap- 
proximation classique le propagateur (138.9) n'est différent de zéro que 
pour les trajectoires où l’action est extrémale. Mais c’est précisément le 
résultat classique selon lequel tout corps se meut suivant la trajectoire de 
moindre action ÈS = 0. 


Pour conclure ce paragraphe nous donnerons deux exemples d’un 
calcul explicite du propagateur K (x, t; xo, f,) d’une particule en mouve- 
ment libre et d’un oscillateur. Dans le premier cas la fonction de Lagrange 
L est 


LG = TE. 
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L'intégrale fonctionnelle correspondante s'obtient en posant dans (138.8) 
V (xx) = 0. Mettons à profit une propriété élémentaire de l'intégrale 


+ - 
i mi[(x—x,} (x1 — X0Ÿ° 
C2(Ar) | exp {= es [SE + | dx, = 


= CG Anexp [= J _ ET , 


C étant défini par la formule (138.6). En appliquant cette formule succes- 
sivement (N — 1) fois on obtient 


: «3 m 12 LR m (x — x} 

KG, l: Xe 0) Een [ Re En | (138.11) 
Ce résultat peut être facilement généralisé pour le cas tridimensionnel 
32 i m (x—x)) 

—————— _ — ——— |. .12 
rever) exp| h 2 1—1% | (52 


Comme on pouvait s'y attendre la formule (138.12) coïncide 
au facteur —— près 1) | avec la fonction retardée de Green de l’équation 
( 


libre de Schrôdinger (cf. Annexe XIV). 
Dans le cas de l’oscillateur harmonique la fonction de Lagrange est 


K (x, 1; Xp to) = 


LR à) = + (— 08), 


où w, cest la fréquence propre de l'oscillateur. 

Le calcul du propagateur X de ce lagrangien effectué à l’aide d'approxi- 
mations multiples (138.8) est assez compliqué. Aussi utilisons-nous ici 
l’artifice suivant. 

Procédons à un changement de variables dans (138.9) en posant 

x (6) = x () + y), 
Xe1 (t) est la trajectoire classique passant par le point initial (xe) et le point 
terminal (x+). Il est évident que y (fa) = y (te) = 0. Si le lagrangien est 


quadratique par rapport aux coordonnées et aux vitesses, on peut pré- 
senter l’action S sous la forme suivante: 


S [x (9)] = Soi (Xe, xo) + S’ Dr (E)], 


1) Le facteur (—i/h) provient des normations différentes du propagateur X (x, r: 
Xo, lo) et de la fonction de Green g (x — xo, ! — 19). On s’en rendra aisément compte 
en identifiant RE (2) de l'annexe XIII avec l'équation du propagateur libre 


? 2m 


(ui + v*} KG; Xe 19) = — À 8 (m — x) 3 (1 — 1. 
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où Sci (Xa, xb) = S [xai(t)], et S’ est une action supplémentaire qui ne 
dépend que de y (r)*). Le propagateur K'(xv, fb; Xa, ta) se laisse présenter 
maintenant sous la forme 


K (x 1b: Xa, ta) = 


= exp [5 Su (ra, 20 ]] | {> D} exp Ë S'LOI. (3813) 


Nous avons donc réussi à expliciter la dépendance du propagateur avec 
les coordonnées des points initial et terminal (xa et xo). Si le lagrangien 
du système est indépendant du temps, l'intégrale fonctionnelle subsistant 
dans (138.13) n’est fonction que de la différence r» — ta. Dans certains 
cas la forme de cette fonction peut être déterminée sans avoir à calculer 
l'intégrale le long des trajectoires. 

Pour un oscillateur harmonique Sci (xa, xb) se présente comme suit 


Se1 (xa, Xb) = ER [+ x?) cos wo T — 2 Xa v], 
avec T = fp — la. 
La formule du propagateur s'écrit alors de la façon suivante 


Ko, lb; Xas ta) = 


_ F(TJexp|-res— (Ë + 49) cos GeT— 2x xo)}- (138.14) 
2h sin wooT 

La fonction F(T) peut être déterminée en exigeant que le propagateur 

de l’oscillateur harmonique (138.14) se ramène pour «w,9—> 0 au propa- 

gateur d’une particule en mouvement libre (138.11). Le calcul montre que 


1/2 
FE Pre I 


La connaissance du propagateur fournit pratiquement toute l’infor- 
mation requise pour une description quantique du système. Avant tout 
on peut déterminer à l’aide du propagateur les probabilités de transition 
entre les différents états du système, ainsi que les fonctions d’onde et le 
spectre d’énergie. Nous n’examinerons pas ici ces questions puisque leur 
description détaillée se trouve dans l’ouvrage de Feynman et Hibbs cité 
plus haut. 

Notons pour conclure cette brève revue de l’approche de Feynman 
à la mécanique quantique que bien que cette méthode ne donne lieu à 
aucune découverte dans le domaine de la mécanique quantique, elle pré- 
sente des avantages indiscutables quant à la clarté des conceptions physi- 
ques et établit une liaison plus étroite avec la description classique des 
phénomènes quantiques. 


1) Les termes renfermant le produit xa(#)y (1) une fois intégrés par rapport 
au temps donnent une contribution nulle. 
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$ 139. Questions de méthodologie. 
Fonction d’onde et ensembles quantiques 


Les nouvelles idées physiques qu’avança la mécanique quantique ont 
donné lieu dans les années trente à des controverses acharnées entre les 
représentants des différentes conceptions philosophiques. 

Ces discussions se prolongeaient encore dans les années d’après-guerre 
et n'ont pas été inutiles, puisqu'elles ont permis d’éclaircir plusieurs aspects 
importants du problème général concernant l'interprétation des principes 
généraux de la mécanique quantique et des conclusions qui en découlent 
relatives à la méthodologie scientifique. Les physiciens soviétiques ont 
apporté une contribution appréciable à l'éclaircissement de ces fondements. 

C'est l'interprétation du sens de la fonction d'onde Ÿ qui fut l'objet 
des discussions les plus âpres. La question qui se posait était la suivante: 
la fonction d’onde donne-t-lle une description complète et objective 
de la réalité physique ou ne sert-elle à l’observateur qu’en qualité de « cale- 
pin» pour enregistrer des informations? Est-ce que la fonction décrit 
vraiment l'état d’une particule ou d’un ensemble? 

Un autre objet de discussions était le problème de la causalité en méca- 
nique quantique. La mécanique quantique est en effet une théorie statis- 
tique. On a exprimé des points de vue fort différents sur le caractère sta- 
tistique de la mécanique quantique et nombreux étaient ceux qui esti- 
maient que ce caractère statistique devait être justifié sur la base d’une 
mécanique strictement déterministe. 

L'existence de nombreux points de vue sur ces problèmes provenait 
pour une part d’un manque de confiance dans la mécanique quantique, 
et pour une autre part d’une analyse insuffisante de certaines conclusions 
auxquelles aboutit la mécanique quantique et qui semblaient paradoxales. 

Actuellement il n’y a aucune raison de ne pas faire confiance à la méca- 
nique quantique. La puissance de ses méthodes s'est pleinement révélée 
aussi bien dans la physique atomique que dans la physique nucléaire. 
Ayant renoncé à la description du mouvement de particules le long 
de trajectoires, qui était des siècles durant la conception scientifique idéale, 
nous n’avons perdu que quelques illusions. A leur place est apparuc une 
splendide harmonie de corrélations régissant le microcosme. 

Un exposé du contenu de ces vieilles discussions ne présente aujourd’hui 
qu'un intérêt historique). Aussi nous nous contenterons dans ce qui 
suit de répondre aux questions posées ci-dessus, en partant du concept 
d’ensemble quantique qui a servi de base à l’exposé de ce cours. 

Notons que du point de vue de la méthodologie ce concept diffère de 
la conception de l’école de Copenhague qui est plus largement répandue 
en ce qu’elle réserve à l'observateur un rôle plus modeste, et ne se lasse 


1) Voir par exemple la 4ÈM édition de notre cours parue en russe en 1963. 
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pas de faire ressortir le caractère objectif des ensembles quantiques et des 
lois qui les régissent 1). 

Le concept d’ensembles quantiques est très proche de celui de l’ensemble 
classique de Gibbs que l’on connait bien grâce à l'étude de la thermo- 
dynamique statistique. Dans l’ensemble de Gibbs le microsystème est en 
interaction avec un thermostat macroscopique.# porté à la température 6. 
La probabilité Wo (#, O) d'obtenir tel ou tel résultat d’une mesure des 
variables dynamiques (?, Q) du microsystème se rapporte à un ensemble 
résultant d’une répétition indéfinie de situations que créent les micro- 
systèmes x et le thermostat .#, autrement dit il s’agit d’une reproduction 
indéfinie des systèmes x se trouvant dans des conditions macroscopiques 
constantes, déterminées par le thermostat porté à la température 6. En 
conséquence la probabilité #4 (©, Q) comporte non seulement les carac- 
téristiques (#, (Q) du microsystème, mais encore la caractéristique de l’am- 
biance macroscopique — la température 0 du thermostat. 

En parfaite analogie avec l’ensemble classique de Gibbs un ensemble 
quantique s’obtient par une répétition indéfinie de situations créées par 
un seul et même microsystème pu (et non par un seul exemplaire de ce 
système!) placé dans un seul et même entourage macroscopique .#. 

Ainsi on considère en mécanique quantique le microsystème {1 en liaison 
avec son entourage .# qui lui «impose » son état dans la signification 
quanto-mécanique de ce terme. 

Cependant à la différence d’un ensemble classique, cet état est décrit 
non par une probabilité quelconque, mais par l’amplitude de proba- 
bilité 4 /(Q), donc par une fonction d’onde, ou dans le cas plus général, 
par une matrice de densité p. 4:07) (cf. $ 46). L'indice .# caractérise 
l'ambiance macroscopique qui détermine l’ensemble quantique. Dans les 
cas les plus simples on peut ramener l'indice .# aux nombres quantiques. 
Ainsi, par exemple, pour un gaz se trouvant à une température suffisam- 
ment basse, la température 0 du thermostat peut être remplacée par le 
nombre quantique nr, du niveau inférieur Æ, de l’atome, à condition que 


son énergie thermique moyenne & X (& est la constante de Boltzmann) 


soit beaucoup plus petite que l'énergie d’excitation de l'atome e = E — E;; 
l'indice .# peut être remplacé par l'indice p — impulsion de la particule, 
si l'entourage macroscopique favorise l'apparition d’une onde mono- 
chromatique de De Broglie. 

Toutes les prévisions de la mécanique quantique concernent un en- 
semble constitué par la reproduction de l’ambiance macroscopique .# 
et du microsystème qui s’y trouve. 

La question de savoir si la fonction d’onde appartient à une seule 
particule est une question posée aussi mal à propos que la question de 


1) Voir D. Blokhintsev, Les grands problèmes de la mécanique quantique, 
M., 1966 (en russe). 
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savoir si la probabilité de gain d’un certain lot est une caractéristique d’un 
billet donné de la loterie. 

La fonction d’onde (ou la matrice de densité) inclut en tant que carac- 
téristiques du microsystème px, par exemple, ses coordonnées (Q), ainsi 
que les caractéristiques de l’entourage macroscopique .# qui détermine 
l’état de ce microsystème. 

Par conséquent la fonction d’onde Ÿ / (Q) ou la matrice de densité 
e.# (Q:Q) définissent l'appartenance du microsystème x à un ensemble 
quantique bien déterminé. Quant à la probabilité de tel ou tel autre résultat 
d’une mesure des variables dynamiques Q, elle est déterminée par la 
quantité 


dW 4 (Q) = 1.4 (Q) © dQ ou dW y (Q) = 8.4 (Q, Q) da. 


L'ambiance macroscopique .# peut être artificiellement créée dans le 
laboratoire chaque fois que l’on désire préparer des particules d’une façon 
déterminée, ou bien elle apparaît spontanément dans les conditions natu- 
relles. 

En ce sens la fonction d’onde F (Q) (ou la matrice de densité P. y (Q, 
Q") est une caractéristique objective de l’ensemble quantique et pourrait 
être en principe déduite de mensurations. Par mensurations d’un seul 
et même exemplaire d’un microsystème on ne peut rétablir ni W#, ni ? #. 

Les étudiants qui commencent à s'initier à la mécanique quantique 
posent la question de l’essence physique du phénomène consistant en 
une constriction du paquet d’ondes lors des mesures, quand après mesure 
d'une variable dynamique L — L; la fonction d'onde Ÿ (Q) initiale se 
re en une fonction d'onde 4; qui est la fonction propre de l’opé- 
rateur L: 


Ÿ.# (0) 2 = Cn Yn (Q) > Yn (Q). (139.1) 


(on a mesuré L = L,). A la suite d'une série de mesurations un ensemble 
initialement pur se transforme en un ensemble mixte (cf. $ 46). 

Ceux qui se contentent d'un point de vue d’information pure donnent 
à cette question la réponse suivante: du fait de la mensuration c’est l’in- 
formation dont disposait l'observateur qui a changé, et l'observateur 
inscrit dans son « calepin » la nouvelle fonction 4, et efface l’ancienne 
F4. Une telle interprétation pragmatiquement satisfaisante se trouve en 
difficulté lorsque la transition quantique se produit sans l’intervention 
patente de l’observateur. C’est ainsi qu’un atome radioactif se trouvant 
dans les conditions naturelles peut fort bien se désintégrer et la fonction 
d'onde ,(r) qui était concentrée tout entière dans le noyau se trans- 
forme en une onde divergente ef#r/r: l’état d, « se concentre» dans l’état 
etkrjr qui est l’état propre de l’opérateur de l'impulsion Êr avec la valeur 
propre p, = hk. Quant à la nature du phénomène qui se produit alors 
on ne peut trouver une réponse qu’en donnant une description conjointe 
du mouvement du microsystème, de l’appareil de mesure, de l’analyseur 
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ct du détecteur. Le fond de la question réside en ce que, lors de la mensu- 
ration, on détruit la cohérence des différents états Y,, qui avant mensu- 
ration étaient cohérents entre eux. De ce point de vue la fonction de l’analy- 
seur réalisant la décomposition spectrale est insuffisante, car les faisceaux 
séparés par l’analyseur restent cohérents. Cela signifie que si à l’aide de 


miroirs on aurait rassemblé ces dif- 
férents faisceaux en un seul, nous 
aurions observé une image d’inter- 
férence. 

La cohérence des faisceaux est 
détruite par le fonctionnement du 
détecteur macroscopique. Ces consi- 
dérations se laissent visualiser par 
le schéma de la fig. 100. L’am- 
biance macroscopique .# détermine 
l'état W 7 du microsystème u. 
L'’analyseur À décompose la fonc- 
tion d'onde Ÿ y de l’ensemble initial 
en un spectre C1 Un, CoVas., CnYnoee 
suivant une propriété L caractéris- 
tique de l’analyseur utilisé. Ensuite 


19 
g: 
Li" 
Y 
Fig. 100. Schéma des mesures en méca- 
nique quantique: le cercle .{/ + 11 repré- 
sente l'ambiance macroscopique, qui 
fait apparaitre un certain état de la 
microparticule p. 
A analyseur décomposant A Sa un spectre de la 
variable dynamique L mesurée: 
LU... noces De De... Dne--. 


différents canaux du détecteur ® dont la mise en 
marche fixe lo résultat de la mesure 


4 
es 


le microsystème exerce son action 
sur l’un des canaux ®,, %,,..., ®,,.. du détecteur ® ; la particule 
se révèle dans un de ces canaux, le n-ième par exemple. Maintenant nous 
avons le droit d’affirmer que la transition quantique de l’état Y y (x) 
à l'état , (x) a bien eu lieu. Si maintenant que le détecteur a rempli 
sa fonction on rassemblait en groupes les particules présentant des 
valeurs déterminées de la propriété L: L=L,, L=L:,..., L=L,,..., 
les fonctions d’onde correspondantes d,, %.,..., d,,... ne seraient 
plus cohérentes. Ainsi donc le principal processus de constriction 
de la fonction F4 — 4, est le changement d'état d’un système macro- 
scopique — le détecteur. Ce processus peut être étudié par les procédés 
de la mécanique quantique si on inclut ce dispositif dans la description 
quanto-mécanique. Mais si on inclut un dispositif macroscopique dans 
une étude quanto-mécanique on devra décrire la situation générale par 
la méthode de la matrice de densité P w. 

Considérons deux exemples idéalisés (maïs simples) de mesures de 
mécanique quantique. 

A. Supposons que le diaphragme ® comporte deux orifices O, et 
O; de diamètre d (fig. 101). On dirige sur ce diaphragme une onde de 
particules Ÿ, (x). En passant par les orifices O, et O, cette onde donne 
naissance à deux faisceaux diffractés , (x) et d: (x) (on suppose que la 
longueur d’onde À du faisceau incident 4, est comparable au diamètre d 
des orifices). En raison de la cohérence des ondes , (x) et 4 (x) on voit 
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apparaître sur l’écran une image d'interférence. La répartition des inten- 
sités que l’on y observe est donnée par l’expression 


1) = hi C9 + Le CP = 1h) © +] be D 7 + 2Re di (x) ba (x). 

Le dernier terme du second mein- 
bre est dû à l’interférence des 
faisceaux d,(x) et 4, (x). 

Supposons que nous voulons 
savoir par quel orifice est passée 
la particule. Le diaphragme joue 
le rôle d’analyseur de position 
de la particule (x=0O, ou x = O:). 
On doit disposer en outre d’un 
détecteur. En qualité de détec- 
teurs D, et D, nous prendrons 
deux rayons de lumière L, et L.. 
La longueur d'onde À, de ces 

. . L'onde a à travers Tayons lumineux doit être suf- 
ds onto Où su Dréliqués dans le fisamment petite pour que ces 
diaphragme S. rayons détecteurs ne divergent 

A droite du diaphragme apparait un champ Y(x) = pas par diffraction. Autrement 
PE See Le sont le rayonssonde dont ie dit ces rayons doivent être tels 
diffusion pere de Préciser le lieu, de page de li qu'on puisse les décrire par l'op- 
tique géométrique; ce sont donc 

des rayons macroscopiques classiques. Si c’est le rayon L, qui a été diffusé, 
cela signifie que la particule est passée par l’orifice O, et sa coordonnée 
x était voisine de ©.. Si c’est le rayon L, qui a été diffusé, c’est que la 
particule est passée par O, et sa coordonnée x est donc voisine de O.. 

Après la diffusion du rayon lumineux, l’état de la particule sera décrit 
non par la fonction d'onde 4, (x) ou 4 (x), mais par la fonction à (x — x,) 
ou S(x— Xe) (%1 & On Xe © Où) et l’un des faisceaux 4, (x) ou 4: (x) 
sera anéanti. Leur cohérence sera donc elle aussi détruite. 

La mesure de la coordonnée de la particule qui fait intervenir un rayon- 
palpeur macroscopique modifie l’ambiance macroscopique des particules 
caractérisées par le faisceau incident 4, (x). Un nouvel ensemble quantique 
apparaît, adéquat à la nouvelle ambiance macroscopique. Dans cette 
nouvelle ambiance on n’observe plus sur l’écran d’image d’interférence. 
Il y a lieu de noter que cet exemple constitue une excellente illustration 
du principe de complémentarité. 

B. Considérons un autre exemple de mensuration simplifiée ?). Sup- 
posons qu’une particule L appartienne à un ensemble dans lequel son état 
est décrit par l’onde stationnaire 


e@) = = (ee + ete) = pt (x) + p (x), 


1) Bien d’autres exemples analogues sont donnés dans le livre de D. Blokhin- 
tsev, Les grands problèmes de la mécanique quantique, M., 1966 (en russe). 
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x est la coordonnée de la particule, & est son impulsion. On voit que l’état 
@ (x) est la somme cohérente de deux états o* (x) = — et%z, dont l’un 
Te 


est d’impulsion k et l'autre d’impulsion —k. La mensuration que l'on 
se propose d'effectuer consiste à déterminer les signes de l'impulsion, 
donc à déterminer si c’est dans l'état pt (x) ou dans l’état 9” (x) que l’on 
décèlera la particule. En qualité de détecteur (jouant simultanément le 
rôle d’analyseur) on utilise une petite bille macroscopique .# placée au 
sommet d’un cône. Pour que ce montage soit effectivement réalisable 
nous supposerons qu'une petite partie du cône a été tronçonnée et que 
dans la surface mise à nu on a fait un creux tellement petit que la petite 
bille qui y repose se trouve dans un état d’équilibre très voisin de l’ins- 
tabilité. Un tel cône peut être caractérisé par une énergie potentielle 
U (Q) (Q étant la coordonnée du centre de masse de la petite bille), repré- 
sentée sur la fig. 102. L'énergie AE requise pour faire tomber la bille est 


supposée tellement petite que ÂE < —— : 7. Ÿ| Cette dernière quantité est 


l'énergie de recul de la bille M eau ’elle diffuse la microparticule 
u. Ayant admis que la masse M est grande et la masse pu 
petite, la diffusion de la particule x s'accompagne d’un transfert 
d’impulsion +2p. Du fait de 
l'instabilité de la bille placée 
au sommet du cône, elle doit, 
après diffusion de la micro- 
particule, dévaler le long de 
la côte du cônc et accumuler 
durant ce trajet une énergie 


Le 
cinétique égale à — =U 
q 8 2M 0- 


Cette énergie peut être aussi 
grande que l’on veut (si Us 
est grand). Ainsi le phéno- 
mène physique à l'étude 
commence à un niveau 
quantique microscopique (dif- Fig. 102. Schéma du dispositif de mesure le 


fusion de la microparticule) plus simple qui soit. 


: LP de l'axe des ordonnées on porte l'énergie potentielle 
et se transforme ensuite en M oetu ble SHcbe ai Sonmet du eue EN alu. 


un phénomène  macrosco- se où reraent la fonction d'onde d, de le Ville 
pique (mouvement à grande avant ed pe microparticule, ainsi que sa fonction 
vitesse d’une bille massive). Ê der 

Sur la fig. 102 on a représenté en plus de la courbe de l'énergie 
potentielle U(Q) la fonction d’onde de l’état initial de la bille 
®,(Q). En conséquence de l'interaction avec la microparticule, cette 
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fonction d’onde initiale évolue dans le temps et se transforme en une 
nouvelle fonction 


D (Q, r) = D (Q) + D+ (Q, r) + DT (Q, 1), 


le deuxième terme apparaît par suite de l'interaction avec l’onde (a (x), 
et le dernier par suite de l'interaction avec l’onde 4 (x). La matrice de 
densité P. (Q, Q”, t) de cet exemple simplifié à l'extrême a une forme 
simple 


P4 (Q, 9’, 1) = d* (@, 1) D (Q’, t). 


Un calcul basé sur la théorie de perturbation montre que le terme diagonal 
de cette matrice ©. (Q, ©, t) se réduit à deux termes pour de grandes 
valeurs de ? et de | Q | > a (a — dimension linéaire du creux au sommet 
du cône) 


4 (Q, 0,1) =1%0*(Q, 1) À +107(Q, 0) F, 


le premier terme est différent de zéro pour Q > +-a et le second terme 
pour Q < —a. 

Cette relation implique qu'au bout d'un temps suffisamment long on 
verra la bille massive rouler soit sur le côté droit, soit sur le côté gauche 
du cône. C’est précisément là le changement qui ramène la superposition 
(139.1) à l’un de ses termes ®* ou D. Cet exemple extrêmement simplifié 
illustre une caractéristique tout à fait générale de toutes les mensurations 
en mécanique quantique: elles commencent sur un niveau microscopique 
et s'achèvent par un phénomène macroscopique se produisant dans un 
système instable (détecteur). Elles se comportent donc à la manière d’une 
explosion dont la mise à feu est commandée par un microphénomèëne ?). 

Ce trait dominant des processus de mensuration qui est tout ce qu’il 
y a de trivial est passé pendant longtemps inaperçu. Bohr estimait, par 
exemple, que l’incorporation de l'appareil de mesure Il dans une descrip- 
tion quantomécanique reportait la question sur un plan différent, puisque 
pour effectuer l'étude de la situation existante dans le système p + II 
il serait nécessaire de faire intervenir un autre appareil classique Il’ et 
ainsi de suite. Cependant ce raisonnement ne tient pas compte de ce qu’en 
raison de l'instabilité macroscopique du détecteur le système (u + IT) 
atteindra, spontanément, en vertu des lois de la mécanique quantique, 
un niveau macroscopique, et le nouvel appareil de mesure II’ ne « verra » 
plus que le phénomène macroscopique. Il s'ensuit des considérations 
ci-dessus que la situation que nous venons de décrire peut se réaliser non 
seulement dans un laboratoire, mais tout aussi bien spontanément dans 
les conditions naturelles chaque fois que des phénomènes macroscopiques 
se déclenchent sous l’action de phénomènes à l'échelle microscopique. 


1) Le calcul complet de cette expérience est donné dans l'annexe XIV. 
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$ 140. Quelques questions concernant la causalité 


La mécanique classique est un exemple particulièrement simple d’une 
théorie complètement dominée par le déterminisme. On nous a inculqué 
l’ideé qu’à l’aide des lois de la mécanique classique on peut prédéterminer 
sans ambage l’évolution ultérieure d’un système mécanique dont on connaît 
les caractéristiques initiales, vitesses (ou impulsions) et les coordonnées 
de ses différentes parties consrituantes. 

Au XVIII siècle Laplace, enthousiasmé par la logique impeccable et 
la puissance de la mécanique classique, allait jusqu’à affirmer: « Donnez- 
moi les données initiales des particules de l'univers tout entier et je vous 
prédirai l'avenir.» Nous sommes loin aujourd’hui de ces espérances du 
monde mécaniste. 

On trouve en effet dans la conception même de la mécanique classique 
une chose qui corrompt la portée des affirmations rigoureusement déter- 
ministes. 

Il est plus qu'évident que la collecte de toutes les données initiales de 
l'Univers exigerait un temps infini. Aussi doit-on se limiter à l'étude de 
systèmes mécaniques isolés. Les prévisions basées sur la connaissance des 
données initiales d’un système isolé ne sont pas inconditionnelles. Elles 
ne seront exactes que si dans l’avenir la condition postulée de l'isolement 
du système ne sera pas infirmée 1). 

De même pour pouvoir tirer de la théorie du champ des conclusions 
concernant l'avenir il faut disposer, en plus des données initiales, de don- 
nées concernant les conditions aux limites du champ considéré. Or ces 
dernières sont données pour l’avenir, ce qui implique le caractère condition- 
nel de toute prévision. Tout évoluera selon la théorie à condition que ne 
se produise aux frontières du champ un événement inattendu. 

Ainsi le déterminisme de la physique classique est dans une certaine 
mesure illusoire. Il comporte des hypothèses concernant l'avenir qui ne 
découlent ni de la mécanique, ni de la théorie des champs. 

Si on essayait de contourner cette difficulté en étendant le système 
à l'étude, en prenant en ligne de compte un nombre de plus en plus grand 
de facteurs secondaires, nous ramènerons le déterminisme le mieux inten- 
tionné à des événements fortuits et irreproductibles ©). 

Le grand physicien matérialiste L. Boltzmann a été l’un des premiers 
à comprendre que le recours aux méthodes statistiques permettait de 
dégager les lois régissant le comportement des gaz, qu’il est absolument 
impossible de décrire en termes de la mécanique d’un système comportant 
un grand nombre de particules. Dans son H-théorème justement célèbre, 
Boltzmann a démontré que les interactions aléatoires des particules d’un 


1) Les prévisions concernant le mouvement d’un engin spatial ne seront valables 
qu'à la condition qu'il n'entre pas en collision avec un météore. Or le recoupement 
d: la trajsstoire de l'engin par celle d'un météore ne peut être prévu que statisti- 
quement. 

?) Voir à ce sujet F. Engels, Dialectique de la Nature. 
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gaz déterminent une répartition de Maxwell. Il semble qu’il n'existe pas 
de procédé qui permettrait de «déduire» les corrélations statistiques 
de corrélations déterministes. Dans le cas le plus favorable on peut arriver 
à leur coexistence. Dans les systèmes où le hasard joue un rôle essentiel, 
la « déduction » de corrélations nécessite la. mise en œuvre d’hypothèses 
de caractère statistique. Généralement c’est l’hypothèse d’équipartition 
de certains états du système. 

On doit reconnaître que le hasard est tout aussi capable de faire appa- 
raître des lois que le déterminisme. 

Le fondateur de la thermodynamique statistique D. Gibbs a été pro- 
bablement le premier à avoir bien compris qu’il n’est pas du tout utile de 
chercher à retracer la voie par laquelle le hasard amène un système méca- 
nique à un état statistiquement déterminé. Tout ce que l’on peut faire 
c’est de formuler quelques hypothèses et de les confronter à l’expérience. 

Dans les domaines les plus divers de la science moderne, les méthodes 
de la statistique sont tellement répandues et ont à tel point démontré 
leur efficacité, que l’on ne peut plus ne pas reconnaître qu’un élément de 
jeu participe à la vie de l'Univers: le Hasard jouit décidément des faveurs 
de la Loi et nous réserve des choses inattendues et peu probables. L’aléa- 
toire est inclus dans les fondements mêmes de la mécanique quantique, 
dans les concepts d’amplitude des probabilités et de la fonction d’onde +. 

Dès que nous pénétrons dans le domaine des phénomènes quantiques 
nous devons oublier les illusions douillettes du déterminisme et admettre 
que le jeu est dans la nature. Chaque fois que se produit une transition 
quantique, un choix entre les différentes possibilités qui s’offrent dans 
la nature se fait aussitôt. La mécanique quantique prédit les probabilités 
des différentes possibilités qui s’offrent. 

Or les différentes possibilités sont déterminées. De ce point de vue la 
mécanique quantique constitue un étonnant alliage des conceptions statis- 
tiques et d’un déterminisme rigoureux. 

En mécanique quantique non relativiste le déterminisme se mani- 
feste en ce que la fonction d’onde qui caractérise complètement l’état 
d’un ensemble quantique est assujettie à l’équation de Schrôdinger 


ik ee = A (x, 0) Y(x,1). (140.1) 


Il s'ensuit de cette équation que l’état 1 (x, £ + Ar), qui existe à un instant 
t + At infiniment proche de l'instant précédent f, est déterminé par l’équa- 
tion (140.1) 


DORE + AD = 1) A Gr) Ÿ O0 Ar 


donc à partir de la valeur qu’avait la fonction d’onde à l'instant r. 
On arrive à se faire une idée plus précise de la causalité en mécanique 
quantique en considérant les fonctions de Green. On sait que la fonction 
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d'onde ®(x, f) peut être définie par l'équation intégrale qui découle de 
l'équation de Schrôdinger 
+ 
LED =D OX À gx) VAR LR) dx dr 


- a 


Yo (x, t) représente ici la valeur qu’avait la fonction d'onde avant l'ap- 
plication du potentiel (x, 1), g(x—x", t — 1’) est la fonction de retard 
de Green pour l’équation libre de Schrôdinger. La propriété la plus im- 
portante de cette fonction est qu’elle est nulle pour f’ > t. 

Modifions l'état du système à proximité du point x’, t’. Nous estime- 
rons cette modification en adjoignant à la fonction # (x, r) une variation 
à proximité du point x’, t’. En prenant maintenant la dérivée fonction- 
nelle de 4 (x, r) par rapport à Ÿ (x’, 1”) (voir annexe XII) nous obtenons 

SU (x.t) 

59 (x°. 1) 
La propriété fondamentale de la fonction de Green implique que l’in- 
fluence de la modification qui a été imposée au point x’, t’ sur l’état au 
point x, { sera nulle si t”’ > r, c'est-à-dire si la variation 84 (x’, r”) a été 
produite à un instant intérieur à la réponse 54 (x, r). Cette propriété devient 
plus évidente encore dans la théorie quantique relativiste. L’exposé de 
cette théorie sort du cadre de ce cours, mais il est opportun d'indiquer 
ici qu'en théorie relativiste la fonction de Green n'est différente de zéro 
que pour 


=gx—x,s—1) V(x,1. 


ct—1)>1x—x|. (140.2) 


c est la vitesse de la lumière. Conformément à cette condition la variation 
qui se produit au point y’, !’ ne peut être cause d'une variation au point 
X, 1 que si ces points peuvent être reliés entre eux par un signal qui se 
propage à une vitesse & — _. < c. La condition relativiste (140.2) 
ne rejoint la condition non relativiste ? > 4° que si l’on considère la vitesse 
de la lumière indéfiniment grande. 

Ainsi en mécanique quantique les changements de l’état des systèmes 
quantiques sont reliés entre eux par la condition de causalité. Les tran- 
sitions qui sont incompatibles avec le principe de causalité sont impos- 
sibles. Et celles qui le sont, sont régies par les lois de probabilité. 


$ 141. Limites d’application de la mécanique 
quantique 


Les limites d’application d’une théorie physique ne peuvent être fixées 
que sur la base d’une théorie plus générale qui inclut la théorie en cause, 
soit comme cas particulier, soit comme cas limite. Il n'existe pas actuelle- 
ment de théorie des microphénomènes qui soit plus profonde et si étendue 
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que la mécanique quantique. Par suite les frontières de celle-ci ne peuvent 
être qu'esquissées. On peut affirmer avec certitude que la mécanique quan- 
tique ne peut être appliquée à l’étude de systèmes composés de particules 
dont la vitesse est comparable à celle de la lumière c, donc dans le domaine 
relativiste. 

La mécanique quantique est la mécanique de systèmes ne disposant 
que d’un nombre fini et limité de degrés de liberté. A ce point de vue elle 
est analogue à la mécanique classique des systèmes de points matériels. 
Lorsque les vitesses des particules deviennent comparables à la vitesse 
de la lumière, on ne peut plus parler de système ayant un nombre fini 
de degrés de liberté. En effet dans ce dernier cas on doit tenir compte de 
ce que la vitesse de propagation des champs électromagnétiques est finie. 
Si au bout d’un temps Af la distance r;£ entre les particules varie de Ar;, 


et si la vitesse relative des particules Le = est voisine de celle de la lumière, 
{ 


il faudra un intervalle de temps à peu près égal pour que le champ électro- 
magnétique parcourt la distance Ar;r. De ce fait en plus des particules on 
doit prendre en considération le champ électromagnétique qui est créé 
par ces particules et exerce sur elles son action. Cela signifie qu’on doit 
inclure dans le système non seulement toutes les particules (ce qui donne 
3 N degrés de liberté pour N particules sans spin et 4 N degrés de liberté 
pour N particules à spin) mais également le champ électromagnétique 
dont l’état dépend d’un nombre infini de degrés de liberté. 

Dans le cadre d’une théorie conséquente ce champ électromagnétique 
doit être étudié lui aussi d’un point de vue quantique, étant donné que l'im- 
pulsion et l’énergie du champ sont transmises par les photons. 

Lorsque l'énergie des photons ou des particules devient plus grande 
que l'énergie propre mc? des particules, des particules peuvent apparaitre 
et disparaître. Ainsi, par exemple, un photon gamma d’une énergie 
fo >2 mac peut disparaître en donnant naissance à une paire de parti- 
cules: un électron (e”, m9) et un positron (e*, me). Inversement, un élec- 
tron et un positron peuvent donner naissance à un photon 1). 

Ces processus de transmutation peuvent être représentés par un schéma 
tel que 


y=et+e.. 


Dans cet exemple les particules prennent naissance ou disparaissent grâce 
à une interaction électromagnétique. 

Un autre type de processus donnant naissance à des particules est 
celui de processus dits de fortes interactions. Un exemple d'interaction 
forte est fourni par la réaction 


tr +p— A+ K°. 
1) Les lois de conservation de l'impulsion et de l'énergie exigent qu'à ce pro- 


cessus prenne part un troisième corps (par exemple, un noyau atomique ou un autre 
photon). 
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Dans ce processus un méson x entre en collision avec un proton en don- 
nant naissance à deux particules étranges: À et K°. 

Les particules élémentaires se transforment les unes dans les autres 
également lors d'interactions faibles, provoquant une désintégration 
radioactive des particules. Par exemple, un neutron se transforme spon- 
tanément en un proton avec émission d’un électron e” et d’un anti-neu- 
trino Vel): 

np+e +. 

Dans la désintégration positronique radioactive des noyaux peut se 

produire la réaction inverse à la précédente 


pn+et+u. 
Les mésons se désintègrent eux aussi, notamment, 
r'-ut+u, (141.1) 
utetLv+v,. (141.2) 

Une comparaison des schémas ci-dessus montre que l’on ne peut pas 
considérer le neutron comme une particule complexe, composée d’un proton 
et d’un électron. On ne peut non plus considérer le proton comme com- 
posé d’un neutron et d’un positron. Nous avons affaire non pas à une 
éjection de particules toutes faites, mais à la naissance de particules nou- 
velles (e*, e”, *) accompagnant la transformation n = p (de même qu’un 
quantum de lumière émis par un atome ne préexistait pas en tant que 
tel au sein de l’atome, mais prend naissance par suite de la conversion 
de l'énergie d’excitation en énergie rayonnante). 

Les réactions (141.1) et (141.2) offrent encore un exemple de processus 
où les mésons se décomposent en donnant non pas des particules pré- 
existantes qui les constitueraient, mais où il se produit une mutation don- 
nant naissance à de nouvelles particules. 

Sont particulièrement instructifs les cas où on a affaire à plusieurs 


schémas de désintégration. Ainsi un des mésons K° se désintègre suivant 
lun des cinq schémas suivants: 


K—3, 21,5%, 
K0— st 0, 12,7%, 
K9— ripry, 28,1%, 
K0— zteFy, 37,1%; 
KO <txT, 0,157%, 


Tous ces processus n’ont rien de commun avec la mécanique d'un 
système de particules, puisqu’aussi bien le sombre que la nature des parti- 
cules y sont variables. Dans ces phénomènes nous avons affaire à des sys- 


1) Dans ces formules on utilise la notation moderne des antiparticules (=) et 


on tient compte de l'existence de deux types de neutrino: le neutrino électronique 
ve et le neutrino muionique “2. 
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tèmes ayant un nombre de degrés de liberté indéfiniment grand. Les sys- 
tèmes de cette espèce sont plus proches des champs que des systèmes 
mécaniques de particules matérielles. Dans la gamme des grandes énergies 
s’estompe la frontière qui nous permettait de distinguer les particules 
« véritables »: électrons, protons, neutrons, noyaux atomiques, atomes, 
etc., de photons « éphémères ». Les lois qui régissent le comportement 
des particules « véritables » constituent en somme le contenu de la méca- 
nique quantique, tandis que nous avons considéré que l'étude des photons 
était du ressort de la théorie du champ électromagnétique 1). L'existence 
de cette frontière était basée sur le fait que toutes les particules citées pos- 
sèdent une masse au repos définie m, qu'elles restent immuables et ne 
peuvent prendre naissance lorsque les énergies mises en jeu sont non 
relativistes: E < mc. 

Par contre la masse au repos du photon est nulle, de sorte qu’en toutes 
circonstances le photon est une particule relativiste pouvant apparaître 
et disparaître lorsque l'énergie mise en jeu est aussi petite que l’on veut. 

Lorsque l’énergic mise en jeu devient comparable à l’énergie de la 
particule au repos, toutes ces particules commencent à se comporter 
comme les photons: naître, disparaître et se transmuter les unes dans 
les autres. Aussi pour cette gamme d’énergies il est mieux approprié de 
parler de champs d'électrons-positrons, mésonique, protonique ou neu- 
tronique (champs « nucléoniques ») que de système de particules définies ?). 

Au cours de ces années les théoriciens ont largement contribué au 
développement de la théorie quantique des champs, et cependant personne 
n’a encorc réussi à atteindre un résultat décisif. 

On a constaté que l’extension de la théorie quantique du champ élec- 
tromagnétique au-delà des processus les plus simples (absorption, émission 
et diffusion des photons) à d’autres processus électromagnétiques, y 
compris les interactions mutuelles des particules, se heurte à des diffi- 
cultés de principe. Dans tous ces cas on se trouve en présence de photons 
d'énergie infiniment grande. Il apparaît aussi que de même que dans la 
théorie électronique classique la masse électromagnétique des particules 
chargées est infiniment grande. 

On aboutit à ce même résultat dans la théorie de tous les autres champs. 
Le problème de la masse des particules se ramène, semble-t-il, au problème 
de la structure des particules et constitue un problème extrêmement dif- 
ficile et non encore résolu. 

Dans la théorie moderne un rôle particulièrement grand revient à la 
théorie relativiste de l’électron due à P. Dirac. Cette théorie est une géné- 
ralisation de la mécanique quantique non relativiste de l’électron au cas 
de grandes vitesses 3). 


1) Cf. $ 118. 

2) Nous sous-entendons ici, comme pour les photons, la théorie quantique du 
champ électromagnétique. 

3) L’exposé de la théorie de Dirac sort du cadre de ce livre, consacré exclusi- 
vement à la théorie non relativiste. 
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Cette théorie alliée à la théorie quantique du champ permet de calculer 
nombre de phénomènes relativistes, tels que la transformation des quanta 
de lumière en électrons et en positrons et la transformation inverse, la 
diffusion de la lumière par les électrons, etc. Elle établit la théorie com- 
plète du mouvement d’un électron rapide dans un champ extérieur, le champ 
coulombien du noyau atomique par exemple. Sont particulièrement dignes 
d'intérêt les corrections qu’imposent à ce mouvement les oscillations 
zéro du champ électromagnétique et la polarisation du vide. Actuellement 
ces effets ont été confirmés par l’expérience et mettent en évidence un fait 
étonnant: dans le vide se manifestent des oscillations zéro, de même qu'elles 
existent dans les corps solides et de plus, par suite de la naissance de paires 
électron-positron et de leur annihilation ultérieure, ce vide subit une polari- 
sation. Tous ces effets ont pu être calculés par la mise en œuvre de la théorie 
de perturbation basée sur la petitesse de la charge électrique de l’électron. 

Afin d’exclure des calculs les infinités qui apparaissent, on utilise des 
procédés de « renormation » qui permettent d'éliminer à chaque approxi- 
mation successive les quantités infinies 1). 

L'application de ces méthodes de calcul à l'étude des interactions 
fortes, telle l'interaction du champ mésonique avec les nucléons, ne fournit 
que des résultats fort modestes. La raison en est que les seules méthodes 
de « renormation » ne peuvent résoudre le problème de la masse propre 
et de la structure des particules, puisqu'elles ne sont qu’un artifice de 
calcul permettant de se passer d’une explication des processus physiques 
se manifestant à une échelle particulièrement petite. 

Les récents résultats de recherches sur l’interaction de particules à 
des énergies particulièrement grandes montrent à l'évidence que les baryons 
et les mésons possèdent une structure complexe. L'hypothèse selon la- 
quelle ces particules sont constituées de « quarks » qui sont des particules 
à charge électrique fractionnaire ?), a été confirmée aussi bien dans la 
systématique des particules que dans l'interprétation des résultats d’expé- 
riences sur les accélérateurs de particules modernes. Il serait prématuré 
de se prononcer sur la question de savoir si ces subparticules se confor- 
ment aux principes de la mécanique quantique ou si l’incursion dans les 
profondeurs des particules élémentaires imposera l'élaboration d’une nou- 
velle dynamique, comme ce fut le cas lorsque, passant au niveau sub- 
atomique, on a élaboré la mécanique quantique. _ 

En son temps, V. Lénine avait pressenti que l’électron serait inépuisable®). 
Dans la physique moderne des particules élémentaires cette géniale pré- 
vision trouve des confirmations de plus en plus modernes 4). 


1) Voir N. Bogolioubov, D. Chirkov, Introduction à la théorie 
des champs quantifiés, M., 1973 (en russe); A. Akhiezer, V. Bérestetsky, 
Electrodynamique quantique, M., 1969 (en russe). 

3) Voir, par ex, Y. Novojilov, Particules élémentaires, M., 1974 (en russe). 

3) V. Lénine, Matérialisme et empiriocriticisme, Œuvres complètes, t. 18, 1961. 

+) Pour une discussion de cette idée dans l'état actuel du problème voir 
D. Blokhintsev. Lénine et la physique, M. 1970 (en russe). 


ANNEXES 


I. Transformation de Fourier 


Rappelons d’abord l’intégrale de Dirichlet, qui figure dans la théorie 
des intégrales de Fourier: 
è 
lim fre pG) PE () 


mo T 


p (z) étant une fonction arbitraire. Cette intégrale possède les propriétés 
suivantes: 1) si a, b > O ou a, b < 0, cette intégrale est égale à 0; 2) si 
a <0,b > 0, elle est égale à p(0) (dans le cas de fonctions continues) 1). 


Pour désigner la fonction — Lenme sous le signe d'intégration et la limite 


d'intégration (m — æ) on utilise un seul symbole à (z), de sorte que l’in- 
tégrale Fr s'écrit: 
SE de 
(90 @) . sia < 0,b > 0. 


Le symbole 5 (z) est souvent appelé fonction delta. Nous en 
donnons une définition générale à l’annexe III. Pour établir l’équivalence 
des formules (13.1), (13.3) et (13.5), (13.6) nous considérerons pour sim- 
plifier les calculs le cas monodimensionnel et nous démontrerons la vali- 
dité de ie suivante 


(2) 


Pr= (É (p2) pa 9 (pa) de | sO(-122l ro © 


où p(Pzx) est la transformée de Fourier de 4 (x): 
+ s 2 


PU) = [ YO) EE dx () 


1) Voir par exemple V. Smirnov, Cours de mathématiques supérieures, 
tome II, Editions Mir, Moscou, 1969 (traduit du russe). 
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n est un exposant entier positif. Substituant dans (3) à ®(pz) et p* (pr) 
les expressions correspondantes (4), nous obtenons 

+o +® Le +® Des 


Pi= | de \ UE ner À EE 


er) — © _ 


(2: . é G 


. PA He 
Le produit pe 7 bébé s'écrire [5à À] en" 
X 
On obtient alors 


= (2 { TT RUR PAST mie © 


Intégrons la dernière intégrale par parties n fois de suite et admettons 
que d(x) et ses dérivées s’annulent aux limites d’intégration x = + co. 
Cela nous donne 


_ +o : -+o PE +o re EE 
Pi = (a \ g*(x)e Tr dx’ \ en [-#>) pœdx. (D 
27h ex 


Modifions maintenant l’ordre d'intégration et intégrons d’abord par 
rapport à Pz: 
+o 


Ps = \ + (x°) dx’ li m2) ÿ (x) dx E a (8) 


—-o —© 


Introduisons les variables © — _— z— x" — x. En intégrant la dernière 
intégrale de (8) par rapport à © dans les limites finies de —m à “+, et 
passant ensuite à la limite m —> co, nous pouvons écrire (8) sous la forme 


n= ({reT voler Qc oets - 
= \ [|-* 2) ve] ” Î + (x + 2) 3 (z) dr. (8) 


D'après (2) (a=——, b—= +), p(z) = d*(x +7), de sorte que 


= \ RAROECES \ PET oO 6) 
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Ainsi se trouve démontrée l'égalité (3). Une fonction rationnelle entière 
de pz est de la forme F(p) = © anp2. 


On a donc 
F(p2) = Z anP! 2 an p* (x) F2) Y (x) dx = 
= ( 4° Go F [in +} (9 dx. (10) 


Ainsi se trouve démontrée l’équivalence de (13.3) et de (13.6) dans 
le cas monodimensionnel. La généralisation au cas tridimensionnel ne 
fait apparaître qu’un plus grand nombre d’intégrations et ne pose donc 
aucune difficulté (il suffit d'établir l’équivalence de (13.3) et de (13.6) 
pour la valeur moyenne de pp" pl où m, n, 1 sont des exposants entiers 
positifs). 

La validité de légalité 


+o +o 
F= (por va@aæs | 42) [m2] © Ga) dpe Qi) 


découle aussitôt de (3) si on remarque que d’après le théorème de Fourier 
on a 


+ DE 


#@= : 2 Ga) da. (CA) 
En remplaçant dans (3) 4 par æ et p- par x, et en changeant en même 
temps le signe de ÿ dans la formule (4) on tire de (3) et de (4) les formules 
(11) et (4). On tire aussitôt de (11) 


FO = ae ( g° 2) F(iñ 7) e @9 de. (12) 


C’est un cas particulier de (13.5) pour le cas monodimensionnel. La géné- 
ralisation au cas tridimensionnel ne présente aucune diffculté. 


II. Fonctions propres dans le cas 
de dégénérescence 


Les fonctions propres Yux (k = 1, 2,..., f) correspondant à la valeur 
propre L, sont linéairement indépendantes, c’est-à-dire que, entre elles, 
il n'existe pas de relation de la forme: 


Ÿ abat = 0, @) 


ke1 
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où ag est une certaine constante. Si de telles relations existaient, elles im- 
pliqueraient qu’une ou plusieurs fonctions se laissent exprimer à l’aide des 
autres, de sorte que le nombre effectif de fonctions différentes correspon- 
dant à LA ne serait pas égal mais inférieur à f. Si les fonctions Y4x ne sont 
pas orthogonales entre elles, on peut introduire de nouvelles fonctions 
tirées de Ÿnx par une transformation linéaire: 


pre = Ÿ° au Var, &— 1,2,..., f. ©) 
k-1 


L’équation des fonctions propres étant linéaire, les fonctions p… seront 
également des fonctions propres de l'opérateur Ê et se rapporteront à 
la valeur propre La. 

De la condition d’orthogonalité des fonctions ua : 


\ Qhe Pne dx = Bas G) 
résultent les conditions déterminant les coefficients a: 
Or: 
d S'axag Six = dep, (4) 
2 À 
où 
sx = \ Pa Vue dx. (5) 


On arrive à déterminer des coefficients ax satisfaisant aux conditions 
(4) à l’aide d’une analogie géométrique. Considérons les fonctions Lez 
comme des vecteurs unités j} dans un espace à f dimensions et les szx 
comme des produits scalaires (j£, j). On peut alors considérer (2) comme 
exprimant dans un espace à f dimensions une transformation de coordon- 
nées obliques en coordonnées rectangulaires. On constate alors que la 
transformation (2) n'est pas la seule possible; ayant obtenu un système 
orthogonal de coordonnées, on peut le transformer d’une manière arbi- 
traire par des rotations. 

Ainsi, par exemple, si les fonctions Y1x sont déjà orthogonales, on a 
Six = dw et il résulte alors de (4): 

( 
2 
k=1 


* 


dix Ax = ag. (6) 


Ce sont là les conditions auxquelles doivent satisfaire les coefficients 
d’une transformation orthogonale d’un système de fonctions orthogo- 
nales Ÿ,, en un nouveau système de fonctions px également orthogo- 
nales. Ainsi les fonctions propres se rapportant à une seule valeur propre 
Ln ne sont définies qu’à une transformation orthogonale du type (2) près, 
les coefficients étant soumis à la condition (6). 
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III. Orthogonalité et normation 
des fonctions propres d’un spectre continu. 


Fonction delta 
Si nous intégrons l’équation des fonctions propres: 
Ly (x, L)= Lx, D) (1) 
par rapport à L dans un petit intervalle AL, nous obtenons: 
L+AL 
LAY (x, L) = Â LyY (x, L)dL, (2) 
L 
où 
L+AL 
AY (x, L)= | d (x, L) dL. G) 


L 


On appelle cette quantité une différentielle propre de 
l'opérateur L. Le groupe d’ondes examiné au $ 7 en fournit un exemple. 
Nous allons montrer que ce ne sont pas les fonctions elles-mêmes, mais 
les différentielles propres qui sont orthogonales et peuvent être normées. 
Pour cela intégrons par rapport à L’ comme ci-dessus l’équation con- 
juguée: 

LS ® (x, L') = L'Y* (x, L’) (4) 
nous obtenons: 
L'+AL 
L*AY* (x, L') = \ L'* (x, L')dL’. (5) 
A 
Muitiplions (2) par AY* (x, L) et (5) par Av (x, L) puis retranchons 
un résultat de l’autre et intégrons par rapport à x. Nous obtenons: 
(dx {A4 @, L LA (x D) — AG, L) É*AY* (x LI} = 
L+AL L'iAL 
= (4 { dL \ dL'(L—L')Y*(x, L')Y(x, L). (6) 
L L 
Le premier membre est égal à zéro, en raison du caractère auto-conjugué 
de l'opérateur L; dans le second membre, tant que AL et AL’ sont petits, 
on peut tirer L— L’ du signe intégrale. 
On obtient alors: 


(== L\ dx Aÿ% (x, L') AY (x, L) = 0. (?) 
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Si les intervalles AL et AL’ ne se recouvrent pas, on a L # L'. Il en résulte: 
axag @, L) Ag (x D =0. @) 


Cela signifie que les différentielles propres sont orthogonales. Si AL et 
AL’ coïncident, l'intégrale (8) ne peut être nulle. Il est facile de voir qu’elle 
sera du premier ordre de petitesse par rapport à AL. En effet, l'intégrale 


es (ax Ag* (x, L) AY(x, L) (9) 


peut être remplacée par l'intégrale 
Li 
l'= ( dx Aÿ* (x, L) \ gx, L) dL, (10) 
L 
L, et Le étant choisis de telle sorte que l'intervalle (Z, L + AL) se trouve 
à l'intérieur de (L;, L:). En raison de l’orthogonalité des différentielles 
propres, les intégrales prises suivant les segments (L,, L) et (L + AL, 
L2) n’ajoutent rien à l’intégrale (9). Par suite (9) et (10) sont égales. Mais 
lorsque AL — 0, (10) tend également vers zéro. Aussi, en adoptant un 
facteur de normation convenable, on peut toujours avoir 


lim ——1, 
AL+0 AL 
c’est-à-dire 
(a Aÿ%(x, L) AY (x, L) = AL (11) 


lorsque AL +0. 


(8) et (11) peuvent être réunies en une seule formule exprimant la 
normation et l'orthogonalité des différentielles propres: 


J dx Aÿ* (x, L') AY(x, L) = AL ou 0, (12) 


suivant que les intervalles L, L + AL et L’, L’ + AL coïncident ou non. 
En se libérant de l’une des intégrations (par rapport à dL) on peut mettre 
(12) sous la forme suivante 


(x AY%(x, L') Y(x, L) = 1 ou 0, (12) 


suivant que le point L’ — L tombe ou non dans l’intervale (L’, L’ + AL). 
On peut formuler à l’aide d’un symbole spécial la condition d’orthogo- 
nalité et de normation (12) ou (12°) pour les fonctions elles-mêmes. Il 
suffit pour cela d'intervenir dans (12°) l’ordre des intégrations suivant 
x et dL': 
L'+AL 
\ aL' (ge, L) Y*(x, L'}dx=1 ou 0. (13) 


L 
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Introduisons la notation 


\ dx, L') Y(x, L) dx = H(L'— L). (14) 
(13) s’écrit alors: 
L'+4L 
\ dL' S(L'— L) = 1 ou 0, 5 
À 


suivant que le point L'’ = L se trouve ou non dans l'intervalle L', L' + AL. 
L'égalité (15) peut être considérée comme la définition du symbole à (L' — L) 
que lon appelle fonction delta ou fonction de 
Dirac (en fait, ce n’est pas une fonction, mais un simple symbole). 
Il s'ensuit de (15) (cf. (21.11)) que: 
b 
(AL) CL — L)4L' = JA) où 0, (16) 
suivant que le point L’ — L se trouve ou non dans l’intervalle (a, b). Pour 
démontrer la validité de (16) il suffit de subdiviser l'intervalle (a B) en 
segments suffisamment petits pour que dans chacun d’eux on puisse mettre 
la fonction f(L’) en facteur devant le signe d'intégration (il faut que f(L’) 
soit une fonction lentement variable). En vertu de (15) dans tous ces seg- 
ments l'intégration donnera un résultat égal à zéro, exception faite du 
segment qui, étant fait aussi petit que l’on veut, renferme le point L'’ = L. 
Pour ce segment-là l'intervalle de à sera égale à 1, conformément à (15). 
Au lieu de parler de normation et d’orthogonalité des différentielles 
propres (12), on dira que les fonctions propres sont normées par la fonc- 
tion à (14). 
Considérons à titre d'exemple la normation des fonctions propres de 
l'opérateur de l'impulsion ,. Les fonctions propres s'écrivent 
PA 
dr 7 
Ÿp, (©) == Np,e ñ ; ( ) 


Npz est le facteur de normation qui a priori peut dépendre de p.. For- 
mons l'intégrale (14) 
+o à (5 Pr) 


(#20 dn.( de = NN y, (re 7 = 


: ñ (18) 
7 NE Noel M (p:— pi) : 
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En comparant ce résultat avec le facteur de Dirichlet Lu Lure 
Tr 


qui présente les propriétés d’une fonction à de z (cf. annexe I, formule 
(D)) on voit que 


( QE Go) Up, (0) dx = Nÿ: Ne 2 RAD (pe — Pa). (19) 
On déduit de là le facteur de normation: 
| Nr, P2rh=1, Np,= (27h) 18. (20) 


(On pourrait encore introduire le facteur de phase e‘*®:), où y est une 
fonction réelle; mais nous n’en voyons pas la nécessité). 


IV. Signification de la commutativité 
des opérateurs 


Démontrons le théorème suivant: si deux opérateurs £ et M ont en 
commun un système complet de fonctions propres, ils sont commutatifs. 
Soient x (x) les fonctions propres communes. On a alors 

LYn = LaŸn; Mn — MaŸn. () 
En appliquant à la première de ces équations l’opérateur M et à la seconde 
l'opérateur £, puis retranchant les résultats l’un de l’autre, il vient 
ML Ya = LaMnŸn, LM a = LaMnŸn, (ML — LM) Ÿn = 0. (2) 
Puisque toute fonction peut être développée suivant les fonctions à, 
on écrira: 


(ML — EM)g = Z cn (ML — LM) Yn = 0, G) 


ce qui signifie qu’en faisant agir l'opérateur AL — ÊM sur une fonction 
quelconque, on obtient un résultat nul. Or cela signifie que ces opérateurs 
commutent: 
ML— LM = 0. (4) 
Montrons maintenant que si les opérateurs £ et M sont commutatifs, 
ils ont des fonctions propres communes. L’équation des fonctions propres 
de l'opérateur Ê est 
Ly= Ly. (5) 
En appliquant à cette équation l’opérateur { et remplaçant AL par LM, 
on obtient 


L (MS) = LM). (6) 


Il résulte de là qe la fonction 4’ — M est également une fonction propre 
de l’opérateur L correspondant à la valeur propre L. S'il n’y a pas de 
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dégénérescence, à la valeur L ne correspond qu’une seule fonction, et 
de ce fait L” ne peut différer de 4 que par un facteur constant, c'est-à-dire: 
d’ = M. On écrira donc 

MY = MY, (y) 
ce qui montre que Ÿ est également une fonction propre de l’opérateur 
M. Dans le cas où il y a dégénérescence, Ÿ’ peut être une combinaison 
linéaire des fonctions de (k = 1, 2, ..., f) appartenant à la valeur propre 
L: 


: f 
Y'= MY S'Mix dr, k=1,2,..,/f. (8) 
k'=1 


Cependant au lieu de prendre des fonctions x, on peut prendre leurs 
combinaisons linéaires (cf. annexe II) 


£ 
p=— D'ar ve. (9) 
k'=1 


On peut choisir ax de telle façon que les nouvelles fonctions ? soient des 
fonctions propres de l'opérateur M: 
Mo = Mo. (10) 


En portant dans (10) l'expression (9) et en utilisant (8), on trouve, en 
identifiant les coefficients de 4, 


{ 
> Max = Mar, k = I, 2, .. |. ( D 
K'=1 
Nous avons obtenu ainsi un système d’équations algébriques homogènes 
pour la détermination des coefficients ag. Ce système ne peut avoir une 
solution que dans le cas où son déterminant est nul: 


| Mi —M Mi: Déc Mis 
Ma Moses — M M: _— 0. (12) 
M 82 My—M 


La résolution de cette équation donne les racines M,, M2,..., My. 
A chacune de ces racines correspond une solution au, Ga, - . ; ap des 
équations (11), et d’après (9) une fonction o: 


( 
Da = > ax Ÿe. (13) 
Kk=1 
Les nouvelles fonctions ®4 (x = 1, 2, ...., f), étant des combinaisons 


linéaires des 4x, sont des fonctions propres de l'opérateur £ appartenant à 
la valeur L et en même temps elles sont des fonctions propres de l’opé- 
rateur M correspondant respectivement aux valeurs M = M,, M:,..., 
Ms ...) M. 
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V. Fonctions sphériques Fin (6, ?) 
Dans le problème concernant le calcul des valeurs propres de l’opé- 
rateur du moment cinétique , on rencontre l'équation des fonctions 
sphériques (25.14): 


5 + (sr 02 Des +] LS 


Ag = 0. 1 
6 = D + ve (O 
Nous devons calculer les fonctions propres de cette équation (c’est-à-dire 
des solutions continues, univoques et finies dans tout le domaine de 
variation des variables 0 << 7, 0 < p < 2x). 

Commençons par séparer les variables 8 et +. Posons à cet effet: 


y = 0 (8) : ® (o). (2) 


En portant (2) dans (1) on arrive à séparer les variables à condition de 
poser 


do < 

de = — mO. G3) 
Il en résulte que 

Din (?) = e"®. (4) 


Pour que ®;, soit une fonction univoque de , il est nécessaire que m 
soit un nombre entier 


m=0, +1, +2,... (5) 
Si nous portons (4) dans (1) et divisons par ® on obtient une équation 
en O: 
Æ er © + x0 = 0. (6) 
sin0 c6 €0 sin® Ô 


Introduisons à la place de 6 une nouvelle variable: 


E= cos 8, —I1<E<+I, — — sin 60 ( 
et considérons @ comme une fonction de £; (6) s'écrira alors: 
(—E@"—280" +[1— me LL () 


Analysons le comportement de la solution © à proximité des points sin- 
guliers de l'équation E — +1. Voyons d’abord le point £ — +1. En intro- 
duisant la variable z — £E — 1, (8) gi 


(2 2 =: +1 , 
ue : -.: Le +5 À eee ®) 


Cherchons © sous la forme d’une série de puissances de z: 
O=2%, v= a +az + a +... + a" +. (10) 
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Déterminons d’abord la puissance par laquelle commence la série. 
Lorsque z —> 0 

O = açz*. 


En portant cette solution dans (9) et négligeant les infiniment petits d’ordre 
inférieur à z*-2, nous tirons de (9): 


d’où 
Y= + —. (11) 


On obtient la même valeur de ÿ dans le cas d’un développement à proxi- 
mité du point singulier £ = — 1. Pour que la solution reste finie pour 
Ë= +1, il faut prendre dans (10) 

PL (12) 


2 


Autrement dit, y; =m/2 pour m>0 et ÿ—=—m/2 pour m < 0. La 
seconde solution de (11) tend vers l'infini. Nous pouvons donc prendre 
© sous la forme 


imi 
O=(—E5) ?r, (3) 


où v est une série de puissances de z. Il nous est plus commode de 
prendre v sous forme d’une série en £ 


v= > b, E”. (14) 


0 


En portant (13) dans (8) nous obtenons: 
(A—E)v"—2(1m|l+DEv +A—Iml—m)o—=0. (15) 


En substituant ici la série (14) et en y identifiant les coefficients des mêmes 
puissances de &, nous arrivons à une formule de récurrence pour la déter- 
mination des coefficients b, : 


G+2Xv+ 1) bis = P—D+2(mI+Dv—Aa+Iml+mi]b. (16) 


Si la série (14) s'arrête à un certain terme de rang v = k, v sera un 
polynôme de degré #, et de ce fait (13) sera une solution finie, continue 
et univoque, donc une fonction propre de l'équation (1). La formule (16) 
montre que la série ne peut s'arrêter que dans le cas où: 


kK(K—1)+2(mI+Dk—Aa+iIml+m=0, 
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c'est-à-dire: : 
A1=Kk+iIm)&+lIml+i). (7) 
En posant 
k+Iml=}, (18) 
on obtient: 
A=1(+1), 1—=0,1,2,3,... (9) 
Iml—=0,1,2,...,4 (20) 


On peut démontrer qu’il n’existe pas d’autres fonctions propres de 
l'équation (1) 1). 

Nous désignerons la solution © correspondant au nombre caracté- 
ristique / ou m par: 


OŒ)=P/"'Œ, E= cos 0. (21) 


Si on différentie l’équation (15) par rapport à € on obtient une équation 
dans laquelle | m| est remplacé par |m|+ 1. Si nous ee par 
P: (€), la solution correspondant à m = 0, on écrira: 


P"'@=(—E ? LP @. (2) 


P; (€) est un polynôme de degré / appelé polynôme de Legendre. 
Le coefficient est usuellement normé de telle sorte que: 


Pr (D) = 1. (23) 
Avec | m|=—= 0, on tire de (16): 

VO +D—I(A+1 
G+2)( +1) 
Donc, si on prend b, # 0, b, = 0, le polynôme P; ne contiendra que des 
puissances paires de E; si b, = 0, b, # 0, il ne contiendra que des puis- 
sances impaires. En choisissant b, (pour / pair) ou b, (pour / impair) 
de telle sorte que (23) soit satisfait, on peut calculer tous les coefficients 


du polynôme Pr. On vérifiera que le polynôme ainsi obtenu se laisse repré- 
senter par la formule: 


PRO = PO = EE EI. es) 


A l’aide de (2), (4) et (21), on obtient la fonction propre de l'équation 
(1) sous la forme 


by+2 = b, . (24) 


Yim (6, ) = NimPi "(cos 6)e*, (26) 


1) Voir, par exemple, A. Tikhonov et A. Samarski, Les équations 
de la physique mathématique, M., 1966 (en russe). 
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où Nim est un facteur de normation. Le calcul que nous laissons de côté 
de ce facteur de normation nous donne 1): 


G— im}! Q1+1 
Nes D PR. 27 
ds | U+Iml!47 79 


Les fonctions (26) forment un système complet de fonctions orthogonales 
sur la surface d’une sphère 6, +. Il s'ensuit que toute fonction univoque 
et de carré intégrable 4 (6, œ) _. être représentée par une série 


ÿ (8, p) = > Cim Yim (6, ?), (28) 


-0 m——| 


où 


= ({ 46. 9 720. sine dt ae. @3) 
0 0 


Pour conclure nous présentons ci-dessous les résultats de l’application 
à des fonctions sphériques de quelques opérateurs que l’on rencontre 
couramment dans les calculs: 


a) multiplication par cos 6 — £ ou sin 0 — | 1 —E2: 


DG— 1 
EYim = RE in + 


(21+DC1+3) 
(+ m)({— m) 
a VE CI+DG2/—1) Yi-imr (30) 


EE EN U—m+1)({— m +2) 
VIE Yim { VE DOTE Yisimi + 


UE mA + m—I) : 
rue GT+D@I=D "lé, Su 


b) action des opérateurs des composantes du moment angulaire 
Mr My M: 
M: Yim = hm Yims (32) 
Ms + My) im = — VO — M) (+ m +1) Yimsis (33) 
Ma— iMy) Yim=—hV(+Mm(—m+1) Yim1. (34) 
La démonstration de ces formules est donnée dans les ouvrages spéciaux 
sur les fonctions sphériques ?). 


1) L Schiff, Quantum Mechanics, N.Y., 1955. 

3) A. Nikiforov, V. Ouvarov, Bases de la théorie des fonctions spé- 
ciales, M., 1974, $ 15 (en russe); H. Bethe, E. Salpeter, Quantum mecha- 
nics of one and two electron atoms, Berlin, Springer Verlag, 1957. 
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VI. Equations de Hamilton 


Soient %, 42,--., s,-.., gs les coordonnées généralisées définissant 
la configuration d’un système, et P1, Pa,--., Ps,--., ps les impulsions con- 
juguées généralisées correspondantes. La fonction de Hamilton H est 
une fonction de ces coordonnées et de ces impulsions; en général elle 
dépend également du temps #. On sait que les équations de Hamilton se 
présentent sous la forme suivante 


LES LOUE LP () 
dt ôqs” dt ps 


La dérivée par rapport au temps de toute fonction F des coordonnées 
et des EE M ee et du temps est 


êF das | + F dps 
= : 2 
+54 ôqs dt +2E 1 Ps dt @) 


En utilisant les équations de Hamilton (1), on peut mettre (2) sous la 
forme suivante: 


dF oF 
Re + (A, F], (3) 
où [H, F] est égal à: 
mn Siren Her] ’ 
[ F] 2 \ôqs ©ps Ôqs épi) ( ) 


et porte le nom de crochet de Poisson. 

Il est évident que l’on peut écrire les équations de Hamilton (1) en 
utilisant les crochets de Poisson à condition de poser dans (3) F— ps, 
et F = gs: 


d 


=[A,pl, T=lAah s=1,2...,/ (©) 


2e = 


Nous avons vu au $ 31 qu’en mécanique quantique les équations de 
mouvement se présentent sous une forme parfaitement analogue. Dans 
le cas particulier où l’on utilise des coordonnées cartésiennes et que l’on 
considère une seule particule se déplaçant dans un champ de forces dérivant 
d’une fonction de force U(x, y, z,t)on a 


p2+ pe + 


H = + U(x y, 2 1) (6) 
24 


(Gi = X;, 93 = Y, 93 = Z, Pi = Paz; Ps = Pys Ps = P2). En utilisant les équa- 
tions (5) on obtient 


Beoi=-$-- € Q) 
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Pour les deux autres coordonnées et les deux autres impulsions on obtient 
des équations analogues. On tire de (7) 


= TT, @) 


qui n’est autre que l’équation de Newton. 

Considérons le mouvement d’une particule de charge e et de masse 
& dans un champ électromagnétique que nous décrivons par un potentiel 
scalaire V et un potentiel vecteur A, tels que 


1 A 

6 — — nn 
VV Dors (9) 
36 = rot A, (10) 


où $ est l’intensité du champ électrique et # celle du champ magnétique. 
La fonction de Hamilton s'écrit dans ce cas sous la forme suivante 


H= = \p—<a) +er. (6) 

2u c 

Nous allons montrer que les fonctions de Hamilton correspondant à (6°) 
des "00; dr. ON 4.22 17°) 
dt ex dt dy dt oz 4 
dx 3H dy _ 2H Le 2H a”) 
dt L êPz’ “dt _ y k a = CP 


sont équivalentes aux équations de Newton décrivant le mouvement de 
cette même particule sous l’action de la force de Lorentz: 


nn es) 0 
els + (ee) (8) 
e = e[s. + - (E— gx) (8) 


Portons H de (67) dans (77) et (7’’); après différentiation on obtient 


dpz _ e _e _. 6 04; 
d ue [le- c Az + (es AE dx LE 
04; CL 
É [2 c e 4 ôx É | ù 6 
En procédant de même avec (7”) on obtient 


d 1 
= (ra). (10°) 
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Il s'ensuit de (107) que 
Dé ere 
d æt c & CH) 


Comme la valeur du potentiel vecteur 4- est déterminée au point où se 
trouve placée la charge e, la dérivé totale de À- par rapport au temps sera 


dAz _ Ar dA7r dx êAz dy dAr d: (12) 
di En x dt  éy dt ëz dt” 


En portant dans (9°) les valeurs [e=— £ Aa}, [P —< 45), (p—< 4) 


tirées de (10°) et l'expression de % tirée de (11) et en utilisant (12), on 


trouve 
dx = € Az dAz ce role fu — 2) 
F dr? c èt 
p4 24: __ 24z 
— 13 
+ dt Üèx 2) (5) 


Appliquant les formules (9) et (10) qui relient le champ et les potentiels, 
on tire de (13) 


nes +£ EX — EX |, (8””) 


qui n’est autre que l'équation (8’). On retrouve de la même manière les 
équations (8”’) et (8’”’). 

Nous avons établi ainsi que les équations de Hamilton (7°) et (7°) 
découlant de la fonction de Hamilton (6) sont équivalentes aux équations 
de Newton (8). 

Les potentiels À et peuvent être choisis arbitrairement pourvu que 
les équations (9) et (10) définissent le champ électromagnétique requis. 
Si au lieu de A et V on prend 


=A+Y V=r—if, (14) 


où f est une fonction arbitraire des coordonnées et du temps, on aura 
‘= 8, #' = Æ. En portant A’ et V”’ dans la fonction de Hamilton 
(6’) on arrive tout naturellement à l’équation de mouvement (13) où À 
et V ont été remplacés par A’ et V”. En utilisant les relations (14) on se 
rend aisément compte que le nouveau choix de potentiels n’a pas modifié 
les équations (8°), (8) et (8’”’). Cette propriété des équations de Hamilton 
est appelée invariance électromagnétique. 
Remarquons que, à la différence des équations (8’), (8’) et (8’”’), la 
fonction de Hamilton H est modifiée par la transformation (14). Ainsi, 
par exemple, le mouvement dans un champ électrique $8 constant, homo- 
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gène, dirigé suivant l'axe OX, peut être défini par les potentiels À = 0 
et V— — £x. Conformément à (14), on peut prendre au lieu de ces poten- 
tiels, d’autres potentiels, tels que 4, = —c$1t, 4,— 4! = 0, V' —0. 
Nous laissons au lecteur le soin de s'assurer que dans les deux cas on 
arrive à l’équation de Newton d’un mouvement uniformément accéléré, 
mais que avec le premier choix de potentiels, la fonction de Hamilton 
représente l’énergie totale de la particule, tandis qu’avec le second choix 
de potentiels, elle représente l'énergie cinétique de cette particule. 


VIT. Equation de Schrôdinger et équations de mouvement 
dans un système de coordonnées curvilignes 


Nous avons expliqué au $ 27 la raison pour laquelle le système cartésien 
de coordonnées occupe en mécanique quantique une place particulière 
parmi tous les autres systèmes imaginables: c’est que dans le système carté- 
sien la mesure des projections de l’impulsion pz, Py, Pz fixe simultané- 
ment la valeur de l'énergie cinétique. C'est pour cette raison que les équa- 
tions de base de la mécanique quantique sont habituellement écrites dans 
le système cartésien. Connaissant l’équation de Schrôdinger rapportée 
au système de coordonnées cartésiennes, il est facile de l’écrire par rap- 
port à un système quelconque de coordonnées curvilignes g;, 4», gs. Dans 
le système cartésien l’équation de Schrôdinger s'écrit 


il Se TT Le Vio (x, y, 2, 1) + U (x, y, Z t) d (x, y, 2; 1) (@) 
| H 


[4 


(pour simplifier, cette équation concerne une seule particule en absence 
de champ magnétique !)}. En passant des coordonnées cartésiennes à des 
coordonnées curvilignes, 4 et U seront des fonctions de q;, g2, ga. Le pro- 
blème revient à transformer le laplacien V2. Supposons que dans le système 
de coordonnées curvilignes g le carré d’un élément linéaire ds* soit 
3 
ds? = dx? + dy? + ds? = > Sex ds dqr, Q2) 
1 


sk - 
où gx représente les composantes du tenseur métrique. Soit d'autre part 
D® = || gs || le déterminant de la matrice gx. Introduisons encore les élé- 
ments de la matrice inverse g'k, telle que 
Lag%= D, —1 pour k=—s, D — 0 pour k ss. (3) 
Dans (3) nous sommons suivant « de 1 à 3. 


1) Pour le cas général, voir W. Pauli, Die allgemeinen Prinzipien der Wel- 
lenmechanik, Springer, Berlin, 1933. 
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Avec ces notations, l’opérateur V2 s’écrit sous la forme !) 


= (& or à) 6 


(la sommation s'effectue suivant s et k). En conséquence l'équation de 
Schrôdinger s’écrit maintenant 


PRRACELELES de ( [pe Qué: a) + 
8qs 


et 2u D 
+ U (Ga CES 1) Ÿ (QG as 93 t). (5) 


L'opérateur de our est: 
© 


â 
= (5 (oet + U@e 9 © 


En formant la parenthèse de Poisson 
dg®]dt = {A, gs), (7) 


on obtient la composante contravariante de la vitesse dgl®/dt. En multi- 
pliant par la masse H on obtient la composante contravariante de l’impul- 
sion P®. Pour trouver la composante covariante de l’impulsion P;, on 
transforme Ps) à l’aide de la formule de passage des composantes contra- 
variantes aux composantes covariantes 


Ps = gsk PW, (8) 
Prenons en qualité d’exemple le système de coordonnées polaires 
r, 9, o. On a alors 
ds? — dr3 + r? d6? + 


+ rtsin® 0 dp®, gn—1l, gr, gs—=r’sin26, (9) 


9e 1 1 de 
gr}, RE Te D = r sin 6. (9) 
Le hamiltonien est égal à 
h=—— À LS CRETE go? al 
êr? LS r cr br rñ sin6 5 sh €0 LE 


es üg° il + 4.09 
Déterminons le premier groupe d’équations (opérateur de vitesse). D’après 
(7) nous avons 

dû 


= _ de _ 
— ={Â,r], PA Eu (4, 8), à 7. (A, ]. (1) 


3) Voir, par exemple, Ph. Morse, H. Feshbach, Methods of Theo- 
retical Physics, N.Y., 1953. 
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Calculons la Fr an de Poisson. Si nous remarquons que 
_ là 
r als ee al mr 
la a. de Poisson (11) nous donne 
dr ; 
eg=—ne (ir) Pr, (12) 
Partant de 


12 
sin0 < 


2_(Ysin6 ) 


Le 
Le nie 20 sise 


on trouve pour la deuxième ei de Poisson 


dû 1h 
— = — — ———— — (fsin 6 Pn, (13 
Cie ETES #5 2 (Ysn6)= ) 
Quant à la troisième parenthèse, on a tout simplement 
d ih 
ET «+ 


Pour passer suivant la formule (8) aux composantes covariantes É;, Êe, 
À, on utilise (9), (12), (13) et (14) et l’on obtient 


Be=—n(er) PS: + (M0 ), | 


Ysin 0 us) 
Ê. oh | 
2? 


Calculons maintenant le deuxième groupe d'équations quantiques de 
Hamilton 


Del EE PR ZA] GO 
d dr dr 
Il est commode de mettre (10) sous la forme 
fe EE + Lut,0 0) an 
2u 2ur 


où M: est l'opérateur du carré du moment cinétique, et P, le premier des 
opérateurs (15). Un calcul facile des parenthèses de Poisson (16) à l’aide 
de (17) nous fournit 
dl, _____M® __ëU de __cotg0 [pe _Æ\__ êU, 
dr 2us éd  yprsin0 | * re “0 ? 

dèe _ _ ëv | Gé 
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Deux de ces équations (celle en Ê, et Ê,) sont de la même forme que 
les équations classiques de Hamilton. Quant à l’équation en Fe, elle ren- 


ferme, au lieu du terme F#®, le terme F2 — 2. L'apparition de la quantité 


— ï tient à ce qu'il existe en mécanique quantique des états stables corres- 


pondant à M2=0, ce qui en fin de compte correspond à l’existence d’une 
énergie de point zéro dans les systèmes quantiques. 


VIII. Conditions auxquelles doit satisfaire 
la fonction d’onde 


Lorsqu'on cherche à préciser les conditions auxquelles doit satisfaire 
la fonction il est tout indiqué de se baser sur les propriétés du hamil- 
tonien À, puisque c’est cet opérateur qui caractérise la nature physique 
du système. Partant de l’équation de Schrôdinger pour Ÿ et d* il est facile 
d'obtenir l'égalité suivante 


(ao = (ot Hp do + (vAo dr = —(aiva a, (1) 


dt 


où l’expression de la densité de courant J est la même que celle que nous 
avons obtenue au & 29. D’autre part, le caractère auto-conjugué de l'opé- 
rateur À s'exprime par la condition suivante 


(4 Ado =( 4 4 4° de. Q) 


Par conséquent, pour la classe de fonction d’onde pour laquelle cette con- 
dition se trouve remplie, on doit avoir 


(4 Dao = — iv 3 do = — (3x & 0 G) 


Considérons d’abord le cas monodimensionnel —c < x < ©. Nous 
avons do = dx, div J = ze. Si en un certain point x = x l'énergie 


potentielle U(x) cesse d’être continue (elle y subit, par exemple, un saut), 
ce point doit être exclu de l'intégration en (3). En effectuant cette 
intégration nous obtenons 


2 (40) — Ja (ti + 0) + J2(1—0)—J2(—0)= 0. (4) 


La densité de courant J, (+ co) doit être égale à zéro, sinon les fonctions 
d'onde ne s’évanouiraient pas à l’infini et toutes les intégrales seraient 
divergentes; notons qu’en analysant la condition de formation de la 
fonction auto-conjuguée on constate que les fonctions propres Y1 d’opé- 
rateurs ayant un spectre continu de L qui ne s’évanouissent pas à l'infini, 
doivent être remplacées par des différentielles propres qui disparaissent à 
l'infini (cf. annexe IN. 
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Par suite il s’ensuit de (4) la continuité de la densité de courant 


Jr (a + 0) = Jz (x — 0). (5) 
En y portant l'expression de J; tirée de (29.5) nous obtenons 
d) [4 
hs z2—0? @ 
(hz,+0 nu (ho (6) 


ce qui montre que la fonction d’onde et sa dérivée première sont continues. 

Considérons maintenant un cas tridimensionnel et supposons qu’au 
point r — 0 l’opérateur de Hamilton présente un point singulier. En ce 
point le théorème de Gauss (3) est encore une fois inapplicable, ce qui 
implique que nous devons exclure ce point de l’espace d'intégration en 
l’entourant d’une sphère de rayon R petit. L'intégrale de surface figurant 
dans (3) se partage alors en deux: l’une se rapporte à une surface infini- 
ment éloignée qui à la limite embrasse tout le volume, et l’autre suivant 
la surface de la sphère de rayon R — 0: 


lim R3 (x dQ + ( ds =0. (7) 
R+0 


Dans la première de ces intégrales nous avons exprimé l'élément de sur- 
face de la sphère par ds — R'dQ, où dQ est un élément d’angle solide. 
Comme les fonctions d’onde (ou leurs différentielles propres) s’évanouis- 
sent à l’infini, la seconde intégrale est égale à zéro. En substituant dans 


as ih ay* « 2% 
la première intégrale Jr = — (+ —— — à =) et en posant à = ufr, 
2u ’R ôR 
où u est régulier pour r > 0, on obtient 
À l'a Cu* - 24 
— —u* — dQ = 0. 
R* \ F ôr L êr Jr=R 0 @ 


Ce qui n’est possible que si « < 1. Ceci montre que les fonctions d’onde 
ne peuvent en aucun cas tendre vers l'infini plus rapidement que 1/r*, 
avec x < 1. 

La fonction d’onde peut ne plus être univoque lorsqu’on utilise les 
coordonnées cycliques, tel un angle ® mesuré par rapport à un certain 
axe. Dans ce dernier cas les angles ® et ® + 2x caractérisent une même 
position dans l’espace, et par suite la probabilité 4*4 qui est une quantité 
observable est nécessairement une fonction univoque de l’angle +. A priori 
on ne peut en dire autant de la fonction 4 elle-même. Cependant en s’ap- 
puyant sur les propriétés des fonctions sphériques et l’équation de conti- 
nuité (1), on peut montrer par des raisonnements analogues à ceux que 
nous venons d'utiliser ci-dessus que la fonction 4 doit être univoque (sinon 
le caractère auto-conjugué de l’opérateur À ne peut être assuré) 1). Ainsi 


1) W. Pauli, Die allgemeinen Prinzipien der Wellenmechanik, $ 6, Springer, 
Berlin, 1933. 
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les conditions naturelles imposées à la fonction d'onde par la conservation 
du nombre de particules (3) se réduit en fin de compte à l'exigence que 
l'opérateur (2) soit auto-conjugué. 

En ce qui concerne les autres opérateurs Ê l’existence d’opérateurs 
auto-conjugués doit dépendre de leur nature puisque la classe des fonctions 
d’onde admise est fixée par l'opérateur À et par les solutions de continuité 
qu’il présente. 


IX. Résolution de l’équation de l’oscillateur 


Le problème du calcul des niveaux quantiques d’un oscillateur se 
ramène à l'équation 


p"+A—E) = 0. (D) 


Nous voulons trouver les solutions finies et continues de cette équation. 
Etudions le comportement asymptotique (1), c’est-à-dire pour Ë = +0. 
Ces points sont des points singuliers de l’équation ci-dessus. Posons 


ÿ (E) = Ov (6). (2) 
En portant (2) dans (1) on a 
v+2f'o +(f'+SS+A—E)r= 0. (3) 


Afin que la fonction e/® soit le facteur déterminant le comportement 
asymptotique de Ÿ (£), f doit être choisi de telle façon que le coefficient 
f" + f"2— E? soit régulier aux points singuliers Ë — +, ce qui revient 
à exiger que le terme en E* disparaisse. Ceci donne 


JO=+TE @ 


On peut donc représenter la solution de l'équation (1) sous la forme sui- 
vante 


ŸE) = e128 v, (6) + cree v, (E). (5) 


Comme nous cherchons des solutions finies de 4, nous prendrons la 
solution particulière ce — 0, ce qui revient à prendre à sous la forme 


ÿ (Œ) = eS"e (6). (6) 
Nous aurons maintenant pour la fonction » l'équation suivante 
v”—2E9 +A—1l)v= 0. (7) 


Le point £ = 0 est un point régulier, ce qui nous permet de chercher » 
sous la forme d’une série de Taylor 


PE > a Et. (8) 
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En portant (8) dans (7) et en groupant les termes de même puissance en 
€, nous obtenons une formule de récurrence pour la détermination des 
coefficients ak: 
K+2)K+l)a&r2—2ka+A—1)a—0. ©) 
On en tire 
2k—(—1) 
2 = —————— 4%. 10 
RÉ Dune (9 
Si la série (8) prend fin au n-ième terme, z sera un polynôme de degré n. 
La solution (6) sera alors finie, continue et univoque pour tout le domaine 
de variations —o0 < Ë < +00. Ces solutions seront précisément les fonc- 
tions propres de l’équation (1). Il s'ensuit de (10) que la série ne peut s’ar- 
rêter que pour des valeurs de À déterminées par la formule suivante 


A=2n+1, n—0,1,2,... 1) 


C'est la formule (47.6). 

Le polynôme v(E) dont les coefficients sont donnés par la formule 
(10) pour À = 2n + 1 est connu sous le nom de polynôme de 
Tchebychev-Hermite. 

On désigne généralement ce polynôme par le symbole H, (E); il satis- 
fait à l'équation (7) pour À = 2n + 1, donc à l'équation 


Hs —26H, +2nH, = 0. (12) 
Il est facile de vérifier que cette équation est satisfaite par le polynôme 
, d' 
e& dE (e—®). 


De ce fait H, ne diffère de ce polynôme que par un facteur constant. En 
utilisant la définition usuelle nous poserons 


HE) =(—1y € = (e-®). (13) 


(Il est facile de se rendre compte que les coefficients du polynôme (13) 
satisfont à la formule de récurrence (10) pour À = 2 n + 1.) 
Le polynôme H, défini par la formule (47.8) diffère de celui donné 


dans (13) par le facteur V2nn! Yr qui a été choisi de telle façon que la 
fonction YA (£) soit normée à 1. Dans le texte nous avons indiqué le poly- 
nôme normé de Tchebychev-Hermite | 


Ha E = PE (6-8). (14) 


23n!lx 


La solution propre de l’équation (1) correspondant à la valeur propre 
A=2n—+1l peut s’écrire maintenant sous la forme suivante 


VE) = et Hh (E), (15) 
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où Ha (€) désigne le polynôme normé de Tchebychev-Hermite (14). 
L'opérateur déterminant l’équation (1) étant de caractère auto-conjugué, 

les fonctions YA (£) doivent être orthogonales. Il est facile de s’en rendre 

compte directement. En effet pour deux fonctions Ÿ, et 4, on a 


dYx - 
de + Qn+ 189 ÿn = 0 
d'Yn’ 


En multipliant la première équation par Y,' et la seconde par Ÿ4, puis 
retranchant l’une de l’autre et intégrant le résultat par rapport à £, on 
obtient 

+o 


+o 
( [a TT Th] dE = 24m) | ÿn Vn dE 


dé? 


Le premier membre est égal à 
+o 


(&  (W< Le — ÿn dÿn’ | dE = Ce LE — dÿnt ef = 


soit 
+o 
\ Ÿnr VndE = 0. 
En intégrant par parties on constate que 
+o 
Ü Haba = 1; 
ct par conséquent : 
+o 
\ YnŸn dE = Onn’. (16) 


Ce résultat montre que les fonctions Y, forment un système de fonctions 
orthogonales normées. Toute fonction 4 (£) (sans tenir compte des restric- 
tions qui nous importent peu) peut être présentée sous la forme d’une 
série 

(IT (2) = Rx CnŸn Œ), (17 


‘ n-0 
avec 
+o 


Ca = \ Ÿ (E) Ya Œ)dE. (18) 
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Examinons maintenant les propriétés des polynômes de Tchebychev- 
Hermite non normés (13). En appliquant la formule de Cauchy la dérivée 


LL e-* peut être mise sous la forme d’une intégrale prise le long d’un 
contour fermé, le contour enveloppant le point € 
d» a n! e—= 
ES — Pr 
Te en rte (19) 


Par suite on tire de (13) 
ee Ha = CE à 
2 ri 


G—6)m+t 


En posant z = Ë —1#, on obtient 


—PHUE 
RO | à (20) 
(le contour enveloppe le point t = 0). Il s'ensuit de (20) que 
ete D LH, (6) 
n-0 ï 


ce qui signifie que e-"+2%% est la fonction génératrice de H, (E). 

La fonction génératrice (21) permet d'établir une importante relation 
de récurrence entre les polynômes de Tchebychev-Hermite. A cet effet 
différentions (21) par rapport à t 

ER QE 2 = D Ho EM, 
Ti G—D! 
ee 


DELACIE 2 2 Ha (Er = 2 —H@MA. (2) 


En groupant les coefficients des mêmes puissances de r on obtient 

2 EHn (E) = Hn+1 (€) + 2nHn21(®)- (23) 
En multipliant par £ et utilisant à nouveau (23) on obtient 
26 Ha ©) = @n + 1) Hn @) + + Hate E) + 2n(0—1) Hna@. (24) 


Muitiplions ces deux dernières égalités par e”*’ et remplaçons les poly- 
nômes d’Hermite non normés par des polynômes normés (pour ce faire, 
chaque polynôme AH; figurant dans (23) et (24) doit être multiplié et 
divisé par V2 m! Yx). Après simplification on arrive aux relations de 
récurrence pour les fonctions d’onde (15) 


En © = PE de © + VE des ©. (2) 
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De là on obtient l'intégrale que l’on rencontre aux $$ 47, 48. En multi- 
pliant (25) par Y» (Ë), intégrant par rapport à & et tenant compte de l’or- 
thogonalité et de la normation des fonctions #, (16), on obtient 


( Um E de dE = = ei V: CARE (26) 


ce qui nous donne l'intégrale (48.7). 

En procédant de la même façon on peut, partant de (25) et de la pro- 
priété d’orthogonalité, calculer les intégrales de toute puissance entière 
et positive de E. 


X. Electron dans un champ magnétique 
homogène 


Avec la forme (57.1) du potentiel vecteur A la fonction de Hamilton 
se présente comme suit 


1 e PS LE 
He (oct Sup) ++. (1) 
On en tire 
dpr ____ OH _ My 0H nr 0 £%x 
dt ôx 0, dt dy c [P:+ >|] 
dp: ____ OH _ 
dt z 0, | @ 
dt pa & 
dy 0H _ pr, d: _ ÔH ps, (3) 
dt dPy uw dt dP: rs 
Par conséquent 
Pz=const=p?, p= const = p9, (a) 
My ex e 
— =—_— XX . 
& dr: ue (# + c »] Qu 
En posant 
y=Y—%, ALAN (6) 
ex uc 
on obtient 
ay : ; 
pr = — 0 }, Y = asino,t + bcosw,t, (ty) 
et par suite 


: cp® 
} = a sin wQ f + b cos wgt — . 
e 


(8) 
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D'autre part 
dx e e : cp® 

u — = A+ LE Ay= A+ EX fasnen + bcos nr), (9) 
dr c c ex 


x = — a cos opt + b sin opt + x (10) 
ce qui signifie que nous avons affaire à un mouvement circulaire 


2 
G— x + (+ 2) = à + b? 
e 


avec pour centre x = xy Ÿ = —T£.et de rayon R = Va + b°. L'énergie 


du mouvement ne dépend pas de p°, cette grandeur déterminant la position 
du centre du mouvement circulaire. 


On constate que ce calcul classique est similaire au calcul quantique 
que nous avons donné au & 57. 
XI. Coordonnées de Jacobi 


D’après les formules de transformation (104.3) on a 


… dE; 
Him, ke = 
dxx M; <J Oxx 


Ses ef = 0, k>j+1, (D 
où 


= Ê mr @ 


kml 


représente la masse des j premières particules. A l’aide de (1) et (2) on 
obtient 


NES SUR SNS 


_ Loti m, 2% |_ 0 _ 2, 
À APR 8x == ® 
c’est-à-dire que nous retrouvons la formule Re 9) qui a été donnée dans 


le texte. On calcule par un procédé si milaire l’opérateur de l’énergie ciné- 
tique. Il suffit de calculer l’opérateur 


Eux. 


PROPRIÉTÉS ANALYTIQUES D'UNE ONDE DIFFUSÉE 


a 4 


xu] 
A l’aide de (1) et (2) on He 
UE EE er 
À M; 65508 
| 


D 2 M; My u 2 
25% M; db; Dr 


D 
zŸ = >. 
ay ë, 1 SE 
= =—)2 ke. 
+ >2 =. . Le Re 
me 4 n 
PES à Fe IC 
22 j 0% CE 1 à 


Il est facile de voir (en À l’ordre des sommations suivant 
K, j, j") que la première somme en k figurant dans (5) est égale à zéro. La 


deuxième somme se transforme de la manière suivante 
SSmes, 


N. 1] > mè & Ÿ 
3 3 3 
2, m \X% Mj dë: dE fe 
N—1 2 N 2 N—1 
al 1 é à 1 & y 1 
+ er > + = 
À, meti CEE 2 3 €s 2 EE 
1 ag C1 1 |\# 
+ræetolrts)l © 
M © \ er LP) Mj+1 ô:; 
c'est-à-dire 
1 & N-1 1 24 
= re FE (7) 
7j 


f=1 HW 


et de la (j + i)-ième 
die. 
Miti 


où u, est la masse réduite du centre de masse des j premières particules 
(8) 


O) 


Remarquant que 
D = (2; + D, + Di) P 
de (7) on obtient (104.4) 
1 2 N-1 1 2; 
ie — Yi à. 10 
DRE RAD EN à (10) 


XL. Principe de causalité et propriétés 
analytiques d’une onde diffusée 


Considérons un exemple particulièrement simple qui permet de bien 
mettre en évidence le lien existant entre la causalité et la possibilité d'accéder 


au plan complexe de la variable © = _ Co — fréquence, E — énergie) 
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Supposons qu'un champ diffusé 4 (1) dépende d’une source Q (r) con- 
formément à la relation 
+ 
vo= Vxe—mocyar. () 
A proximité d’un point 1” modifions la source de telle façon que la varia- 
tion résultante soit de la forme 


8Q (#) = eë (1 — 1"), 2) 
€ étant une quantité caractérisant la modification de la source. La dérivée 
fonctionnelle de 4 (r) par rapport à Q (1’) est donnée par 

+ 


Sp) _ ;: si —. , » | 
or = lim eu M IQG)+506)—QGNd.  G) 


En portant (2) dans (3) nous obtenons 
CALE" 7 4 
30 «—r). (4) 


Pour que le principe de causalité se trouve satisfait il est indispensable que 
ÿ (1) ne dépende de la force de la source Q (1°) qu'aux instants antérieurs 
à ?. Cela revient à exiger que soit remplie la condition suivante 


ETAO) 


=0 pour #>1. (5) 


Il s'ensuit que % (1 —1) doit être égal à zéro pou t’>1, et par 
conséquent 


8 
0 =) AGO dr. O) 


Dans le cas particulier où la source Q (t) serait concentrée en un point 
t = 0, on aura 


X(), 1>0, 
7 
Ÿ (1) = É pe (7) 
Calculons la composante de Fourier de  (t) 
+ æ 
FC) = | est 4 (D dr = [eist 3 () de. (8) 
— 0 


On voit que si l’on considère « comme une variable complexe, l'intégrale 
(8) doit converger pour Imw> 0, ce qui implique que Ÿ(w) représente 
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une fonction analytique dans le demi-plan supérieur. Ces considérations 
établissent le lien entre le principe de causalité et les propriétés analy- 
tiques de l’onde diffusée. Cette même constatation se laisse établir en 
utilisant la fonction de retard de Green de l'équation de Schrôdinger 
(cf. annexe XII). 


XILI. Fonction de Green de l’équation libre 
de Schrôdinger 
L'équation de Schrôdinger se rapportant à un potentiel V(x, t) 


+ C4 F3 ait 
RE Yo = VY (Q) 
ct 2m 


peut s’écrire en forme d’équation intégrale. Pour cela nous considérerons 
d’abord la fonction de Green g (x, t) de l'équation libre de Schrôdinger 
que l’on définit comme suit: 


{ir _. + _—- V'|g (x, 1) = 30 (x) 3 (1). (2) 


Afin de fixer d’une façon univoque la solution de cette équation non 
homogène, on doit imposer des conditions supplémentaires auxquelles 
doit satisfaire la fonction g (x, f) que l’on cherche à définir. Exigeons que 


g(x, 1) = 0 avec t < 0. (3) 


Une telle fonction de Green est appelée fonction de retard. 
A l’aide de la fonction g (x, t) la solution de l'équation complète de 
Schrôdinger (1) se laisse présenter sous la forme suivante: 


VD) = Vox 1) + \ gx 1—r) VX, 1) xt) dx dt, (4) 


où %, (x, r) est la solution de l’équation libre de Schrôdinger (équation 
(1) où F — 0). Il est facile de préciser la signification physique de 4, (x, r) 
en supposant que le potentiel (x, rt) n’est « branché » qu’au bout d’un 
intervalle de temps 1 = #0. 11 découle alors de l'équation (4) que pour 
1 <to VX, 1) = Yox, 1), ce qui signifie que %, (x, tr) représente la 
fonction d'onde qui caractérisait le système avant qu'il ait été soumis à 
une interaction. 

L'intégration par rapport à dt’ de l'équation (4) ne s'effectue que pour 
t’ <t en vertu de la propriété (3) de la fonction de retard de Green. 
Or c'est ce qui reflète la manifestation du principe de causalité en méca- 
nique quantique: à un instant donné t la valeur de la fonction d’onde 
Ÿ (x, t) n'est déterminée que par les actions auxquelles le système quan- 
tique avait été soumis à des instants antérieurs £” < t. 

D'un point de vue mathématique l'expression (4) est une équation 
intégrale de la fonction d’onde d (x, r) qui avant interaction avait pour 
valeur d, (x, f). 
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Nous allons chercher maintenant la forme explicite de la fonction 
de Green g(x, ft). Speo par une intégrale de Fourier 


io —kex) 
g(x, 1) = = —. (F@,0e dwdk. 


Remarquons par ailleurs que 


s - _1 i(ot—kx) 
# (x) 5 (t) TE (e- do dk. 


En portant cette dernière expression dans (2) et en identifiant les coef- 
ficients des harmoniques de même ordre nous trouvons 


SGD = 
8 (w, k) N LFE 
2m 
Par suite æÆ 
e—iot+i 
ge r)= 5531 DRE ETS dw dk. o 
2m 


Considérons d’abord l'intégration par rapport à w. L'expression figurant 
sous le signe intégrale présente un pôle pour & = &9 = _ . Afin que la 
m 


formule (5) ait un sens il faut déterminer le trajet de contournement de 
ce pôle dans le plan complexe w. Choisissons un trajet tel que la condition 
(3) soit remplie, 

Il est facile de s’assurer que le contour représenté fig. 103 permet d’ar- 
river au résultat recherché. En effet si ? < 0, l'intégrale par rapport à 
du de (5) se laisse calculer à l’aide du 
théorème des résidus en complétant le 
contour C de la fig. 103 par un hémi- 
cercle de rayon infiniment grand tracé dans 
le demi-plan supérieur, ce qui se laisse 
faire grâce à la présence du facteur ei“ 
dans l'expression figurant sous le signe 
intégrale de (5). Le pôle «w = «, reste, 
lui, en dehors du contour, de sorte que le 
résidu est nul. En conséquence pour 

. . 1<0,g(x 1) =0 
Re Poe rompt à nr … Dans le cas où £ > 0, en contourant le 
tion pour 1 > 0. pôle par en haut et en clôturant le trajet 
Le rayon du demi-cercle R—jw!+, Par un hémicercle infiniment grand dans 
le demi-plan inférieur, nous ramenons 
l'intégrale par rapport à « à un résidu au pôle © = w,. Nous obtenons donc 


2 =i .hfk' 
RD =— (< dE (6) 
fi 
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L'intégrale figurant dans (6) peut être ramenée à des intégrales de type 
+ 

\ er dz = (xJia)"® (a > 0). Sans nous arrêter à la marche des calculs, 


—æ© 
nous indiquons le résultat final 


RS NAN PE. 2h 1 
g(x,t) | rl e , t>0, 
0, t<0. 


Remarquons que si nous avions contourné le pôle © = «, par en bas, 
nous aurions obtenu une fonction de Green d’avance, répondant à une 
inversion de temps 1 > —1. Cette dernière fonction est nulle pour t > 0. 
La fonction d’avance de Green reflète elle aussi le principe de causalité, 
mais correspond à d’autres conditions initiales, à savoir: connaissant 
quelle sera la fonction d’onde à l'avenir (t = +), la déterminer aux 
instants antérieurs. Le problème ainsi posé ne trouve pas d’applications 


pratiques. 


XIV. Calcul de l’interaction d’une microparticule 
avec un Corps macroscopique 


En qualité de corps macroscopique considérons une petite bille de 
masse M; soit Q la coordonnée de son centre de gravité. La fig. 102 repré- 
sente l’allure de l'énergie potentielle U(Q). Au sommet du cône tronqué 
on a pratiqué un creux qui confère à la bille une stabilité relative, mais 
il suffit de communiquer à la bille une très faible énergie AE pour que la 
bille soit mise en branle et dévale la côte. Désignons par x la coordonnée 
et par m la masse de la microparticule. Nous admettrons que la micro- 
particule est libre de toute action. Pour simplifier le problème nous sup- 
poserons que l'interaction de la microparticule et de la bille s'effectue 
en son centre. L'énergie d’interaction s'écrit alors sous la forme suivante 


W(Q, x) = 85 (Q — x), @) 


où g est une constante d'interaction. 

Cherchant à simplifier au maximum le problème nous assignons à 
la bille un seul degré de liberté. Dans ces conditions il est non seulement 
superflu d’utiliser la matrice de densité, mais encore il est commode d’uti- 
liser les fonctions d’onde. Supposons qu’à l'instant # — 0 la microparti- 
cule est décrite par l’onde stationnaire: 


pe À) = pi Q) + px (x), (2) 
avec 
etikz 
27 ! 


pe () = G) 
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k représente ici l’impulsion de la particule (nous poserons dans ce qu 
suit que la constante de Planck est égale à 1). Désignons par 
: e—ik'z * 
Px (x) = VA , (3) 
la fonction d’onde conjuguée de la microparticule à l’état final donc après 
diffusion sur la bille. La fonction d’onde de la bille à l’instant initial lors- 
qu’elle se trouve encore logée dans le creux au sommet du cône, se laisse 
approximativement décrite par la fonction caractérisant l’état inférieur 
de l’oscillateur 


— <> 
Yo(Q) = € cc (4) 


Ÿ 


où a est l’amplitude des oscillations de la bille dans le creux (cf. fig. 102). 
Après que la microparticule aura été diffusée par la bille, cette dernière 
acquiert une impulsion p’; comme la masse de la bille est grande, sa fonction 
d'onde 4, (Q) peut être décrite par la fonction d’action S(p', Q), de 
sorte que 


Yo (Q) = Ny en 


Tant que la bille repose sur le sommet du cône tronqué, S (p', Q) = p'Q. 
Np’ est un facteur de normation. Une fois déplacée de sa position sur ce 
sommet, la bille dévale le flanc du cône en un mouvement accéléré, de 
sorte que son impulsion p’ devient une fonction croissante de Q. Simul- 


; Ne hk ie £ 
tanément diminue la longueur d’onde x = — , ainsi que cela est repré- 
P 


s 4", (5) 


senté fig. 102. Nous verrons ci-dessous qu’il n’est nul besoin de calculer 
la fonction S (p’, Q). Il résulte de ce que nous venons de dire que la fonction 
d'ensemble de notre système se présente à l’instant initial sous la forme 


Dax (Q, x) = Lo (Q)LPE (x) + ge )]= DE (Q, x) + DO, x). @ 
D'après (3°) et (5) une des fonctions possibles de l’état final sera 
Dr, (Q, x) = Yy (Q) px (x). (@) 


Pour calculer la fonction d'ensemble du système à un instant ? on utilise 
la méthode qui a été exposée aux $$ 84, 85. Dans la formule (84.8) la pre- 
mière des sommes qui y figure ne comporte qu’un seul état initial puisque 
d’après notre hypothèse le problème ne comporte aucun autre niveau 
discret. De ce fait l’indice n de (84.8) représente les deux indices O et 4 
qui figurent dans (6). L'indice x continuellement variable représente, lui, 
les indices p’ et k’ figurant dans (7). D’après (84.9) et (84.10) !) les coef- 


?) Nous omettrons l'indice (1) auprès de ct) pour simplifier l'écriture. 
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ficients c, sont des fonctionnelles linéaires de la fonction initiale 4, (x). 
Par suite les coefficients de notre problème se présentent comme des fonc- 
tionnelles linéaires de di et Dx. A l’aide de ces considérations nous pou- 
vons exprimer la fonction d’onde totale de notre système à un instant 
t par 

D (Q, x, 1) = D (Q, x) + DT (Q, x, 1) + ET (Q, x, r), (8) 


les fonctions ®*T et D étant définies par la formule 

D+ (Q, x, 1) = Se (D Dr x (Q, x)e Er +%)! dp' dk”. ©) 
E> = _. est l’énergie cinétique de la bille après qu’elle aura été éjectée 
de son creux, £y = —_ est l'énergie de la particule après diffusion. 
A l’état initial ces grandeurs avaient les valeurs suivantes: 


ka 
E=E, = ra (10) 
En introduisant la notation 
Q = Ey +er— Er —Ey. (11) 
On obtient conformément à (84.13) 
" int y 
cr () = a - WE k:0,8 (12) 


avec 
Wé vor = 8 (ro — TE 5(Q— x) Yo (Q) = Æ — 49 dx. (13) 


En intégrant par rapport à x et en remarquant que dans la région où 
% (Q) est différent de zéro, la fonction y} (Q) se laisse approximati- 
vement représenter par l’onde Ne e 7%, on obtient après intégration par 
rapport à Q la composante de Fourier de 4, (Q). Cette composante appar- 
tient à un harmonique de nombre d'onde égal à q = k’ + p'+k: 

Wa = 8Ny VoR +p' +R). (14) 
Pour un creux peu profond Ÿ (q) n’est différent de zéro qu’au voisinage 
de g=0, ce qui implique 

k'+p'+kzo. (15) 

Par ailleurs la loi de conservation qui est naturellement respectée dans 
notre cas (système conservatif!) nous donne 


Œ—HUE+N=2HE— Ep", (60) 
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il s'ensuit que pour x petit et A grand on a 


CE —Rk)(k° + k) = 0. (17) 
En identifiant avec (15) on trouve 
KE = HERk, p'=+2k. (18) 


Cela signifie que la microparticule subit une réflexion élastique sur la bille 
qui reçoit une impulsion +2 k, résultat bien évident. En considérant les 
formules (9), (12), (14) on obtient l'expression suivante pour les fonctions 
d'onde ®+(Q, x, t): 


PQ x D =— TE € AT Q AS DOG HE EE X 


x 1e p(Q)etz dp'dk. (19) 


La contribution principale à la valeur de l’intégrale (19) est fournie par 


la région adjacente au point de résonance Q — 0. Dans cette région nous 
avons: 


Q = Ej+er—cr — Ep + (Ep — Er) = Ep —Ey= 
UN PE ES 
YA p"*) TS C@—p) = v(p—p'), (20) 


p est la valeur de l’impulsion de la bille après l’acte de diffusion et v sa 
vitesse. Introduisons maintenant de nouvelles variables d'intégration 


z = Qr, = = —dp', (21) 
LYS 
g=p+ktk=kEk+p—S, dg = dk’. (22) 


Après intégration de (19) par rapport à g et à z nous obtenons 
D + (Q, X;, t) Qu 
re € e (Et tx)t Ml? Po 9 ere orne F |L | (23) 
LA v 


Y2= 
le dernier terme du second membre est égal à 
F Q— x TT 1—e-is ri É @-2 F7 
| ve | ={ : ° (24) 


Cette intégrale est la différence de deux intégrales discontinues 
Q—x _ ,,x—Q a U+x—Q 
A td Le ]- (25) 


Li vt 


avec 


Par suite de la présence du facteur 4, (x) les fonctions D+(Q, x, r) s'éva- 
nouissent pour x > a, donc en dehors du creux où repose la bille. Aussi 
est-il commode d’analyser la formule (25) en y posant x — 0. Remarquons 
qu’à ®+ correspond v >0 et à O7 correspond v < 0. Par conséquent si 
Q < 0, on a ®Dt— 0; si vr > Q > 0, F — —<4 ri, et enfin si Q> vw, F 
redevient nul. En procédant de même nous trouverons pour la fonction 
® qu’en dehors de l'intervalle ur < Q < 0, F=—0. 

Formons maintenant la matrice de densité correspondant au cas à 
Pétude: 


p (Q, x; 9’, x’, t) = d* (Q, X;, t) Co) (Q’, x’, t). (26) 


On doit y substituer la fonction d’onde (8) avec les valeurs de + et D” 
données par (23). Il est facile de constater que lorsque | Q |, | Q’| — 
tous les termes comportant le facteur ®,(Q, x) s’évanouissent comme 
Cr -e 
e “ou comme e *”’. Les termes d’interférence ®+*®- disparaissent 
eux aussi en conséquence des propriétés de la fonction F ( |. Par suite 
” 
pour 1 —> oo et |Q@|, |Q’| > a il ne subsiste que deux termes 


e(Q, x; Q',x",1) = 
= 0 (Q, x,r)D+(Q', x',r) + D*(Q, x, 1) DT (Q',x',r). (27) 


Nous sommes donc amenés à constater que la participation d’une bille 
macroscopique à l’effet considéré entraîne la destruction de la cohérence 
de l’état pt (x) (2). Une autre conséquence des propriétés de la fonction 


F(ÊÆ) est que pour Q, 9’ -+ c et r-> 00 ne subsiste dans (27) que le 
v 


premier terme, ce qui signifie que la bille a roulé vers la droite. Pour Q, 
Q’ —> — ne subsiste que le second terme, ce qui signifie que la bille a 
roulé vers la gauche. Nous voyons ainsi que ce détecteur est capable de 
discerner le signe de l’impulsion que lui communique la microparticule, 
et il permet donc de réaliser la mesure que nous avons en vue, c’est-à-dire 
déterminer le signe de l’impulsion qu’avait la microparticule avant sa 
diffusion. 
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